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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Под алгебраической системой, или структурой, в на- 
стоящей книге мы понимаем, как это сейчас принято, MHO- 
жество с некоторым набором алгебраических операций и 
отношений, определенных на этом множестве. В последнее 
время все более возрастает интерес к различным новым 
типам алгебраических систем, и теперь уже группы, так 
же как и кольца, — это только частные представители 
общего семейства таких систем. Вместе с тем группы 
все еще продолжают находиться на «особом» положе- 
нии. Причины здесь ясны. Во-первых, группы пришли 
в математику раньше других абстрактных алгебраических 
систем и к настоящему времени достигли наибольшей 
степени зрелости. Во-вторых, структура группы является 
одной из составных частей многих важных алгебра- 
ических систем, охватываемых, например, общим поня- 
тием мультиоператорной группы. И, наконец, что для 
нас особенно важно, совокупность всех автоморфизмов 
каждой индивидуальной алгебраической, и вообще ма- 
тематической, структуры есть группа. 

Роль автоморфизмов хорошо известна. При изучении 
всевозможных специальных математических структур 
алгебраического, геометрического или даже внематема- 
тического происхождения встречаются разного рода 
симметрии, играющие важную роль. Все эти симметрии 
учитываются и описываются на языке автоморфизмов. 
Поэтому группа автоморфизмов конкретной математи- 
ческой структуры во многом определяет ситуацию в са- 
мой этой структуре. Общеизвестно также, что со времен 
эрлангенской программы группы автоморфизмов исполь- 
зуются и для классификации и систематизации различ- 
ных математических объектов. 

Мы знаем, что почти все прошлое столетие группы 
воспринимались прежде всего как группы автоморфизмов, 
и прошло довольно много времени, пока было осознано, 
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что группу можно рассматривать и абстрактно, неза- 
висимо от объекта, на котором она действует. При этом 
в каждой конкретной группе автоморфизмов различают 
внутренние, абстрактные свойства и внешние свойства, 
связанные с объектом и действием. Абстрактные свойства 
важны еще и потому, что они являются инвариантами 
относительно различных конкретизаций группы — отно- 
сительно различных изоморфных ее представлений. С по- 
явлением понятия абстрактной группы началось си- 
стематическое изучение абстрактных свойств групп 
и абстрактных классов групп. Теперь уже абстрактная 
теория групп живет очень богатой и интересной внутрен- 
ней жизнью — за последние десятилетия в ней накопи- 
лось большое число идей и результатов, посвящённых 
особенностям внутреннего строения групп. Многие важ- 
ные результаты были получены лишь недавно в итоге 
многолетних поисков. Есть здесь и такие задачи, о ре- 
шении которых пока приходится только мечтать. 

Вместе с тем внутреннее развитие привело и к не- 
которому отчуждению, все реже в группе видят группу 
автоморфизмов, теряются многие связи. С другой сто- 
роны, при изучении конкретных групп преобразований 
недостаточно учитывались достижения современной 
абстрактной теории групп. В настоящее время положение 
здесь существенно меняется и устанавливаются много- 
численные новые связи между абстрактным направлением 
и теорией групп преобразований. Такое взаимодействие 
теории групп с внешним миром представляет несомнен- 
ный интерес не только для разделов математики, исполь- 
зующих группы как группы автоморфизмов, но и для самой 
теории групп. Достаточно, например, вспомнить, что 
многие тонкие факты абстрактной теории групп были 
получены внешними средствами, и роль этих внешних 
методов все более растет. 

Теперь мы можем сказать, что все эти связи, взаимо- 
действия и были руководящей исходной идеей настоящей 
книги. Ведь известно, что связи и взаимодействия — 
одна из самых замечательных сторон каждой науки. 
Однако совершенно очевидно, что одной книгой исчерпать 
возникающую здесь тему невозможно, и мы ограничи- 
ваем себя определенным кругом вопросов. Сейчас мы 
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приблизительно очертим проблематику, которой посвя- 
щена книга. 

Прежде всего заметим, что нашей первоначальной 
целью было рассмотрение групп автоморфизмов групп 
и, в меньшей степени, автоморфизмов векторных прост- 
ранств-- линейных групп. Предполагалось, что основ- 
ное внимание будет уделено абстрактным свойствам 
и применениям к абстрактным группам. Отправными 
пунктами для нас были важные исследования А. И. Маль- 
цева, Р. Бера и Ф. Холла, хорошо известная теперь 
и очень простая теорема Калужнина, содержащая внеш- 
ний признак нильпотентности группы автоморфизмов, 
исследования, связанные с изучением абстрактных 
свойств линейных групп и применениями линейных групп 
в абстрактной теории групп, а также работы, посвя- 
щенные абстрактным свойствам группы с точки зрения 
существования у нее тех или иных симметрий — автомор- 
физмов. 

С другой стороны, учитывая, что группы автомор- 
физмов групп имеют много общего с линейными груп- 
пами и с теорией линейных представлений, мы сочли 
полезным рассмотреть эти параллельные факты с еди- 
ной точки зрения. Так возникла новая идея — начи- 
нать книгу с общих представлений и всего, что к ним 
относится. При этом слово «общих» имеет тот смысл, 
что рассматриваются представления групп автоморфиз- 
мами произвольных алгебраических систем, а не только 
векторных пространств, как это делается в классической 
теории представлений. Вскоре, однако, выяснилось, что 
такому началу придется посвятить около половины 
книги, и это, собственно, послужило основанием назвать 
книгу так, как она сейчас названа. Автор старался, 
в частности, проследить, чтб из классической теории 
представлений переносится на более общие случаи. Такие 
рассмотрения интересны не только сами по себе — этот 
общий подход позволяет иногда по-новому взглянуть 
и на давно известные вещи, объединяет различные 
специальные конструкции, и часто отсюда можно раз- 
глядеть разные новые связи. При этом, конечно, работая 
с общими конструкциями, мы не должны забывать об 
их происхождении и различных конкретных проявлениях. 
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В результате книга разделилась на две части. 
В первой части собраны различные предложения, от- 
носящиеся к группам автоморфизмов общих алгебраи- 
ческих систем. Если заданы некоторая алгебраическая 
система G и группа Г, а затем еще представление 
группы Г автоморфизмами системы С (гомоморфизм 
группы Г в группу всех автоморфизмов системы G), то 
Г сама становится группой автоморфизмов, у нее по- 
являются внешние свойства. Одновременно мы приходим 
к понятию пары (G, Г), состоящей из G и Г, причем 
предполагается, что фиксировано представление группы Г 
автоморфизмами системы С. Такое представление опре- 
деляет действие группы Г в G, т. е. некоторое спе- 
циальное отображение декартова произведения GXI' BG. 
Общая теория групп автоморфизмов — это, по существу, 
теория таких пар. Для пар определяются обычные 
алгебраические понятия (подпары, гомоморфизмы и изо- 
морфизмы, фактор-пары, прямые произведения и т. д.), 
и теория пар развивается естественными для алгебры 
путями. В частности, благодаря понятию изоморфизма 
пар можно говорить об абстрактных свойствах пар. 

Таким образом, мы имеем три категории абстрактных 
свойств: абстрактные свойства G и Ги, с другой сто- 
роны, абстрактные свойства пары — взаимные свойства 
С и Г, свойства самого действия. Эти три типа свойств 
тесно связаны между собой. Уже теория Галуа демонст- 
рирует, насколько глубокими могут быть эти связи. По- 
добные связи можно проследить и в различных других 
случаях. Особое внимание в первой части уделяется 
тому случаю, когда область действия С является муль- 
тиоператорной группой. Введенные недавно Хиггинсом 
мультиоператорные группы оказались здесь весьма удоб- 
ным объектом для обобщений. 

Всю первую часть можно рассматривать как введение 
в теорию групп автоморфизмов алгебраических систем. 
Введение — хотя бы потому, что наиболее содержатель- 
ные теории (но не теоремы!) предполагают достаточную 
степень конкретизации. Из глубоких теорем первой 
части, относящихся к общей ситуации, отметим, на- 
пример, теорему Мостовского — Эренфойхта. В первой 
части имеется также глава, посвященная группам авто- 
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морфизмов векторных пространств — линейным группам‘ 
Эта глава, с одной стороны, дополняет предыдущие’ 
а с другой, — служит введением в общую теорию линей` 
ных групп. 

Вторая часть посвящена группам автоморфизмов 
групп. Изучение групп автоморфизмов групп представ- 
ляет, как известно, большой интерес с точки зрения 
абстрактной теории групп. Соответствующие пары на- 
зываются здесь групповыми парами. Особую роль при 
этом играют групповые пары, в которых одна группа — 
левая — является нормальным делителем другой, а пред- 
ставление определяется переходом к внутренним авто- 
морфизмам. Легко видеть, что отношения между группой 
и ее нормальными делителями удобно изучать на языке 
таких групповых пар, причем точка зрения групповых 
пар помогает часто лучше понять и ряд известных 
теоретико-групповых фактов. Во второй части имеется 
также один параграф, посвященный абстрактным 
свойствам линейных групп. 

Кроме того, в первой и второй частях имеются не- 
которые замечания обзорного характера, относящиеся 
к другим конкретным случаям. Мы не будем более 
подробно говорить о содержании и сошлемся еще на 
приведенное выше оглавление. 

Из этого оглавления видно, что книга далеко не 
исчерпывает даже тему, объявленную в ее названии. 
Ведь эта тема включает и теорию Галуа со всеми ее 
обобщениями, и все, что относится к группам подста- 
новок и линейным группам. Теории Галуа в книге нет, 
хотя из этой теории, из рассмотрения автоморфизмов 
полей и берет начало современная теория групп авто- 
морфизмов. Линейным группам и группам подстановок 
отведена лишь небольшая часть. Уже давно назрела 
необходимость в отдельной обстоятельной книге по тео- 
рии линейных групп и групп подстановок. 

Отметим еще, что в книге не рассматриваются связи 
с топологией. Хотя такие связи особенно существенны 
для групи автоморфизмов и привлечение топологии часто 
оказывается полезным даже в чисто алгебраических 
вопросах, топологические факты здесь сводятся к не- 
скольким незначительным замечаниям. 
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Более того, книга не является достаточно полной 
и в отношении групп автоморфизмов групп. С сожале- 
нием мы отмечам, что в книге почти нет описания 
групп автоморфизмов конкретных систем. Относящиеся 
сюда результаты часто очень изящны, однако такое опи- 
сание невозможно в отрыве от детального рассмотрения 
соответствующих объектов. 

По аналогичным причинам мало внимания уделено 
изучению алгебраических систем с позиций их групп 
автоморфизмов. Мы должны отчетливо подчеркнуть, что 
центр тяжести в этой книге смещен в сторону самой 
группы автоморфизмов и наша главная цель — это рас- 
смотрение того, как абстрактная группа работает 
в качестве группы автоморфизмов, и близких к этому 
вопросов, объединяемых отмеченными общими идеями 
и, вероятно, вкусами автора. Лишь в незначительной 
степени этот недочет восполняется списком литературы. 
Попутно заметим, что было бы очень полезно иметь 
книгу учебного характера, посвященную некоторым 
конкретным внешним связям теории групп и написанную, 
скажем, в духе известной статьи А. И. Мальцева [14]. 

Большинство из излагаемых в настоящей книге ре- 
зультатов содержится лишь в журнальных статьях, 
и сводного изложения их еще не было. В основном, это 
результаты сравнительно последнего времени, получен- 
ные многими авторами, в том числе и автором данной 
книги. Имеются здесь и некоторые результаты, ранее 
не публиковавшиеся. 

Предназначена книга для читателей, интересующихся 
современной алгеброй и ее приложениями и знакомых 
с основами теории групп. В ряде случаев используются 
также некоторые хорошо известные сведения о ниль- 
потентных и разрешимых группах. Весь этот теоретико- 
групповой материал имеется, конечно, во втором издании 
книги А. Г. Rypoma «Теория групп», владение которой, 
особенно для второй части, весьма желательно. 

Первая часть более независима. В начале книги, во 
вводной первой главе, собраны все нужные нам сведения 
об общих алгебраических системах, в частности, об 
универсальных алгебрах, мультиоператорных группах 
и моделях. Hak известно, основы теории универсальных 
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алгебр и групп с мультиоператорами содержатся в другой 
книге А. Г. Нуроша — «Лекции по общей алгебре». 
Однако, имея в виду полноту изложения, мы напоминаем 
здесь и некоторые факты, вошедшие в эту книгу. Все 
эти повторения заняли небольшую часть первой главы. 

Подчеркнем далее, что понятие модели используется 
в книге не только для обобщений — в ряде случаев 
существенно используется локальная теорема из теории 
моделей. Эта важная теорема (Гёделя — Мальцева) на- 
ходит сейчас многочисленные приложения в алгебре 
и, в частности, в теории групп автоморфизмов. 

В разных частях книги формулируются некоторые 
проблемы. Среди них имеются и нерешенные вполне конк- 
ретные задачи, иногда, как нам кажется, достаточно при- 
влекательные. Отмечаются и проблемы, связанные с раз- 
работкой некоторых новых направлений. Некоторые из 
этих проблем являются новыми. 

В списке литературы содержатся не только исполь- 
зуемые работы, но и другие источники, связанные с дан- 
ной темой. Порядок ссылок на этот список обычный. 
В ссылках на предложения, параграфы и пункты из 
настоящей книги первая цифра обозначает главу, вто- 
рая — параграф, третья — пункт и четвертая — номер 
предложения из данного пункта. Если ссылка делается 
в пределах главы, то номер главы не указывается, 
аналогично и для параграфов. 

Отдельные главы этой книги докладывались мною 
в свердловском, московском, новосибирском и рижском 
алгебраических семинарах. 

Я особенно признателен академику А. И. Мальцеву, 
оказавшему большое влияние на меня своими трудами 
и сделавшему по этой книге ряд ценных указаний. 
За многочисленные полезные советы я благодарен 
также своему учителю проф. Il. Г. ВКонторовичу и 
проф. А. Г. Курощшу. Считаю своим приятным долгом выра- 
зить благодарность за большую помощь при подготовке 
рукописи к печати В. Г. Житомирскому, Л. А. Симоняну 
и А. И. Токаренко. Много полезных замечаний сделал 
редактор книги Г. В. Дорофеев. 
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$ 1. АЛГЕБРЫ 


1. Определения. Kak уже отмечалось в предисловии, 
в последнее время возрастает число различных кон- 
кретных типов алгебраических систем. Некоторые из них 
зарождаются в самой алгебре, а некоторые возникают 
из других разделов математики, в частности, в связи 
с нуждами геометрии или математической логики; нередко 
новые алгебраические системы приходят из физики, 
кибернетики, техники. В теориях этих систем имеется 
много параллельных фактов и конструкций, 'и поэтому 
целесообразно рассматривать общие алгебраические 
системы (структуры), охватывающие все эти специальные 
разновидности. Такие общие алгебраические системы рас- 
сматриваются с тридцатых годов, а в последнее десяти- 
летие интерес к ним особенно возрос. 

Мы начнем с определения (универсальной) алгебры. 

Пусть а — некоторое множество. Всякая функция п 
переменных, определенная на этом множестве, значения 
которой также принадлежат С, называется п-арной 
алгебраической операцией, определенной на @. Если ® — 
п-арная алгебраическая операция на множестве С и 
а, а.,..., а, — некоторое (упорядоченное) семейство из 
элементов этого множества, то результат .применения 
операции ® к указанной системе элементов будет обо- 
значаться через A,d,...a,W. 

Множество G вместе с некоторым набором @®@ алге- 
браических операций, определенных на этом множестве, 
называется алгеброй (или еще универсальной алгеброй). 
Иногда такую алгебру мы будем также называть 
?-алгеброй и в отдельных случаях будем для нее упо- 
треблять обозначение <G, 2>. Так мы будем поступать 
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в тех случаях, когда возникает потребность ocobo 
подчеркнуть систему операций 2. Само множество G 
называется основным множеством алгебры, а операции 
из ® называются основными операциями. 

Среди этих основных операций алгебры могут быть 
и нульарные операции — константы. Вводить нульарные 
операции удобно в тех случаях, когда нужно выделить 
в алгебре некоторые особые элементы. Так, например, 
группа — это алгебра с тремя основными операциями: 
бинарной операцией умножения, унарной операцией, 
сопоставляющей каждому элементу обратный элемент, 
и нульарной операцией, выделяющей единицу группы. 

Хотя различные конкретные типы алгебр обязаны 
своим происхождением He общему понятию алгебры, 
естественна потребность хорошо видеть место этих кон- 
кретных систем в объединенной семье универсальных 
алгебр. Существуют различные приемы выделения кон- 
кретных типов — классов алгебр. Все эти приемы основаны 
на том, что на основные операции накладываются 
те или иные дополнительные ограничения. Часто такие 
ограничения носят характер тождественных соотношений. 
Так, например, группы, кольца, а также некоторые 
другие важнейшие классы алгебр могут быть выделены 
на языке тождественных соотношений. 

Если а — 9-алгебра и Н — непустое подмножество 
в С, замкнутое относительно всех операций из 2, то Н 
относительно системы операций ® образует подалгебру 
в С. Всякое непустое пересечение любого множества под- 
алгебр алгебры является также подалгеброй, и, следова- 
тельно, можно говорить о подалгебре, порожденной произ- 
вольным подмножеством алгебры. Если Х — подмножество 
алгебры С, то подалгебра, порожденная этим подмножест- 
вом, обозначается через {Х } или еще через {Х }*. Подмноже- 
ство Х называется системой образующих подалгебры {Х}. 

Обозначим дальше через ® совокупность всех «слож- 
ных» операций, порождаемых операциями из ®. Очевидно 
следующее утверждение. Если Н — подалгебра в С, 
порожденная подмножеством Х, то элементы из НЯ — 
это всевозможные элементы из Х и элементы вида: 
т1....2ю, где т, 1.,...24@Х и ®— операция из Ч 
соответствующей «арности», 
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Обычным путем определяется композит системы под- 
алгебр алгебры. Ясно, что относительно операций пере- 
сечения и взятия композита система всех подалгебр 
заданной алгебры (дополненная пустой «подалгеброй», 
если некоторые подалгебры могут иметь пустое пересече- 
ние) образует полную решетку (структуру). Эту решетку 
обозначим через $ ((). 

Аналогично тому, как это делается в теории групп, 
определяется понятие локальной системы  подалгебр. 
Система [С] подалгебр алгебры С называется локальной 
системой, если а) теоретико-множественная сумма всех 
G, совпадает с С и 6) любые два члена этой системы 
содержатся в некотором третьем члене этой же системы. 
Непосредственно видно, что если алгебра G порождается 
подмножеством Х, то система всех подалгебр, поро- 
ждаемых конечными подмножествами из Х, является 
локальной системой в С, так что, в частности, для 
любого элемента g@G найдется такое конечное под- 
множество X’C X, что #6 {Х”. Это, впрочем, следует 
и непосредственно из приведенного выше замечания 
о представимости элементов алгебры через образующие 
элементы. 

Из определения локальной системы подалгебр не- 
посредственно следует также, что каждое конечное 
множество элементов алгебры принадлежит некоторому 
члену локальной системы. Указанное свойство часто 
принимают в качестве. определения локальной системы. 
Отметим в связи с этим, что, хотя в дальнейшем мы 
будем исходить из приведенного выше определения, 
многие результаты, связанные с локальными системами, 
оказываются справедливыми и при указанном более 
слабом предположении. 

Алгебра С называется нетеровой, если решетка всех 
ее подалгебр удовлетворяет условию максимальности. 
Легко видеть, что это условие равносильно требованию, 
чтобы сама алгебра и все ее подалгебры имели конечные 
системы образующих. Алгебра, обладающая локальной 
системой из нетеровых подалгебр, называется локально 
нетеровой алгеброй. В дальнейшем нам довольно часто 
придется предполагать, что рассматриваемая алгебра 
является локально нетеровой. Простейшим и важным 
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примером локально нетеровой алгебры служит векторное 
пространство над некоторым телом *). 

Определим теперь понятия гомоморфизма, изомор- 
физма и, соответственно, эндоморфизма и автоморфизма 
алгебры. . 

Пусть Са и С’ — две однотипные алгебры, т. е. такие 
две алгебры, что можно считать, что совокупность 
основных операций 2 у обеих алгебр одна и Ta же. 
Пусть, далее, х-— однозначное отображение множества G 
на множество С’, причем условимся образ элемента gGG 
при отображении х обозначать через gy (или иногда 
через 27). Будем говорить, что отображение ф сохраняет 
п-арную операцию ®, если имеет место следующая 
перестановочность: (4.45... ао) == (а) (45$)... (а,Ф)® для 
любых наборов элементов a,@G. Перестановочность ф 
с нульарными операциями означает, что все выделенные 
элементы из G переводятся в соответствующие выделен- 
ные элементы BG’. ф называется гомоморфизмом алгебры 
G, если это отображение сохраняет все основные операции 
алгебры. Если при этом ф— взаимно однозначное ото- 
бражение, то нетрудно заметить, что и обратное отобра- 
жение $ также является гомоморфизмом, и в таком слу- 
чае © называется изоморфизмом алгебр С и G’. Алгебры 
С и С’ называются изоморфными, если существует не- 
который изоморфизм между ними. Заметим здесь, что 
можно также говорить о гомоморфном отображении 
одной алгебры в другую, т. е. на подалгебру другой 
алгебры. В тех случаях, когда нужно специально под- 
черкнуть, что речь идет о гомоморфизме на всю алгебру, 
употребляют еще термин эпиморфизм. 

Понятие изоморфизма алгебр позволяет говорить 
об абстрактных свойствах алгебр: свойство алгебры 
называется абстрактным, если из того, что этим свойством 
обладает алгебра С, следует, что и всякая изоморфная 
с С алгебра обладает этим же свойством. Соответственно 


*) В этой алгебре элементы основного тела рассматриваются 
как самостоятельные операции — операторы. Понятно, что все 
содержание векторных пространств при таком подходе не может 
быть охвачено. Векторные пространства следует воообще рас- 


сматривать как двуосновные алгебраические системы (ср. 
п. 1.3.5). 
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класс алгебр ® называется абстрактным классом, если 
вместе с каждой своей алгеброй С класс ® содержит 
и все изоморфные с G алгебры. 

Напомним далее, что преобразованием множества G 
называется отображение этого множества в себя, а под- 
становкой — взаимно однозначное отображение на себя. 
Преобразование основного множества алгебры С, являю- 
щееся гомоморфизмом, называется эндоморфизмом этой 
алгебры. Автоморфизм алгебры — это подстановка OCHOB- 
ного множества, являющаяся также изоморфизмом. 

Совокупность всех преобразований произвольного 
множества С естественным образом обращается в полу- 
группу (умножением служит последовательное выполне- 
ние преобразований). Относительно такого умножения 
совокупность всех подстановок множества С образует 
группу. Эта группа называется полной симметрической 
группой множества С и обозначается через Sg. 

Непосредственно видно, что если С — алгебра, то сово- 
купность всех эндоморфизмов этой алгебры является 
подполугруппой в полугруппе всех преобразований 
множества С, а совокупность всех автоморфизмов алгебры 
С есть подгруппа в группе всех подстановок множества G. 
Полугруппу всех эндоморфизмов алгебры С обозначим 
через © ((), а группу всех автоморфизмов этой алгебры 
будем обозначать через 91 (С) или еще — Aut ((). 

Так, например, если С — векторное пространство, 
рассматриваемое как универсальная алгебра в том смысле, 
как это раньше отмечалось, то эндоморфизмы С — это 
линейные операторы, а автоморфизмы — обратимые линей- 
ные операторы. Если С — группа или полугруппа, или 
кольцо, то примерами автоморфизмов здесь служат 
внутренние автоморфизмы. Интересные примеры авто- 
морфизмов доставляет теория полей. При этом по поводу 
полей и тел нужно еще заметить, что они выделяются 
в классе колец добавлением еще одной унарной операции, 
сопоставляющей каждому ненулевому элементу его 
обратный. Эта операция является частичной операцией, 
и поэтому о полях и телах можно только с соответствую- 
щей оговоркой говорить как об универсальных алгебрах. 

Различные конкретные примеры автоморфизмов и 
групп автоморфизмов можно найти в книге А. Г. Куроша 
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«Лекции по общей алгебре» и в другой учебной алге- 
браической литературе. Мы рекомендуем читателю за- 
пастись достаточным числом таких примеров, в том числе 
и для систем с отношениями {ср. $ 3), с тем чтобы 
иметь твердую почву для общих построений. | 

Подалгебра Н называется характеристической, если 
для любых hGH ucGU(G) выполняется ho€ H. Если же 
для каждого РЕН и при любом $+ЕС (С) имеет место 
he ЕН, то такая подалгебра Н называется вполне характе- 
ристической. Все характеристические подалгебры 3a- 
данной алгебры С образуют подрешетку в решетке всех 
подалгебр из С. Эту подрешетку обозначим через % (С). 
Подрешетку составляют и все вполне характеристи- 
ческие подалгебры из С. Решетка X(G) в известном 
смысле характеризует степень однородности алгебры G: 
алгебра С называется однородной, если % (С) состоит 
только из самой алгебры С или, быть может, еще из 
подалгебры O(G), порожденной всеми выделенными (по- 
другому, нулевыми) элементами, если такие имеются. 
Ясно, что O(G) — всегда характеристическая подалгебра. 

Часто под однородностью алгебры понимают также 
требование, чтобы группа всех ее автоморфизмов действо- 
вала транзитивно на множестве всех ненулевых элементов 
алгебры. Такая однородность — довольно редкое явление 
(см., например, работу А. И. Кострикина [1], основной 
результат которой будет также сформулирован вп. 4.4.4). 

Среди характеристических подалгебр алгебры особо 
выделяются еще сильно характеристические подалгебры. 
Подалгебра Н алгебры С называется сильно характери- 
стической, если Н является неподвижным элементом — 
инвариантом относительно группы всех автоморфизмов 
решетки £(G) всех подалгебр из G. Всякая сильно 
характеристическая подалгебра является характеристи- 
ческой, но обратное, вообще говоря, неверно. 

Группу всех автоморфизмов решетки Y£ (G) — 
Aut ($ (@)) — мы обозначим через Y(G). Каждый авто- 
морфизм с алгебры С индуцирует некоторый элемент 
из (G), который обозначим через 8. Отображение 
с->5 является гомоморфизмом, и ядро этого гомомор- 
физма состоит из таких автоморфизмов алгебры G, ко- 
торые оставляют неподвижной каждую подалгебру из С. 
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2. Конгруэнции и гомоморфизмы. В приводимой ниже 
теореме о гомоморфизмах основную роль играет понятие 
конгруэнции алгебры. Как известно, эквивалентностью 
на множестве С называется всякое бинарное отношение 
на С, обладающее свойствами рефлексивности, сим- 
метричности и транзитивности. Важдая эквивалентность 
р определяет разбиение множества С на непересекаю- 
щиеся смежные классы X, (два элемента а, 6 из G экви- 
валентны, если оба они принадлежат одному смежному 
классу Х.). Тот факт, что а и 6 эквивалентны, обозна- 
чается через apb. Каждый смежный класс X, однозначно 
определяется любым своим представителем: если х— 
элемент из Х„ то будем писать X,=[z] (или еще 
= [=]. 

Если, далее, смежные классы эквивалентности р рас- 
сматривать как элементы нового множества, то это но- 
вое множество называется фактор-множеством MHO- 
жества G по эквивалентности р и обозначается это фак- 
тор-множество через G/p. 

Пусть ® — п-арная операция на множестве С. Экви- 
валентность о называется конгруэнцией относительно этой 
операции, если для любых a,, а, ЕС, 1—1, 2,..., п, из 
того, что при каждом имеет место а;ра,, следует, что 
(аа... а,®)р (аа. ... aw). В случае, когда G0 алгебра, 
эквивалентность р основного множества С называется 
конгруэнцией алгебры С, если р является конгруэнцией 
относительно каждой операции из ®. 

Каждой конгруэнции алгебры С отвечает естествен- 
ный гомоморфизм этой алгебры. Пусть р — некоторая 
конгруэнция на С и пусть С/р — соответствующее фак- 
тор-множество. Допустим еще, что ® — п-арная операция 


u3 2 и [a,], [а5],..., [а] — семейство из п элементов 
множества G/p. 
Полагая 
[а] [a] ns [a,,] i [a,a, ae a,|, 


мы определим © как операцию на С/р. Смысл понятия 
конгруэнции, очевидно, в том и состоит, что так опре- 
деленная операция не зависит от выбора представителей 
смежных классов. Теперь ясно, что все операции си- 
стемы ® автоматически переносятся на множество смеж- 
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ных классов, и это множество становится ®-алгеброй. 
Алгебра G/p называется фактор-алгеброй алгебры С no 
конгруэнции р. Сопоставляя здесь каждому х@С смеж- 
ный класс [x], мы получим естественный гомоморфизм 
алгебры G на фактор-алгебру G/o. Обозначим этот гомо- 
морфизм через Ф.. 

Пусть дальше uw: G— а’ — гомоморфизм алгебры С на 
некоторую алгебру С’. Будем писать хру, x, yEG, если 
xp — ул. Легко проверить, что р — конгруэнция алгебры С. 
Сопоставим каждому смежному классу [x] этой конгруэн- 
ции элемент 21 @ С’, и это отображение обозначим через ф. 
Непосредственная проверка показывает, что Ф — изо- 
морфизм алгебр G/o и G’, причем имеет место соотноше- 
ние: фф =p. Все сказанное сейчас и составляет содер- 
жание теоремы о гомоморфизмах алгебр. Эта теорема 
показывает, что гомоморфизмы алгебр находятся во 
взаимно однозначном соответствии с их конгруэн- 
ЦИЯМИ. 

Для конгруэнций алгебры естественно вводятся опе- 
рации решетки. Напомним вначале определение пересе- 
чения эквивалентностей. Пусть р, =[Х*] — набор экви- 
валентностей алгебры С. Пересечением Всех эквивалент- 
ностей этого набора называется эквивалентность р, 
определяемая следующим образом: если ЕС, то через 
[x], обозначим пересечение всех XG. (по всем a), содер- 
жащих х. Совокупность всех [x], действительно опреде- 
ляет эквивалентность. Легко видеть, что пересечение 
любого набора конгруэнций алгебры также является 
конгруэнцией. 

Если, далее, р, а«ЕГ, — снова некоторый набор кон- 
груэнций в G, то композитом этого набора естественно 
назвать пересечение всех конгруэнций алгебры С, содер- 
жащих все р. При этом конгруэнция р, принадлежит 
конгруэнции (0, Ср), если тру всегда влечет ту. 
К определению композита возможен и более конструк- 
тивный подход, основанный на операции произведения 
бинарных отношений. 

Хорошо известно, что если р, и р.-— бинарные отно- 
шения на множестве С, то их произведением рр. назы- 
вается бинарное отношение, определяемое правилом: 
тр.р»у в том и только в том случае, когда при некото- 
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ром 2 выполняется 2612 и дру. При этом отношения р, 
и р, называются перестановочными, если P,P. = роб. 

Пусть теперь p,, «@Г, — некоторый набор бинарных 
отношений. Композитом всех этих отношений называется 
отношение р, определяемое следующим правилом: хру озна- 
чает, что найдутся такие @,, a, ..., &аЕГиз, 24,, 

о Bes Gy ATO: 20g 215. Вары, 

Легко проверяется, что композит эквивалентностей 
также является эквивалентностью, а композит конгру- 
энций в этом новом смысле есть конгруэнция, совпа- 
дающая с ранее определенным композитом конгруэнций. 
Если конгруэнции р, и р. перестановочны, то их компо- 
зит совпадает с произведением р,р.. Относительно вве- 
денных сейчас операций пересечения и композита все 
конгруэнции алгебры С образуют полную решетку. Обо- 
значим эту решетку через $’ (С). В книге Г. Биркгофа [3] 
показывается, что если все конгруэнции алгебры G 
попарно перестановочны, то решетка (С) является 
модулярной (дедекиндовой). 

Пусть теперь р — конгруэнция алгебры С и в — гомо- 
морфизм этой алгебры на алгебру С". Если [z], ХЕС, — 
смежные классы конгруэнции р, то их образы в С" — 
[2 — покрывают, но He обязательно расщепляют С", 
т. е. эти [1 могут не составлять эквивалентность BG". 
В том хорошем случае, когда все эти [< образуют 
эквивалентность в G", мы скажем, что конгруэнция р и 
гомоморфизм ш согласованы. Если такое согласование 
имеет место, то соответствующую эквивалентность мы 
обозначим через р“. Легко видеть, что о” здесь автома- 
тически оказывается конгруэнцией алгебры G". 

Понятно, что для групп, а следовательно и для 
групп (см. следующий параграф), специальные ого- 
ворки о согласованности оказываются излишними, но 
уже для полугрупп они нужны. Кроме того, нетрудно 
проверить, что в том случае, когда конгруэнция гомо- 
морфизма и принадлежит конгруэнции р, нужная согла- 
сованность имеет место. 

В общем случае, когда р и в не обязательно согла- 
сованы, мы поступим следующим образом. Если п — 
конгруэнция гомоморфизма в и {0, п} — композит р и т, 
то ясно, что {p, п} и в согласованы. Теперь обозначим 


26 АЛРТЕБРАИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ frst. 1 


p* = {p, «}*. Покажем, что если ри в согласованы, то 
это новое р“ совпадает с определенным ранее. Доста- 
точно установить, что при наличии согласованности из 
x*{p, п" у“ следует а'ргуг. Пусть 2“{р, п)" уг. Тогда 
x{o, п} у. Последнее означает, что найдутся некоторые 
21, 5, ..., 2, Такие, что 


7 — By, Zi ~ Boy oe ey 2, ~ 4, 8, ~ Y; 


где каждая из участвующих эквивалентностей есть 
либо р, либо т. Если теперь перейти к образам 
всех этих элементов в С", то в тех местах, где входит 
эквивалентность p, ее следует заменить на 5“, а там, 
где х — получится равенство. Таким образом, везде можно 
перейти к эквивалентности р“, и, следовательно, полу- 
чим дру“. 

Итак, если С — алгебра и р — некоторая ее конгруэн- 
ция, то каждому эпиморфизму в: С -—> С" отвечает кон- 
груэнция р“ алгебры С". 

Если, далее, А — подалгебра BG, то через А Пр 
обозначим эквивалентность в A, смежными классами 
которой служат пересечения с А смежных классов кон- 
груэнции р. Легко видеть, что А Г] р есть конгруэнция 
в A, причем фактор-алгебра А/АПр изоморфна неко- 
торой подалгебре из Gio. 

Нам понадобится следующее определение. Если в — 
эндоморфизм алгебры G и р— ее конгруэнция, то эту 
конгруэнцию назовем инвариантной относительно 1, 
если хру всегда влечет х’ру’. Такое определение инва- 
риантности равносильно следующему: каждый смежный 
класс эквивалентности p* принадлежит некоторому 
смежному классу эквивалентности р. Действительно, 
пусть конгруэнция р инвариантна относительно эндо- 
морфизма в, п-— конгруэнция эндоморфизма в и пусть 
Х — некоторый смежный класс конгруэнции {р, x}. Нужно 
показать, что если хиу — два элемента в Х, то x'py". Тот 
факт, чтох и у принадлежат одному смежному классу X, 
означает, что имеются такие Z,, 2.,..., 2,, Для которых 


т -— 21, 21 ^ 8... 2 ~ ba 2, ^ У) 


2—1] 


где, как и раньше, каждая из эквивалентностей — это р 
или п. Переходя теперь к образам при отображении p 
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и используя инвариантность конгруэнции р, получим. 


p. p 
x zt, 21025, ть Zi 102, ZM0Y р 


Таким образом, имеем x"py", Обратное очевидно. 

Нетрудно понять, что в том случае, когда с — авто- 
морфизм алгебры G, инвариантность р относительно с и 
с! равносильна совпадению р Up. 

Конгруэнция р называется характеристической, если 
она инвариантна относительно всех автоморфизмов 
алгебры G, и вполне характеристической, если имеет 
место инвариантность относительно всех эндоморфизмов. 

Тривиальными конгруэнциями называются нулевая 
конгруэнция — разбиение множества С на отдельные эле- 
менты — и единичная конгруэнция, состоящая из одного 
смежного класса, совпадающего с G. Алгебра С назы- 
вается простой, если у нее нет нетривиальных конгруэн- 
ций, и характеристически простой, если у нее нет не- 
тривиальных характеристических конгруэнций. Легко 
понять, что для групп характеристическая простота и 
однородность — равносильные понятия. 

Как мы знаем, всякий автоморфизм с алгебры G пе- 
реводит каждую конгруэнцию р этой алгебры в некото- 
рую другую конгруэнцию р’. Следовательно, с индуци- 
рует некоторую подстановку 5 на множестве (С). 
Легко видеть, что на самом деле отображение с-> в есть 
гомоморфизм группы % (С) в группу всех автоморфизмов 
решетки YL’ (G). Ядром этого гомоморфизма служит сово- 
купность всех таких автоморфизмов алгебры G, которые 
оставляют неподвижной каждую конгруэнцию. (По этому 
поводу см. также работу Ф. Дуингера [1].) 


3. Прямые и подпрямые суммы алгебр. Пусть [G,] — 
некоторый набор однотипных ®-алгебр с индексами a, 
принадлежащими множеству Г. Обозначим через С мно- 
жество, элементами которого являются всевозможные 
функции, сопоставляющие каждому «GJ определенный 
элемент а, из G,. Такие функции будем обозначать а = (а). 
Элемент @, ` называется компонентой элемента а в С.. 

Операции системы 2 следующим образом распростра- 
няются на множество С. Пусть » — п-арная операция 
из Qu пусть a —(a"), k=1, 2, ..., п, — п элементов 
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из а. Тогда полагаем: 
ааа (а! on 180). 


Так определенная ®-алгебра С называется полной 
прямой суммой алгебр G,. 

Если все С, обладают одноэлементными подалгеб- 
рами, то можно говорить и о дискретной прямой сумме 
всех этих G,. Дискретная прямая сумма алгебр С, 
а СТ, — это подалгебра в их полной прямой сумме, со- 
стоящая из последовательностей (а), в которых лишь 
конечное число компонент не принадлежит соответствую- 
щим одноэлементным подалгебрам. 

Важную роль играет восходящее к Ремаку понятие 
подпрямой суммы алгебр. Подалгебра © полной прямой 
суммы алгебр С, называется подпрямой суммой этих 
алгебр, если при каждом aG@J компоненты элементов 
из © с индексом a исчерпывают всю алгебру G,. Если 
алгебра © является подпрямой суммой алгебр G,, то, 
сопоставляя каждому а 6 ® его компоненту d,, мы полу- 
чим гомоморфизм © на G,. Этому гомоморфизму отве- 
чает конгруэнция р,. Легко понять, что пересечение 
всех таких р, аЕГ, есть нулевая конгруэнция в ®. 
Имеет место и следующее обратное утверждение: 

3.1. Если в алгебре ® задана система конгруэнций р, 
с пересечением р, то фактор-алгебра G/p изоморфна под- 
прямой сумме фактор-алгебр G/p,. 

Действительно, пусть С@ — полная прямая сумма 
алгебр @/p,. Сопоставим элементу а@ ® ‘элемент GEG 
такой, что его компонента @&, в ®/р, есть смежный класс 
конгруэнции p,, содержащий а. Легко видеть, что такое 
отображение является гомоморфизмом ® в G. Конгруэн- 
цией этого гомоморфизма служит пересечение всех р., 
т. е. р. Очевидно также, что компоненты с индексом @ 
элементов из @/р полностью исчерпывают алгебру G/p,. 

Параллельно этой теореме в ряде работ приводятся 
условия, при которых для заданной системы конгруэн- 
ций р, алгебры С эта алгебра изоморфна полной (ди- 
скретной) прямой сумме фактор-алгебр G/o,. 

Отметим еще, что, так же как, например, для колев 
(см. H. Джекобсон [4]), в полной прямой сумме естест- 
венно определяется топология, играющая важную роль. 
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4. Свободные и приведенные свободные алгебры. Пусть 
Х — некоторое множество и ® — набор алгебраических 
операций. Точнее говоря, здесь речь идет о символах 
операций, так как эти операции пока нигде не опреде- 
лены. Индуктивно определяется понятие слова. Словом 
считается каждый элемент из Х и каждый символ нуль- 
арной операции. Если, далее, выражения W,, We, ..., W, 
уже определены как слова и © — символ п-арной опера- 
ции из ®, п>1, то формальное выражение W,W,...W,0 
также считается словом. Этим определена совокупность 
слов, которую обозначим через 


а—&(©, X). 


Множество С следующим образом можно рассматривать 
как алгебру относительно системы операций ®. Каждая 
нульарная операция из @ выделяет символ соответствую- 
щей нульарной операции. Если ® — п-арная операция из @ 
сп>1, то для любых п слов W,, ш.,..., ш, слово 
WW,...W,0 есть результат применения к указанным 
словам операции wo. Такая алгебра слов называется 
свободной или, точнее, абсолютно свободной алгеброй. 
Легко найти все автоморфизмы алгебры С (8, Х). 
Пусть с — некоторая подстановка на множестве X, 
и) — элемент в С и пусть в записи этого элемента участ- 
вуют следующие элементы из Х: 2, Xo, ..., L,. Заменяя 
в слове W все эти X соответственно элементами 2,5, х.з, ... 
., Жо, мы получим новое слово и это новое слово 
обозначим через ws. Легко видеть, что отображение 
и; > WS является автоморфизмом алгебры G. 
Пусть, с другой стороны, »-— автоморфизм алгебры 
С (8, Х). Учитывая тот факт, что отображение х должно 
сохранять строение слов, заключаем, что множество Х 
остается инвариантным относительно $. Поэтому авто- 
морфизму $ отвечает подстановка множества Х. Такое 
соответствие между элементами группы всех подстано- 
вок множества Х и элементами группы автоморфизмов 
алгебры G(2, Х) является, очевидно, изоморфизмом. 
Переходя к понятию приведенной свободной алгебры, 
уточним вначале определение тождественного соотноше- 
ния. Пусть Х и Q такие же, как и раньше, и пусть w, 
и №ш›— два слова. Пусть еще х, 1, ..., д, — все 
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элементы из Х, участвующие в записи слов W, иш,, 
и 0,, 0., ..., О) — символы нульарных операций из Q, 
встречающиеся в этих словах. Говорят, что в ®-алгебре 
G выполняется тождественное соотношение и, = ш., если 
указанное равенство имеет место в С при замене всех 
т, #=1,2, ..., Ё, любыми элементами из С и подста- 
новке вместо O,, 0,,..., 0, соответствующих выделенных 
элементов алгебры. 

Понятно, что тождественные соотношения можно 
рассматривать как самостоятельные объекты, не связы- 
вая их с определенной ®-алгеброй. 

Возьмем теперь некоторую систему Л тождественных 
соотношений, и пусть ® — класс всех ®-алгебр, в каждой 
из которых выполняются все соотношения системы Л. 
Каждый такой класс ® называется примитивным клас- 
сом алгебр. Несложная проверка показывает, что всякий 
примитивный класс алгебр замкнут относительно пол- 
ных прямых сумм, гомоморфизмов и операции взятия 
подалгебры в алгебре. Благодаря этим важным свойствам 
примитивные классы алгебр играют особую роль. С дру- 
гой стороны, согласно известной теореме Биркгофа [3] 
(см. также Добавление) всякий класс алгебр, замкнутый 
относительно указанных трех операций, является при- 
митивным классом. Гаким образом, примитивные классы — 
их называют еще многообразиями — имеют также хоро- 
шую инвариавтную характеристику. 

Сопоставим далее каждой системе A тождественных 
соотношений некоторую конгруэнцию _ алгебры слов 
С (®, Х). Обозначим вначале через новую систему 
соотношений, получаемую из Л следующим образом: 
если соотношение и, =, принадлежит A, то, заменяя 
в нем элементы из множества Х произвольными словами, 
мы получим соотношение ш, —=!ш., принадлежащее си- 
стеме А. Назовем еще преобразованием эквивалентности 
слов каждое преобразование следующего вида: если 
и— слово и ш — некоторое его подслово, такое, что 


в системе A имеется соотношение ww’, то, заменяя 
в слове ь часть ш словом Ш’, получим новое слово и’. 
Два слова v, и 0, называются эквивалентными, если OT 
одного из них можно перейти к другому, применяя ко- 
нечное число преобразований эквивалентности. 
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Нетрудно понять, что определенная так эквивалент- 
ность слов в действительности является конгруэнцией 
алгебры G(2, Х) и эта конгруэнция вполне характери- 
стична. Фактор-алгебра алгебры слов по такой кон- 
груэнции называется приведенной свободной алгеброй 
или еще свободной ‘алгеброй примитивного класса ®, опре- 
деляемого системой тождеств Л. Обозначим эту свобод- 
ную алгебру через G. Легко видеть, что С также принад- 
лежит классу ®, и, кроме того, имеет место следующее ха- 
рактерное здесь свойство: каждое отображение в : Х -> (' 
множества Х в алгебру С’, принадлежащую классу R, 
может быть продолжено до гомоморфизма в:@—>(.. 
Отсюда непосредственно получаем и следующую теорему: 

4.1. Всякая алгебра а примитивного класса ® является 
гомоморфным образом некоторой свободной алгебры этого 
класса. 

Пусть теперь Л — некоторая система тождественных 
соотношений, определяющая примитивный класс ®, 
и пусть а — алгебра. Через р (Л, G) обозначим конгруэн- 
цию в G, совпадающую с пересечением всех конгруэн- 
ций 9, для которых G/o есть алгебра из класса ®. Мы 
знаем, что G/p(A, С) также принадлежит классу ®. 
Конгруэнцию p(A, G) будем называть А-конгруэнцией 
в С или конгруэнцией, определяемой системой Л. Такая 
конгруэнция обобщает понятие вербальной подгруппы 
из теории групп. Простая проверка показывает, что 
если в, — гомоморфизм алгебры G, то имеет место фор- 
мула: р(Д, С") == (A, а}. 

Справедлива также следующая теорема: 

4.2. Всякая Л-конгруэнция алгебры С является вполне 
характеристической конгруэнцией. 

Пусть p(A, ЦС) =р — А-конгруэнция в С и с-- неко- 
торый эндоморфизм этой алгебры. Так как в G’/p ПГ G’ 
выполняются все соотношения из Л, то конгруэнция 
р (А, С”) принадлежит р П (°. Учитывая теперь, что 
о (А, С”) =р”, мы получаем требуемое утверждение. 

тметим далее, что в теории универсальных алгебр, 
так же каки в теории групп, важную роль играют 
свободные произведения и приведенные (в том или ином 
смысле) свободные произведения. По поводу общей теории 
таких операций см., в частности, статью Т. М. Бара- 
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нович [1], в которой продолжены теоретико-групповые 
исследования О. Н. Головина [1]. 

В заключение пункта еще заметим, что в работе 
И. И. Валуцуэ [1] изучаются полугруппы всех эндоморфиз- 
мов приведенных свободных алгебр. 


5. Коммутативные алгебры. Коммутант. Пусть wo, — 
п-арная и ©, — т-арная операции системы ®, п 21, т >21, 
и пусть (z,,), #=1,2,....т, ]=1,2,..., п, — ма- 
трица, составленная из элементов множества Х. Введем 
обозначения: 


и = ((LppLyqe + «Ly yQy) (Loy Lop + + + Log) «+ + (Хао «++ Linn) a» 
We ar (717 т Ling) (ть о ах 125) a 
О 
Соотношение и, —=ш, назовем соотношением перестано- 
вочности операций o, и ®.. Операции w, и wo, называются 
перестановочными на ®-алгебре G, если на этой алгебре 
тождественно выполняется соотношение перестановоч- 
ности для этих операций. Можно говорить также и 
о перестановочности двух операций, одна из которых 
нульарна. Если О — нульарная операция и wo — п-арная 


(п > 1), то перестановочность этих операций означает 
выполнимость условия: 00... 0% —=0. Перестановочность 
ВЕРНЕЕ 
п раз 
двух нульарных операций означает совпадение соответ- 
ствующих выделенных элементов алгебры. Алгебра а 
называется коммутативной, если любые две ее операции, 
в том числе и совпадающие, перестановочны на ней. 
Отсюда следует, в частности, что в коммутативной 
алгебре имеется не более чем один выделенный элемент, 
который будем называть ее нулем. Понятно, что класс 
всех коммутативных ®-алгебр является примитивным 
классом. Легко видеть, что в случае групп такое опре- 
деление приводит к абелевым группам *). Исходя из 


*) Операция © называется симметричной на заданной алгебре, 
если любая перестановка аргументов оставляет неизменным COOT- 
ветствующее значение. Для групп симметричность умножения и 
перестановочность еГо самого с собой оказываются равносиль- 
ными условиями. Можно указать и ряд других классов алгебр 
с подобной ситуацией. 
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‚ аналогии с группами, имеет смысл ввести также сле- 
’дующий специальный тип А-конгруэнции. 

| Пусть С — некоторая алгебра. Назовем коммутантом 
‘этой алгебры конгруэнцию p(G), совпадающую с пере- 
сечением всех конгруэнций из С, фактор-алгебры по 
которым коммутативны. Очевидно, что С/о (С) — комму- 
тативная алгебра. 


6. Квазиэндоморфизмы алгебр. ®-полугруппы. Обозначим 
через Я (С) =Н полугруппу всех преобразований основ- 
ного множества ®-алгебры С. Покажем, что на мно- 
жество Я естественно переносятся все операции системы 9. 
Пусть, например, » — п-арная операция из Qu g,, oo, ... 
Ф, принадлежат Н. Тогда 9,9,...9,0—9TO пре- 

образование, определяемое формулой: g(9,92-.-- 9,0) = 
= (2$) (#5)... (8$„)® при любом #64 

Если 0, 6 — нульарная операция, то в том же духе 
мы считаем, что она выделяет в Н преобразование е,„, 
переводящее каждый &ЕС в выделенный операцией 0, 
элемент в С. 
’ Таким образом, Н становится ®-алгеброй, и, кроме 
того, в Н имеется еще и умножение. Легко видеть, что 
это умножение обладает свойством левой дистрибутив- 
ности по отношению ко всем операциям системы ®: если 
« — п-арная операция из ® их, $., ..., ФЕН, то 


© (ф1фо ++. Pa) = (фФ1) ($5)... (PH,) © 


Нравая дистрибутивность, вообще говоря, не имеет 
места, но выполняется, очевидно, для преобразований ф, 
являющихся эндоморфизмами алгебры G. Для нульарной 
‘операции О, роль левой дистрибутивности играет всегда 
выполняющееся равенство Фе, =е,, ФЕН, а правая ди- 
стрибутивность равносильна условию: ФЕ 

Введем теперь следующее определение. 

Множество К называется ®-полугруппой, если на 
этом множестве определены все операции системы ® 
(К является ®-алгеброй) и еще умножение, относительно 
которого А является полугруппой (мультипликативной 
‹ полугруппой А), причем выполняется левая дистрибу- 
тивность для умножения относительно всех операций 
‚ системы ®. 
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Дистрибутивными элементами 8-полугруппы назы- 
ваются элементы, для которых выполняется не только 
левое, но еще и правое дистрибутивное правило. Сово- 
купность всех дистрибутивных элементов ®-полугруппы К 
является подполугруппой в мультипликативной полу- 
группе А. Эту подполугруппу обозначим через D(K). 
Легко доказывается следующее утверждение: 

6.1. Если Г, — некоторая подполугруппа в D(K), то 
подалгебра ®-алгебры К, порожденная элетентами из Г, 
замкнута и относительно умножения. 

Прежде всего заметим, что индукцией непосредственно 
доказывается, что в ®-полугруппе левая дистрибутив- 
ность выполняется не только для операций из ®, но и 
для всех производных операций — операций из ®. То же 
самое можно сказать и относительно правой дистрибу- 
тивности для элементов из О (К). Пусть теперь u и v— 
два элемента в {L}* и пусть для них найдены такие 


и, Uy, ..., и, СГ, 3,62 uv, v,, ..., 0, СГ, & 65, 
что U==U,U.... U,O, И V=vVW,...U,05. Тогда имеем: 
uv =U (0105... 0,8.) = (и0) (WV,) ... (и a i= 

== ((и.0,) (и52,) ... (и, V,) 6) (#105) (и 05) . - 


» (V9) By) + © + (10) (Wm) ++ + (Ир) By) Ges 


так что uv также элемент из {L\*, Так же легко раз- 
бирается случай, когда среди сомножителей имеются 
выделенные элементы. Этим доказано, что ®-подалгебра, 
порожденная элементами из Г, в действительности 
является даже ®-подполугруппой. 

В частности, @-подполугруппой в H является под- 
алгебра, порожденная всеми эндоморфизмами алгебры G. 
Элементы такой подалгебры будем называть квазиэндо- 
морфизмами алгебры С и совокупность всех квазиэндо- 
морфизмов обозначим здесь через Я’ (С). 

Приводимая ниже теорема является обобщением хо- 
рошо известного факта относительно эндоморфизмов 
абелевых групп. 

Э-полугруппа называется дистрибутивной, если 
каждый ее элемент является дистрибутивным элементом. 
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6.2. Если С — коммутативная ®-алгебра, то совокуп- 
ность всех эндоморфизмов этой алгебры является дистри- 
бутивной Э-полугруппой. 

Нам нужно только показать, что каждый элемент 
из Н’(@) является эндоморфизмом алгебры G. Для дока- 
зательства последнего факта достаточно установить, 
что совокупность всех эндоморфизмов замкнута относи- 
тельно операций из 

Пусть » — п-арная операция из 8 и $, $5, ..., $, — 
эндоморфизмы алгебры С. Покажем, что $1$.... 9,0 
также эндоморфизм. Допустим, что w’ — т-арная опера- 
ция в ®, и пусть а, a, ..., @, — элементы алгебры G. 
Используя перестановочность операций ® и о’ на ал- 
гебре С, получаем: 


аа. ... A,,0' (P19. ... 0,0) == 
== ((а а... a,,0') 9, (а1а5... A,,0') $»... 
... (4,45... а) Py) © = ((@1$1) (45$)... 
... (G91) © (41$) (@5$5) + + + (Gino) ®'... 
2+ + (@1$,) (а5$„) + + (Bin Pn) ©’) © == (4191) (4192) ... 
++ (41$) © (AyP1) (aha) . + + (@5$„) ® + + + (Gin P1) (Fn Pa) ... 
‚ (Ay Pn) ©) ©! = (а, (1 Pe + + + Put) (a (PiP2 +++ Pn®)) ... 
... (An ($195... Paw) в. 
Кроме того, если О — нулевой элемент алгебры G, то 


О ($195... Фо) = (041) (Op,) ... (0ф,) o= 00... Oo = 0. 


Все это означает, что $$... 9,0 — эндоморфизм. Оче- 
видно также, что и нулевой элемент в H'(G) является 
эндоморфизмом. 

В общем случае ®-полугруппа H'(G), конечно, не 
является дистрибутивной, и не каждый квазиэндомор- 
физм будет эндоморфизмом. В дальнейшем нам придется 
выделить класс @-полугрупп, которые подобно Н’(С@) 
обладают дистрибутивными 9-образующими. Наличие 
таких образующих является существенным облегчением 
при исследовании ®-полугрупп. Аналогично тому как 
это делалось в только что приведенных выкладках, 
можно доказать следующее утверждение: 
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6.3. Если 9-полугруппа К обладает дистрибутивными 
образующими и ®-алгебра К коммутативна, то К — ди- 
стрибутивная ®-полугруппа. 

См. по этому поводу еще работу Т. Эванса [1]. 

Легко видеть, что гомоморфный образ ®-полугруппы 
также является 9-полугруппой, причем дистрибутивные 
элементы при гомоморфизме переходят в дистрибутивные 
элементы. Докажем теперь следующее предложение: 

6.4. Если К — 9-полугруппа с дистрибутивными об- 
разующими, и р — конгруэнция Q-anze6 poi К, определяемая 
некоторой системой тождественных соотношений, то р 
является также конгруэнцией ®-полугруппы К. 

Hak мы знаем уже из 4.2, p является вполне ха- 
рактеристической конгруэнцией О-алгебры К. Если те- 
перь и — произвольный элемент в КА, то, в силу левой 
дистрибутивности, отображение х-> их, 2K, есть эн- 
доморфизм ®-алгебры К. Отсюда, используя полную 
характеристичность конгруэнции 0, заключаем, что ху 
влечет (их)р (пу). Аналогично для дистрибутивного эле- 
мента и получаем, что из хру следует (ти)о(уи). Так 
как К обладает дистрибутивными образующими, то по- 
следнее свойство выполняется и для всех UF 

Пусть теперь zpy и upv. Из предыдущих замечаний 
имеем (ux)p(uy) и (uy)p(vy). Отсюда (wx)p(vy), что и 
требовалось. 

Некоторые вопросы теории ®-полугрупп рассматри- 
ваются в работе Я. В. Хиона [1]. Здесь, в частности, 
исследуется вопрос о присоединении к ®-полугруппе 
единицы с сохранением тех или иных условий. Hak ока- 
залось, дело здесь обстоит далеко не просто. 

Рассмотрим далее случай, когда даны две ®-алгебры, 
А и В, и пусть H(A, В) — совокупность всех однознач- 
ных отображений множества A в множество В. Точно 
так же, как это делалось для H(G), все операции си- 
стемы 2 естественно переносятся в множество H (А, В). 


Так, если wo —П-арная операция из @ иф, $.,....Ф,— 
элементы из Н(А, В), то ФФ....Фю есть отображение, 
определяемое формулой: a(9,9,..-9,0)=(ag,).. .(ag,) o 


при всех aG@A. Таким образом, мы получим алгебру 
H(A, В). Непосредственно из определения следует, что 
при любом aGA отображение $ —> ap есть гомоморфизм 
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алгебры (A, В) в алгебру В. Пусть р, — конгруэнция 
такого гомоморфизма: фр.ф означает, что ах —= ay. Понятно, 
что пересечение всех р, а A, является нулевой кон- 
груэнцией ®-алгебры H(A, В). Отсюда и из теоремы 
3.1 о подпрямых суммах алгебр следует, что Э-алгебра 
H(A, В) принадлежит каждому примитивному классу 
алгебр, содержащему алгебру В. Аналогичное утвер- 
ждение применимо, в частности, и к Э9-алгебре Н (С). 

Непосредственно проверяется также следующее свой- 
ство: 

6.5. Если В — коммутативная алгебра, то совокуп-+ 
ность всех гомоморфизмов А в В составляет подалгебру 
в Н(А, В). 

Такую  подалгебру принято обозначать через 
Hom(A, В). : 


$2. МУЛЬТИОПЕРАТОРНЫЕ ГРУППЫ 


1. Определения. Как известно, в случае групп, колец*) 
и в ряде других случаев гомоморфизмы обладают за- 
мечательной особенностью: существуют ядра гомомор- 
физмов, позволяющие реализовать смежные классы со- 
ответствующих конгруэнций, как смежные классы по 
этим ядрам. Аналогичная ситуация имеет место для 
всех типов алгебр, объединяемых понятием группы с си- 
стемой мультиоператоров. Группы и кольца — это част- 
ные виды групп с мультиоператорами. Теория таких 
мультиоператорных групп развита Ф. Хиггинсом [1] и 
довольно подробно изложена в книге А. Г. Вуроша [4]. 

Приведем исходные понятия этой теории. 

Пусть а — алгебра относительно некоторой системы 
операций (мультиоператоров) ® и пусть еще на множе- 
стве G определена группа относительно некоторого, во- 
обще некоммутативного, сложения (аддитивная группа С). 
Это множество С вместе с групповыми операциями и 
системой операций @ называется группой с мультиопе- 
раторами (или мультиоператорной группой), если при 
любом «69 выполняется условие: 00...00—0. 


ке 


*) Кольца, как правило, не предполагаются ассоциативными. 


38 АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ [ГЛ. I 


Здесь О — нуль аддитивной группы С, и повторяется 
этот нуль п раз, если операция ® п-арная. 

Часто для того, чтобы специально отметить систему 

операторов ®, мультиоператорную группу называют 
Q-epynnot. Аддитивную группу ®-группы С обозначают 
также через G*. 
- Легко понять, каким образом группы и кольца вклю- 
чаются в общее определение мультиоператорных групп. 
Векторные пространства также являются ®-группами — 
система & состоит здесь из скалярных операторов основ- 
ного поля (или тела). Вообще же понятно, что ®-группы 
служат в известной степени обобщением колец в том 
отношении, что сложение не обязательно коммутативно 
и вместо одного умножения имеется много «умножений», 
роль которых играют операции из системы ®. Заметим 
еще здесь, что введенные в предыдущем параграфе 
9-полугруппы (мультиоператорные полугруппы) также 
можно рассматривать как обобщение колец. Только 
теперь уже при одном умножении имеется много «сло- 
жений». 

Из определения следует, что ®-группа является ал- 
геброй относительно множества операций ® и операций 
аддитивной группы, в том числе нульарной операции, 
выделяющей элемент нуль. Сам этот нуль составляет 
@-подгруппу. При этом понятно, что под ®-подгрупной 
следует понимать такое подмножество H CG, которое 
является подгруппой группы Gt и подалгеброй ал- 
гебры С. Легко видеть, что гомоморфный образ ®-группы 
также является ®-группой. 

Пусть дальше » — гомоморфное отображение ®-группы @ 
на ®-группу С’и пусть р — соответствующая конгруэн- 
ция. Пусть еще Я — полный прообраз в С ayia группы G't, 
Tak как 9 является одновременно гомоморфизмом аддитив- 
ных групп, то Я — нормальный делитель в Gt, и смеж- 
ными классами по Н исчерпываются все смежные классы 
конгруэнции р. 

Кроме того, Н обладает еще следующим свойством: 
для всякой п-арной операции «@ Qu для любых 7, 1.,... 

... ЕС, В, h, ...,h,@ H выполняется включение 


(x, + hy) (ty №)... .(2„--®,) оба... 26 НН. (1) 
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Всякий нормальный делитель Н аддитивной группы Gt, 
обладающий указанным свойством, называется идеалом 
О-группы. Взяв во включении (1) в качестве элементов 1; 
все нули, мы получим, что идеал всегда является ®-под- 
группой. Включение (1) показывает также, что смежные 
классы по каждому идеалу образуют конгруэнцию 
О-группы, и, таким образом, идеалы Э-группы являются 
ядрами гомоморфизмов. В связи с тем, что конгруэн- 
ции Э-групп находятся во взаимно однозначном соот- 
ветствии с идеалами, возникает возможность заменить 
обозначение ®-фактор-группы G/p обозначением G/H, где 
Н — отвечающий конгруэнции о идеал. 

Нетрудно видеть, что пересечение любого множества 
идеалов ®-группы снова является идеалом, причем имеет 
место следующее правило: если р, — набор конгруэнций 
мультиоператорной группы и Н, — отвечающие этим кон- 
груэнциям идеалы, то идеал, отвечающий пересечению 
всех P,, совпадает с пересечением всех H,. Композит 
идеалов является идеалом и совпадает с подгруппой 
аддитивной группы Gt, порожденной аддитивными груп- 
пами исходных идеалов. 

Легко также проверить, что композиту конгруэнций 
Э-группы отвечает композит соответствующих идеалов. 
Отсюда следует, что решетка всех конгруэнций ®-группы @ 
изоморфна решетке идеалов, и, следовательно, она может 
рассматриваться как подрешетка в решетке всех ®-под- 
групп из (. Приводившийся в предыдущем параграфе (m. 2) 
гомоморфизм группы (С) в группу всех автоморфизмов 
решетки ¥/(G) превращается сейчас в гомоморфизм 
группы %[(С() в группу всех автоморфизмов решетки 
идеалов ®-группы G. Ядром этого гомоморфизма служат 
автоморфизмы, оставляющие на месте каждый идеал 
из G. > 

Из предыдущих замечаний также следует, что все 
конгруэнции ®-группы попарно перестановочны. 


2. Почти кольца. Мультиоператорные почти кольца. 
В предыдущем параграфе для каждой 9-алгебры С была 
определена Э-полугруппа всех преобразований этой ал- 
гебры. Если С — группа, то такая ®-полугруппа называется 
почти кольцом. Почти кольца являются. частным: 
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случаем мультиоператорных групп, и с этой точки зрения 
рассмотрим сейчас простейшие их свойства. 

Итак, почти кольцом называется множество К с двумя 
алгебраическими операциями — сложением и умножением, 
относительно которых предполагается следующее: 

a) по сложению А — группа (аддитивная группа АТ), 
причем не обязательно коммутативная; 

6) относительно умножения А — полугруппа (мульти- 
пликативная полугруппа А’); 

в) умножение и сложение связаны левым дистрибу- 


тивным законом 
x(y+ 2) =ху-- 12. 


Вообще говоря, следовало бы требовать, чтобы ле- 
вая дистрибутивность выполнялась и относительно 
остальных двух операций аддитивной группы. Покажем, 
однако, что это условие вытекает из предыдущих. 
Пусть д и у-— произвольные элементы почти кольца К 
и О— нуль аддитивной группы. Покажем, что выпол- 
няются тождества: | 


т:0=0; zx(—y)=—zy. 


Действительно, х(О-Ру)—=х.0- ху=ху, откуда 
х.0=0. 
Далее, х(у— у) =О=ау--1(—у) и «(—y)=—2y. 
осмотрим теперь, как выглядит определение идеала 
в случае почти колец. Пусть Я — идеал почти кольца К. 
Это означает, что Н — нормальный делитель аддитив- 
ной группы, и так как в нашем случае система опера- 
ций Q состоит из одного умножения, остается добавить 


условие: 
(X) + hy) (ty №) 61.2, РН (1) 


при всех 2х, 1, ЕКА, h,,h,€ H. 
Применяя левый дистрибутивный закон, это включение 
можно переписать еще следующим образом: 


(2, + Ay) Ly (2, + hy) hg E 2,2, ЕН. (2) 


Рассматривая случай #, =0, мы заключаем отсюда, 
что необходимо, чтобы включение дй. ЕН выполнялось 
при любых т, ЕК и hGH, т. е. Н должно быть левым 
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идеалом (в смысле теории полугрупп) в мультиплика- 
тивной полугруппе К. Но теперь включение (2) оказы- 
вается эквивалентным следующему условию: 


—11, | (1, - 1) х,6Н (3) 


при любых z,, 5.6 К и ЛЕН. 

Из всего сказанного следует, что нормальный де- 
литель Н аддитивной группы At тогда и только тогда 
является идеалом, когда Н — левый идеал мультипли- 
кативной полугруппы А’ и выполняется условие (3). 

Почти кольцо А назовем здесь квазикольцом, если 

группа At порождается дистрибутивными элементами. 
Так же, как и выше, легко проверить, что при опреде- 
лении дистрибутивного элемента х достаточно требовать 
дистрибутивности по отношению к сложению, — отсюда 
уже следует, что при любом у будут верны равенства 
(—y)x=—yx и 0х=0. 
‹ Покажем, что нормальный делитель H аддитивной 
группы квазикольца А в том и только в том случае 
является идеалом в А, когда Н является двусторонним 
идеалом мультипликативной полугруппы А’. 

Пусть Я — идеал квазикольца К. Тогда, применяя 
включение (3) для случая, когда х, — дистрибутивный 
элемент, мы получим hz,G@H. Пусть теперь x — произ- 
вольный элемент из К. Этот X можно представить в виде 


1 — Уех,, где ед, = +2, и все элементы х; дистрибу- 
$ 
тивны. Для любого ВЕН получаем Ах = УЖейх, ЕН, 
$ : 


т.е. Н — правый идеал в K’. Тот факт, что Н — левый 
идеал, был установлен раньше. 


Допустим теперь, что Н является двусторонним иде- 
алом мультипликативной полугруппы А’. Нужно по- 
казать, что выполняется условие (3). 


Пусть х, = > ey,, где все у; — дистрибутивные эле- 
менты. Имеем: | 
HL, + (1, +h) , = 
= — а, + > 5 (a, Ну; = —2,2_-+ > ; (ту; + Ay;). 
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‚ Так как Н — нормальный делитель аддитивной группы 
и все Ay, принадлежат H, то можно записать: 


—2,2,-+ (x, + h) r= 
= —2,%_ > x ety; l= — я, ра, ЕЙ. 


Здесь h’'G@H, и следовательно, требуемое условие вы- 
полняется. 

Отметим, что согласно общей теореме 1.6.3, отно- 
сящейся к З-полугруппам, всякое квазикольцо с ком- 
мутативной аддитивной группой является кольцом. 

После предыдущих рассмотрений естественно напра- 
шивается следующее обобщение. 

Пусть С — некоторая ®-группа и Н — полугруппа 
всех преобразований множества С. Нам уже известно, 
что как аддитивные операции группы С*, так и все 
мультиоператоры системы ® непосредственно переносятся 
на множество Н. При этом нулем в Я оказывается преоб- 
разование из Н, переводящее каждый элемент ®-группы G 
в ее нуль. Из общих соображений следует, что таким 
образом Н становится также ®-группой. Теперь мы 
имеем в Н следующие три системы операций: 

а) операции аддитивной группы, 

6) операции системы Q, 

в) умножение. 

Разбирая различные комбинации из этих систем, мы 
получаем следующую картину. Относительно а) и в) Н яв- 
ляется почти кольцом, а относительно а) и 6), как уже 
отмечалось, Н — 9-группа. Отсюда уже следует, что 
Н является мультиоператорной группой относительно 
аддитивных операций а) и системы мультиоператоров, 
состоящей из 6) и в). Кроме того, H — мультиоператор- 
ная полугруппа относительно умножения в) и системы 
мультиоператоров, состоящей из a) и 6). 

ы подошли к следующему определению. 

Всякое множество А, на котором заданы системы 
операций a), 6) и в), обладающие перечисленными свой- 
ствами, будем называть мультиоператорным (Q-) почти 
кольцом. | 

Назовем, далее, ®-квазикольцом такое ®-почти кольцо, 
в котором соответствующая ®-группа порождается ди- 
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стрибутивными элементами. Понятно, что здесь имеется 
в виду дистрибутивность (умножения) относительно опе- 
раций типа а) и 6). Наконец, Э-кольцо — это такое 
О-почти кольцо К, что по отношению к сложению и 
умножению А — кольцо, ®-группа А абелева (см. п. 4) 
и умножение дистрибутивно относительно всех операций 
этой ®-группы. Простейшим и важным примером таких 
О-колец служат ассоциативные линейные алгебры. 

Легко видеть, что идеал ®-почти кольца К есть та- 
кое подмножество в К, которое является идеалом почти 
кольца А и одновременно идеалом ®-группы К. 


3. Нормальные ряды и системы. Понятия нормальной 
системы, инвариантной системы, возрастающих и убы- 
вающих нормальных рядов играют важную роль не 
только в абстрактной теории групп, или в общем слу- 
чае ®-групп; они являются основными и при рассмот- 
рении представлений групп автоморфизмами &-rpynn. 
Эти понятия, как известно, в общем виде были выде- 
лены в теории групп в обзорной статье А. Г. Нуроша 
и С. Н. Черникова [1]. Соответствующие понятия для 
Э-групп отличаются OT теоретико-групповых понятий 
лишь тем, что во всех случаях, где речь идет о нор- 
мальных делителях, нужно говорить об идеалах. 

Напомним определения. 

Пусть в Q-rpynne С задана система ®-подгрупп [А], 
к которой принадлежат нулевая подгруппа 0 = А, и 
сама группа G=A,, и пусть эта система упорядочена 
по отношению к теоретико-множественному включению. 
Система [A,] называется полной, если для любой ее под- 
системы пересечение и объединение всех членов этой 
подсистемы также принадлежат системе [A,]. Скачком 
в системе [A] называется такая пара ее членов — 060- 
значим их через А, и A,,,,-—4TO между ними нет дру- 
гих членов этой системы. Если система [A,] является 
полной, то каждый элемент g из С определяет скачок: 
А, (=) — объединение всех членов системы, не содержа- 
щих & и А, (2) — пересечение всех членов, содержа- 
щих 2. Известно, что каждую упорядоченную по вклю- 


чению систему ®-подгрупп мультиоператорной группы 
можно Пополнить. 
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Полная система [A,] называется нормальной, если 
для каждого ее скачка A,,A,,, @Я-подгрупна А, яв- 
ляется идеалом в А... Если же все А, — идеалы BG, 
то система называется инвариантной. @-группы A,,,/A,, 
связанные с нормальной системой [A,], называются фак- 
торами этой системы. 

Нормальная система [А.| называется уплотнением 
нормальной системы [A,], если [A,] есть подсистема B[A’ |. 
Если нормальная система не допускает нетривиальных 
уплотнений, то она называется композиционной. Всякая 
Q-rpynna обладает композиционными системами, причем 
каждая нормальная система такой группы содержится 
в некоторой композиционной системе. Один из распро- 
страненных способов классификации ®-групп основан на 
свойствах имеющихся в данной ®-группе композицион- 
ных и других нормальных систем. 

Так, например, система [A,] называется сильно раз- 
решимой (разрешимые системы будут определены позд- 
нее), если каждый ее фактор является коммутативной 
алгеброй. ®-группа называется абсолютно простой, если 
в ней нет нетривиальных нормальных систем. Простая 
Ф-группа, т. е. Э-группа без нетривиальных идеалов, 
может не быть абсолютно простой. 

Нормальная система называется возрастающим (со- 
ответственно убывающим) нормальным рядом, если эта 
система вполне упорядочена по возрастанию (соответ- 
ственно по убыванию). ®-группа называется строго про- 
стой, если в ней нет нетривиальных возрастающих нор- 
мальных рядов. 

В недавней работе [6] Ф. Холл показал, что суще- 
ствуют простые группы, не являющиеся даже строго 
простыми. 

Пример простой, но не строго простой группы по- 
строен также в работе Е. М. Левича [1]. Вместе с тем 
в другой работе Е. М. Левича [3] показано также, что 
в случаях ассоциативных и лиевых колец понятия про- 
стоты и строгой простоты совпадают. 

Две нормальные системы называются изоморфными, 
если между их факторами можно установить взаимно 
однозначное соответствие, причем такое, чтобы сопо- 
ставляемые факторы оказывались изоморфными ®-груп- 
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пами. Классическая теорема Жордана—Гельдера спра- 
ведлива и для З8-групп: если в @-группе имеются два 
конечных нормальных ряда с простыми факторами, то та- 
кие ряды изоморфны. Аналогом этой теоремы для бес- 
конечных рядов служит следующая хорошо известная 
теорема А. Г. Вуроша [2]: 

3.1. Если в Q-epynne G заданы два возрастающих 
нормальных ряда со строго простыми факторами, то 
такие ряды изоморфны. 

Доказательства для мультиоператорных групп — та- 
кие же, как и для групп без операторов, и основаны 
они все на той же лемме Цасенхауза. Эта лемма, а также 
теорема об изоморфизмах остаются справедливыми для 
произвольных ®-групп. 

В дальнейшем для одного специального класса ®-групп 
будет приведен аналог теоремы А. Г. Hypoma, относя- 
щийся к рядам с простыми факторами (см. 5.3.3). 


4, Абелевость, нильпотентность, разрешимость. В слу- 
чае ®-групп с нетривиальной системой мультиоперато- 
ров мы будем различать понятия «абелевость» и «ком- 
мутативность». @-группа называется коммутативной, 
если она коммутативна как алгебра, т. e. если: 1) ад- 
дитивная группа Gt коммутативна, 2) все операции си- 
стемы ® перестановочны с аддитивными операциями 
(тут достаточно требовать перестановочности со сложе- 
нием) и 3) ®-алгебра С коммутативна. 
Мультиоператорная группа, в которой выполняются 
лишь первые два условия, называется абелевой &-rpynnon. 
связи со сказанным приходится различать два 
типа коммутантов. Коммутантом ®-группы С называется 
пересечение всех идеалов из G, которым соответствуют 
абелевы ®-фактор-группы. Если С’— такой коммутант, 
то Q-rpynna G/G’ также абелева. 
сли в приведенном определении исходить не из абеле- 
BOCTH, а из коммутативности, то тем самым будет опреде- 
лен сильный коммутант. Сильный коммутант ®-группы G 
соответствует, очевидно, коммутанту в смысле преды- 
дущего параграфа для С, рассматриваемой как алгебра. 
‘ейчас мы приведем еще одно, внутреннее, опреде- 
ление коммутанта. 
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Пусть А и В— две Э9-подгруппы мультиоператорной 
группы G. Назовем взаимным коммутантом [А, В] этих 
двух подгрупп пересечение идеалов из {A, В}, содержа- 
щих все коммутаторы [а, 6] = —а— БВ Ра-Р6, аВА, 
РЕБ, и все элементы вида 


[@,, а.,..., @ 6, 6... 0,; ©] = —a,a,...a,0 — 

— b,b,...b,0 + (a, + 6)) (а.-Р6.)... (a, +6,) ©, 
где ®«--п-арная операция из ®, а, dy, ..., a,@A и 
b,, b,,..., 6,@B. Нетрудно проверить, что при этом вы- 


полняется равенство [A, В] —=[В, 4]. 

Из определения взаимного коммутанта непосред- 
ственно следует, что если Н — идеал в С с абелевой 
о-фактор-группой G/H, то взаимный коммутант [G, G] 
содержится в Н. С другой стороны, G/[G, Ц] есть, оче- 
видно, также абелева ®-группа. Поэтому взаимный ком- 
мутант [G, G] совпадает с коммутантом ®-группы С. 

Понятие взаимного коммутанта имеет еще следующее 
значение. ®-подгруппа Н ®-группы С тогда и только 
тогда является идеалом в С, когда взаимный комму- 
tant [Н, С] принадлежит Н. 

Из этого замечания следует, в частйости, что в абе- 
левой ®-группе всякая Э-подгруппа является идеалом. 

Теперь нам осталось определить следующие понятия. 

Нормальная система [A,] ®-группы С называется 
разрешимой, если все ее факторы являются абелевыми 
З-группами. Система [A,] называется центральной си- 
стемой, если для любого ее скачка A,, A,,, выполняется 
[А.., <] С A, Отправляясь от этих понятий, мы при- 
ходим к различным классам ®-групп разрешимого и 
нильпотентного типа. 

При этом разрешимые и нильпотентные ®-группы — 
это ®-группы, обладающие соответственно конечным 
разрешимым, или центральным рядом. 


5. Прямые разложения. Полная приводимость. Понятие 
полной прямой суммы алгебр применимо, в частности, 
и к группам. Однако для мультиоператорных групп 
имеется еще возможность, так же как и в случае групп, 
говорить о прямых разложениях. Прямое разложение 
ч-группы С — это такое прямое разложение аддитивной 
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группы Gt, в котором все компоненты разложения явля- 
ются идеалами. 

Пусть дальше [G,], «СГ, — некоторый набор ®-групп 
и пусть @— их полная прямая сумма. С также является 
о-группой. Рассмотрим в С элементы, у которых компо- 
нента с индексом a пробегает всю группу G,, а все 
остальные компоненты — нули. Множество таких элемен- 
тов — обозначим его Я,— является в С идеалом, изо- 
морфным ®-группе G,. Обозначим через G’ ®-подгруппу 

в С, порожденную всеми такими С’. С’ называется (дис- 
но прямой суммой ®-групп а. Таким образом, 
в случае конечного числа слагаемых полная прямая 
сумма и дискретная прямая сумма — это одно и то же. 
В общем случае группа С’ раскладывается в прямую 
сумму своих идеалов С’. Это означает, что операции 
прямого суммирования и прямого разложения можно 
рассматривать как взаимно обратные операции. 

В теорию мультиоператорных групп переносятся мно- 
гие теоремы 06 изоморфизмах прямых разложений. Мы 
не будем здесь формулировать такие теоремы; отметим 
лишь, что вопрос об изоморфизмах прямых разложений 
имеет также прямое отношение к нашей теме. 

Нриведем сейчас некоторые факты о вполне приво- 
димых @-группах. ®-группа С называется вполне приво- 
димой, если для каждого ее идеала А существует такой 
дополнительный идеал В, что вся группа С является 
прямой суммой А и ВБ. 

Докажем следующую лемму: 

5.1. Всякий идеал вполне приводимой ®-группы также 
вполне приводим. 

Отметим вначале такое свойство: если @ = А-В — 
прямое разложение ®-группы С и С — идеал в A, то С 
также идеал в С. Нужно лишь показать, что для любой 


п-арной операции wGQ и любых с, ¢, ...,¢,EGC u gi, 
Zoo ..., £,CG будет: 
[С Oy. Seg и Boe ok 6: OPEC. 
ый g, имеет вид g,==a, ce a,G@A, 6,E8, 
i=1,2,..., п. Hpome того, из определения прямого раз- 


ложения непосредственно следует, что 


(4, + by) (dy 6). . (а, + B,) © = аа». . ао + ЫБ,. . .6,0 
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Дальше имеем: 


C1, Cor -- бт Bis Bor ooo Ви ®] == —@ 6). - .¢,0 — 


— 8182 + Bn -Г (с, > 81) Car 82) + + (Cn 8,) O= 
— —C Cy. -C,0 — A,,.. .4,0 — 616... .b,0 + 
(<, а, (с, а»)... (с„-На,) © Oy by. . Во = 
Bs [Ca ay vew aay ба: ЕС, 


откуда и следует, что С — идеал BG. 

Пусть теперь G — вполне приводимая ®-группа, 4 — ее 
идеал и С — идеал в А. Тогда С — идеал в С и, следо- 
вательно, обладает в С дополнительным идеалом D. 
Используя тот факт, что структура всех идеалов 
Э-группы дедекиндова (она является подструктурой 
структуры нормальных делителей аддитивной группы G*), 
получаем А —= (С -2)ПА=С-+ (РПА). Лемма доказана. 

3 этой леммы вытекает также, что гомоморфный 
образ вполне приводимой ®-группы также вполне при- 
водим. Действительно, согласно теореме об изоморфизмах 
всякий гомоморфный образ вполне приводимой Э8-группы 
изоморфен некоторому идеалу этой группы, который 
согласно лемме вполне приводим. 

А теперь докажем теорему (cp., например, Н. Дже- 
кобсон [4]): 

5.2. 2-epynna G тогда и только тогда вполне приво- 
дима, когда эта группа является прямой суммой простых 
Q-epynn. 

Пусть С — вполне приводимая ®-группа. Докажем, 
что в ней имеются простые идеалы (т. е. идеалы, являю- 
щиеся простыми ®-группами). Если G— простая ®-группа, 
то утверждение тривиально. Допустим, что в С имеется 
собственный идеал А, и пусть а — элемент из G, не при- 
надлежащий А. Согласно лемме Цорна, в С найдется 
некоторый идеал 4’, максимальный относительно свой- 
ства: содержать А и не содержать элемент а. Пусть 
В — дополнение к A’ BG. Покажем, что В—- простой 
идеал. Пусть это не так. Тогда, будучи вполне приво- 
димой ®-группой, В распадается в нетривиальную пря- 
мую сумму идеалов всей ®-группы G: В = В, -- B,. Теперь, 
используя максимальность A’, получаем а (А’- В.) П 
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П(А'- ВБ.) = А’. Противоречие, следовательно, в С име- 
ются простые идеалы. 

Напомним дальше, что цоколем ®-группы С называется 
идеал в С, порожденный всеми минимальными идеалами 
из а. Jlerko видеть, что цоколь раскладывается в прямую 
сумму минимальных идеалов из G. 

Пусть теперь С’ — цоколь вполне приводимой ®-группы 
С и пусть этот цоколь не совпадает с G. Тогда обозна- 
чим через Н дополнение к G’ p С. Н— также вполне 
приводимая Q-rpynna и обладает, следовательно, про- 
стыми идеалами. Такие идеалы являются также идеа- 
лами в С и поэтому должны принадлежать С’. Полу- 
ченное противоречие показывает, что С’ = С, а это, оче- 
видно, означает, что G является прямой суммой простых 
Q-rpynn. 

Докажем обратное утверждение. 

Пусть С — прямая сумма простых ®-групп и пусть 
А — идеал в G. Пусть еще В — идеал в С, максимальный 
относительно свойства: АПВ —=0, и пусть (’= А-В. 
Если допустить, что G'-AG, то в G найдется такой про- 
стой идеал С, что С не принадлежит С’. В силу про- 
стоты С, а’ПС =0, так что сумма G’-++ С — прямая, и, 
следовательно, АГ] (В -- С) =0. Это противоречит макси- 
мальности идеала В. Таким образом, G’=G и идеал A 
обладает дополнением. 


Из этой теоремы следует утверждение: 
5.3. Прямая сумма любого множества вполне приводи- 
мых Q-epynn также является вполне приводимой ®-группой. 


Действительно, такая прямая сумма вместе со своими 
слагаемыми представима в виде прямой суммы простых 
9-групп. 

Пусть задано некоторое разложение вполне приво- 
димой @-группы С в прямую сумму простых идеалов: 
G=DH,, «El. 

Разобьем множество всех прямых слагаемых Ha He- 
ое классы попарно изоморфных, и пусть 

С, ВЕГ,, — прямые суммы слагаемых из одного класса. 
Тогда G= > G,. Покажем, что все эти G,— они назы- 
ваются Оно рОбн Жи компонентами —- не Вет от спо- 
соба разложения С в прямую сумму простых слагаемых. 
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Пусть, например, G21. ТЕЛ’, где все H, изо- 
морфны. Покажем, что простой идеал из G тогда и только 
тогда принадлежит Gs, когда он изоморфен этим Н.. 

Пусть А простой. идеал в а. Легко видеть, что 
в исходном разложении найдется конечное число сла- 
гаемых, сумма которых содержит А. Обозначим эту 
сумму через С’, и пусть Ga = G'N Gg. Ясно, что С’ 
является прямой суммой этих Gz.  ПопустИы теперь, что 
идеал А изоморфен компонентам разложения группы С’, 
и допустим, что ACG. Это означает, что С’ можно 
так двумя способами разложить в прямую сумму простых 
Q-rpynn, что в этих разложениях будет различное число 
слагаемых, изоморфных простым группам H., ТЕГ’. По- 
следнее противоречит, например, теореме "Жордана— 
Гельдера. Следовательно, в этом случае А содержится 
BGs. 

Tyo: обратно, идеал А содержится в Gz. Мы можем 
допустить, что А содержится в Св. Так Kak А является 
членом некоторого прямого разложения Gg в прямую 
сумму простых слагаемых, то снова по теореме Жор- 
дана—Гельдера (или по теореме Шмидта) идеал A изо- 
морфен всем Н., ТЕГ. 

Отсюда и следует указанная инвариантность однород- 
ных компонент. 

Из сказанного нетрудно вывести теорему о том, что 
любые два разложения ®-группы в прямую сумму про- 
стых слагаемых изоморфны. 

Доказательство этой теоремы мы опускаем и рас- 
смотрим случай, когда вполне приводимая -rpynna 
обладает единственным разложением в прямую сумму 
простых слагаемых. 

Идеал Z Э-группы С называется центральным идеа- 
лом, если [Z, С] ==0. Сумма всех центральных идеалов 
произвольной ®-группы Также является центральным 
идеалом и называется центром этой ®-группы (Ф. Хиг- 
гинс [1]). Мультиоператорная группа называется группой 
без центра, если ее центр совпадает с нулевой под- 
группой. 

Покажем, что если а — вполне приводимая Q-rpynna, 
то каждый абелев идеал из С является центральным 
идеалом. 
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Пусть А — абелев идеал в G. Мы уже видели, что 
из того, что А — прямое слагаемое в С, следует, что 
[А, GJ—[A, A]. Но так как А— абелев идеал, то 
[А, 4]=0. Следовательно, и [А, G]—0. 

Теперь докажем теорему: 

5.4. Если G— вполне приводимая ®-группа без центра, 
то G имеет единственное разложение в прямую сумму 
простых слагаемых. 

Пусть 


а=УН,, а@Г, 


есть одно из разложений G в прямую сумму простых 
слагаемых и пусть А — некоторый простой идеал в 
G. Для доказательства единственности разложения 
достаточно показать, что А совпадает с одним из Н.. 
Если это He так, то всегда АПН, =0. Отсюда следует, 
что для всех слагаемых будет [A, H,]—=90. Мы пока- 
жем, что отсюда следует, что А — центральный идеал. 

Очевидно, что в указанном разложении ®-группы G 
можно так выбросить одно слагаемое, например Ну, что 
сумма остальных слагаемых не содержит А. Эту послед- 
нюю сумму обозначим через В. Ясно, что АР В= (С. 
Пусть дальше ® — п-арная операция из ®, а, а.,...а,ЕА, 
b,, 6., ..., 6,EB uc, с.,..., ¢,@H, Так как А, Ви 
Н,-— идеалы и суммы А-В и H,-+ ВБ — прямые, мы 
получим: 


(Ay + by + с) (а + By + с»)... (yf On -Е с) © = 

—a-t b,b,. . 6,0 + сс. 2 °C, 0 — 

— 4,d,...a,0 + b,b,...6,0 +e; aGA, cE Ay. 
Отсюда 

A+ C,Cy..-C,W = аа... .a,0 +. 
Это возможно лишь при условии 


а — а. 45...а,®, С — С1С5...С®. 
Таким образом, 


(a, +b, +e) (agt by +6). « (dy +b, с,) о = 


= A,,.. .a,0 + b,b,...6,0 + сс... С. 
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Теперь имеем: 
[ayy а»... аз Вс» Dy Cay ..., Og Cys Ф] = 
— —A,,.. .a,0 — (b, -Рс,) (b,c). « «(By fe e,) © - 
-- yy. + + Ay + (By Е с) (By + с)... (6, Cy) в = 


что и означает, что [A, G] = 

По условию, в С нет центральных идеалов, и, сле- 
довательно, предположение о том, что А не совпадает 
ни с одним #7,, ведет к противоречию. 

Если @ — кольцо (не обязательно ассоциативное), то 
его идеал Н тогда и только тогда является центральным 
идеалом, когда при любых hE A и g€G выполняется 
равенство йх — ой —=0. Из доказанной сейчас теоремы 
вытекает известное утверждение о том, что если кольцо G 
представимо в виде прямой суммы простых идеалов 
с ненулевым умножением, то такое разложение должно 
быть единственным. 

В заключение этого пункта приведем еще следующую 
теорему: 

5.5. Пусть @ — произвольная Q-epynna и H,, а ЕГ, — 
некоторое семейство идеалов в С, пересечение которых 
обозначим через Н. Тогда ®-группа G/H изоморфна под- 
прямой сумме всех С|Н.. | 

Эта теорема непосредственно вытекает из аналогич- 
ной теоремы, относящейся к произвольным универсаль- 
ным алгебрам, и из замечаний по поводу связей между 
конгруэнциями и идеалами ®-групп. 


6. Радикалы в мультиоператорных группах. Здесь будут 
приведены некоторые понятия, относящиеся к общей 
теории радикалов в &-rpynnax (см. С. Амицур [1, 2], 
А. Г. Курош [5], Б. И. Плоткин [3]). В дальнейшем эти 
понятия используются в основном для групп. Мы при- 
водим их здесь, во-первых, потому, что радикалы играют 
важную роль в теории строения ®-групп, а во-вторых, 
они являются характеристическими ®-подгруппами и, 
следовательно, представляют интерес с точки зрения 
автоморфизмов. 

Везде в этом пункте система операций ® предпола- 
гается фиксированной, так что все рассматриваемые 
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здесь мультиоператорные группы являются однотипными. 
Пусть R и 9 — некоторые абстрактные классы ®-групп, 
содержащие нулевую 9-группу. Назовем С\-радикалом 
З-группы С, принадлежащей классу R, такой ее \-идеал 
(идеал, принадлежащий классу OQ), который содержит 
все другие С\-идеалы из а. Если такой С\-радикал суще- 
ствует в G, то он обозначается через СХ (Ц). 

Класс 5 называется радикальным классом (относи- 
тельно класса ®), если в любой ®-группе из класса Я 
имеется б\-радикал. Я®-группа G называется \-полупро- 
стой, если в ней нет нетривиальных (отличных от нуля) 
Х-идеалов. Радикал © (С) называется строгим радикалом, 
или радикалом в смысле А. Г. KHypoma, если G/R(G)— 
К-полупростая группа. Наконец, радикальный класс 
называется строго радикальным классом, если во всякой 
Q-rpynne из R \-радикал N(G) является строгим ради- 
калом. 

Дальше мы допустим, что класс ® замкнут относи- 
тельно гомоморфизмов и класс С является радикальным 
классом. Определим верхний \-радикальный ряд произ- 
вольной 9-группы G, принадлежащей классу ®. 

Таким рядом является ряд: 


0= RG CREC...CR,@CRun@C..., 
где 9%, (6) =% (@), Rus GIR, (G)=R(GIR,(@), и на 


предельных местах стоят объединения предыдущих членов. 

Понятно, что верхний С\-радикальный ряд обладает 
таким первым членом NK, (G), что все последующие члены 
этого ряда совпадают с KR, (G). Идеал NR, (G) называется 
верхним N-paduKasom s 2-rpynins а. В силу этих определе- 
ний, ®-группа G/N, (G) является °\-полупростой группой. 
Ясно также, что R@= R,(G) в TOM и только в том 
случае, когда Sk (а) — строгий радикал. 

Верхний С\-радикал Я-группы С будем обозначать 
через 5% (Ц). 

Непосредственно из определений следует, что как 
\-радикал, так и все члены верхнего \-радикального 
ряда в С являются характеристическими 8-подгруппами. 

Здесь нам придется еще сделать следующее замеча- 
ние. Дело в том, что в теории мультиоператорных групп 
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идеал А Я®-группы С принято называть характеристиче- 
ским идеалом, если выполняется следующее условие: 
всякий раз, когда С содержится в качестве идеала 
з некоторой большей 2-rpynne G’, А является также 
идеалом и в С’. Поэтому идеал, являющийся характе- 
ристической ®-подгруппой, вообще говоря, может не 
быть характеристическим идеалом. Одно из главных 
удобств групп без операторов в том и состоит, что 
в них характеристическая подгруппа автоматически 
оказывается нормальным делителем, и, следовательно, 
для групп оба эти понятия характеристичности совпадают. 
С другой стороны, важный в теории лиевых алгебр ра- 
дикал — локально нильпотентный радикал —в случае 
полей простой характеристики не является характери- 
стическим идеалом, и это ведет к большим осложнениям. 
Как обстоит дело с этим радикалом в случае нулевой 
характеристики, пока неизвестно. 

Обозначим теперь через YN класс всех ®-групп, совпа- 
дающих со своим верхним С\-радикалом. Этот класс NR 
может не быть радикальным классом даже при условии, 
что © — радикальный класс. Это объясняется тем, что 
Х-радикал ®-группы не обязательно является характе- 
ристическим идеалом. В тех хороших случаях, когда эта 
характеристичность имеет место, класс MN оказывается pa- 
дикальным и даже строго радикальным классом (см. по 
этому поводу $ 5.2). 

тметим дальше следующие два простых предло- 
жения: 

6.1. Класс RN, замкнутый относительно перехода 
к идеалам, в том и только в том случае является ради- 
кальным классом, когда во всякой З-группе С класса ® 
объединение возрастающей последовательности С\-идеалов 
есть снова “К-идеал и сумма двух З\-идеалов из а также 
СХ-идеал. 

6.2. Если радикальный класс RN замкнут относительно 
гомоморфизмов, то верхний радикал СЖ (@) совпадает 
с пересечением таких идеалов Н из а, для которых G/H — 
\-полупростая ®-группа. 

Приведем доказательство второго предложения. 

Пусть Н — такой идеал в С, что G/H — полупро- 
стая @-группа. Достаточно показать, что %(@) СН. 


$ 2] МУЛЬТИОПЕРАТОРНЫЕ ГРУППЫ 55 


Если это не так, то в верхнем -радикальном ряде 
®-группы С среди членов, не принадлежащих идеалу H, 
найдется первый член 5%, (б). При этом В не является 
предельным числом и существует 5%, (С). Так как 
Roi(G)CH, то Q-rpynna KR, (6)-- H/H является гомо- 
морфным образом @-группы 5%, (G)/R,,(G). Учитывая, 
что последняя является \-®-груипой, заключаем, что 
в С/Н имеется нетривиальный С\-идеал. Это противоре- 
чит С\-полупростоте G/H, и потому (<) СН. 

Наряду с радикалами в ®-группах имеет смысл рас- 
сматривать еще двойственные радикалы (корадикалы). 

/ Пусть Я и 9 — снова некоторые абстрактные классы 
О-групп, содержащие нулевую Q-rpynny. Идеал A 
-группы С назовем ©\*-идеалом, или ко-\-идеалом, если 
G/A принадлежит классу QR. Если в С имеется такой 
С\*-идеал, который содержится во всяком другом 
С\*-идеале из G, то такой идеал называется С\-коради- 
калом и обозначается через N*(G). Класс RN называется 
двойственно радикальным классом относительно класса R, 
если в любой ®-группе из ® определен С\-корадикал. 
Примером такого корадикала может служить коммутант 
Э-группы. И вообще легко понять, что всякий прими- 
тивный класс СХ является всегда двойственно радикаль- 
ным классом. 

При этом, если примитивный класс © определяется 
системой тождеств A, то идеал Э-груипы G, отвечающий 
А-конгруэнции в смысле п. 1.4, это и есть Q-Kopa- 
дикал. 

Определим теперь еще один конкретный корадикал 
(Алберта [1]; см. также Ф. Хиггинс [1] и Г. Биркгоф [1]. 

Вначале приведем следующее вспомогательное утвер- 
ждение: 

6.3. Если ®-фактор-геруппы G/A и G/B 9®-группы G 
по идеалам А и В вполне приводимы, то и G/ANB— 
вполне приводимая ®-группа. 

Пусть A+ B=C. Так как G/A вполне приводима, 
то найдется такой идеал D, что G/A распадается в пря- 
мую сумму: G/A=C/A-+ D/A. При этом D+C=—Gu 
РПС=А. Отсюда следует, что ®-группа G/ANB пред- 
ставима в виде прямой суммы: | 


G|IAQB= D/A) B+B/ANB. 
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Остается заметить, что оба слагаемых здесь вполне 
приводимы. Это вытекает из следующих изоморфизмов: 


В/АПВ=А- BIA=CA. 


Пусть теперь ® — некоторый класс ®-групп, удовлет- 
воряющих условию минимальности для идеалов, и 
СК — класс вполне приводимых Э®-групи. 

При этих условиях справедлива теорема: 

6.4. Класс RX является двойственно радикальным клас- 
сом относительно R, причем для любой 9-группы G 
класса R Э-фактор-группа G/R* (С) распадается в прямую 
сумму конечного числа простых ®-групп. 

Действительно, пусть Н — пересечение всех ко-б\- 
идеалов из (@. Ввиду условия минимальности Н есть 
пересечение лишь конечного числа ко-Ж-идеалов. По 
предыдущему предложению, Н также ко--идеал, а это 
и означает, что H=R*(G). Э8-фактор-группа G/N* (4) 
является прямой суммой простых ®-групп. Число таких 
слагаемых должно быть конечным за счет условия ми- 
нимальности. , 

Пусть теперь A (G)/N* (G) — центр в G/R*(G). Тогда 
легко видеть, что G/A(G) распадается в прямую сумму 
простых неабелевых идеалов и А (С) содержится в ка- 
ждом идеале из G, фактор-группа по которому обладает 
таким же разложением. Этот идеал А (С) и называется 
корадикалом Алберта. Согласно предыдущему в С/А (G) 
имеется единственное разложение в прямую сумму про- 
стых идеалов. 

В общем случае, отправляясь от корадикалов, есте- 
ственно рассматривать убывающие ряды таких коради- 
калов и соответственно нижние корадикалы. Понятно, 
что все члены таких убывающих рядов являются харак- 
теристическими ®-подгруппами. 

Идея корадикала представляет особый интерес еще 
в связи с тем обстоятельством, что, в силу теоремы 6.2, 
для каждого строго радикального класса N, замкнутого 
относительно гомоморфизмов, свойство @-группы быть 
\-полупростой определяет корадикал, и этот корадикал 
совпадает с радикалом OX. 
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Различные конкретные радикалы и корадикалы в оп- 
ределенных классах ®-групп находят многочисленные 
применения. Что касается аксиоматики радикалов и 
радикальных классов, то она подвергалась наиболее 
систематическому исследованию в серии работ А. Г. Ву- 
роша, открывшего эту область, и в работах его уче- 
НИКОВ. 

Отметим еще, что в теории радикала полезна также 
точка зрения теоретико-групповых функций. Речь идет 
о функциях (функторах) f, сопоставляющих каждой 
Q-rpynne С (вообще из класса ®) некоторый ее идеал 
f(G), причем должно выполняться следующее условие 
абстрактности: }(С?) =] (4) для каждого изоморфизма 
o между диС?. Если QR — некоторый абстрактный класс 
Q-rpynn, то ему, естественно, отвечают следующие две 
функции: OQ’ и ©\*. Первая из них сопоставляет каждой 
Э-группе G сумму всех ее С-идеалов NX’ (@), a вторая — 
пересечение ©\* (С) всех ко--идеалов. Если MN — ради- 
кальный класс, то QR’ (G) =X (G) — соответствующий 
радикал. В дальнейшем мы иногда будем писать © (С) 
вместо С\’(С() и в тех случаях, когда класс © не яв- 
ляется радикальным классом. Ясно также, что если 
NX — двойственно радикальный класс, то N* (@) — опре- 
деленный выше С\-корадикал. 

В свою очередь, каждой функции f также естественно 
сопоставляются два класса Q-rpynn. Через ] обозна- 
чается класс @-rpynn G, для которых выполняется 
7 (4) =, и f* обозначает класс 9-групп, удовлетво- 
ряющих условию f(G)=O0. Легко видеть, что всегда 
ХС <" и RCR**, аесли СК — радикальный класс, то 
=. и если N— двойственно радикальный класс, TO 

т. 

Условия радикальности и двойственной радикаль- 
ности могут быть переведены также на язык функций. 
Нетрудно заметить, что если KR — двойственно радикаль- 
ный класс, замкнутый относительно гомоморфизмов, 
то при любом гомоморфизме х ®-группы G выполняется 
R* (С?) = R*(G)’. С другой стороны, легко также пока- 
зать, что для каждой функции f с отмеченной инва- 
риантностью относительно гомоморфизмов COOTRETCT- 
вующий класс }* является двойственно радикальным, 
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замкнут относительно гомоморфизмов и еще выполняется 
равенство f= }**. 

Довольно просто проверяется также, что если функ- 
ция f удовлетворяет условию: } (Я) =} (@&)ПН при любом 
идеале Н З-группы G, то класс 7} является радикальным 
классом, замкнут относительно взятия идеалов и выпол- 
няется /—=}’. Вместе с тем хорошо известно, что, на- 
пример, для групп без операторов, если QN — радикальный 
класс, замкнутый относительно взятия нормальных де- 
лителей, то всегда С (Н) =“ (@)ПН. Соответствующие 
оговорки здесь приходится делать, так как в этом 
соотношении играет роль характеристичность подходящих 
идеалов. 

Систематическому рассмотрению такого функциональ- 


ного подхода посвящена, в частности, недавняя работа 
Р. Бера [18]. 
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1. Определения. Понятие модели является обобщением 
понятия универсальной алгебры и охватывает многие 
важные классы математических структур. В современной 
теории моделей алгебраические методы тесно перепле- 
таются с методами математической логики, оказавшейся 
здесь хорошим средством для получения конкретных 
математических результатов. Впервые на такое приме- 
нение математической логики указал А. И. Мальцев, 
получивший ряд фундаментальных результатов в теории 
моделей. Систематическому изложению основ этой теории 
посвящены важные работы А. Тарского [1] и книга 
А. Робинсона [1]; обзору исследований по теории моделей 
посвящены статьи А. Мостовского [1] иА. И. Мальцева [18]. 

Здесь мы ограничимся изложением некоторых, необ- 
ходимых для дальнейшего, исходных понятий теории 
моделей и приведем доказательство локальной теоремы 
Гёделя — Мальцева. 

Пусть С — некоторое множество иР (21, 1.5, ..., т.) — 
функция п переменных, определенная на этом множестве 
и принимающая лишь два значения — Й (истина) или 
Л (ложь). которые обозначаются также через 1 и 0 
соответственно. Такая функция называется п-местным 


$ 3] МОДЕЛИ. ОБЩИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ 99 


предикатом, или, что то же самое, п-местным (п-арным) 
отношением. Если при этом для некоторого набора 
а, @,.... a, @С выполняется равенство Р (а, 4а.,..., а,)=Й, 
то говорят, что указанный набор находится в отноше- 
нии Р. Можно говорить также и о нульместных предика- 
тах: нульместные предикаты — это просто высказывания. 
Примерами предикатов служат отношения эквивалент- 
ности, порядка ит. д. Всякую алгебраическую операцию 
на множестве G также можно рассматривать как предикат. 
Делается это следующим образом. 

Пусть ® — п-арная операция, определенная на MHO- 
жестве С. Этой операции сопоставляется (n+ 1)-мест- 
ный предикат Р, (5, 1. ..., Ly, Ха) по правилу: 
Py (а, а, +++) Gy Anti) == HA, тогда и только тогда, когда 
аа. аа. 

Множество С вместе с некоторым набором Ф пре- 
дикатов, определенных на этом множестве, называется 
моделью. Из только что сказанного относительно алге- 
браических операций следует, что всякую алгебру можно 
рассматривать как модель. Вообще же понятия алгебры 
и модели объединяются также в следующем общем 
определении алгебраической системы. 

Алгеб раической системой называется множество G, 
на котором определены система алгебраических операций ® 
и некоторая система предикатов $. 

Примерами алгебраических систем, не являющихся 
алгебрами, могут служить упорядоченные группы и вообще 
упорядоченные алгебры. 

Хотя и общие алгебраические системы можно рас- 
сматривать как частный случай моделей, тем не менее 
делать так не всегда удобно. Причина этого неудобства 
состоит в определениях подмоделей, подсистем и гомо- 
морфизмов моделей и алгебраических систем. 

Пусть @ — некоторая алгебраическая система с основ- 
ным множеством С, основными операциями ® и системой 
основных предикатов Ф и пусть Н — подмножество в С. 
Понятно, что все предикаты системы Ф определены и на Я. 
Что касается алгебраических операций, то их можно 
считать определенными на НЯ лишь в том случае, когда 
множество H замкнуто относительно всех этих операций. 
Итак, подсистемой алгебраической системы является 
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всякое ее подмножество Н, замкнутое относительно 
операций из 2. Если, в частности, 2 пусто, т. е. G— мо- 
дель, то всякое подмножество из G является подмоделью. 
Это означает также, что если алгебраическую систему С 
рассматривать как модель, заменив все операции из ® 
соответствующими предикатами, то не всякая подмо- 
дель из С будет подсистемой алгебраической системы С. 

Пусть дальше, кроме G, заданы еще одна, однотип- 
ная с С (т. е. с теми же Pu 2) алгебраическая система С’ 
и однозначное отображение х системы С на С’. Говорят, 
что это отображение $ сохраняет п-местный предикат 
PED, если раз из P(a,, a, ..., а) =ЙИ, 
а, A, ..., @,ЕС, вытекает P(a,9, 4,9, ..., 4,9) =H. 
Отображение 9 называется гомоморфизмом G на G’, если ¢ 
перестановочно со всеми операциями из 2 и сохраняет 
все предикаты из Ф. 

Определим теперь естественные гомоморфизмы алге- 
браической системы С, связанные с некоторыми экви- 
валентностями, заданными на множестве G. Пусть р— 
произвольная эквивалентность на С. Покажем, что все 
предикаты из ЧФ естественно переносятся на фактор- 
множество G/p. 

Возьмем п-местный предикат PEP, и пусть 
X,, Xo, .... Х„- набор из п смежных классов экви- 
валентности р. Положим Р (X,, Xo, ..., X,)=H в том 
и только в том случае, когда в каждом Х ‚, &=1, 2, п, 
можно так выбрать по представителю х,, что будет 
P (z,, т.,..., х,) =И. Операции системы 2 переносятся 
на G/p уже не всегда, а лишь при условии, что р является 
конгруэнцией по отношению ко всем операциям этой 
системы. Для такой конгруэнции р мы получаем фактор- 
систему G/p, причем легко видеть, что естественное 
отображение: 1— [x], является гомоморфизмом алгебраи- 
ческой системы G на фактор-систему G/p. 

В частноети, если а — модель, то всякая эквивалент- 
ность на основном множестве этой модели определяет 
гомоморфизм модели. 

Из сказанного следует, что если алгебраическую 
систему С рассматривать как модель, то не каждый 
гомоморфизм такой модели будет одновременно и гомо- 
морфизмом алгебраической системы G. 
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В теории общих алгебраических систем возникает 
необходимость рассматривать также понятие сильного 
гомоморфизма. Гомоморфизм х системы С называется 


сильным, если всякий раз из истинности P (41$, а,ф, ..., а,$), 
а, A, ..., @6а, PEP, вытекает существование таких 
b,, b, .... БЕС, что bo—a,yp, t=1, 2, ..., n, и 
P (b,, 6.,..., 6,) =И. Таким образом, акцент «сильный» 


адресуется только предикатам; для алгебраических 
операций соответствующее условие выполняется авто- 
матически, и гомоморфизмы алгебр всегда являются 
сильными. Все естественные гомоморфизмы алгебраиче- 
ских систем на фактор-системы являются, очевидно, 
сильными гомоморфизмами. 

Взаимно однозначный сильный гомоморфизм назы- 
вается изоморфизмом. На сильные гомоморфизмы алге- 
браических систем непосредственно обобщается основная 
теорема о гомоморфизмах алгебр. 

Так же как и для алгебр, понятие изоморфизма 
алгебраических систем позволяет говорить об абстракт- 
ных свойствах таких систем и абстрактных классах. 

По аналогии с мультиоператорными группами можно 
определить еще следующее понятие. Если на группе G 
определены система предикатов J) и система операций Q 
такие, что относительно системы 2 группа С является 
Э-группой, то такую группу назовем Ф,®-группой. 
Гомоморфизмы Ф, 9-групп должны сохранять групповую 
операцию и поэтому обладают ядрами. Такими ядрами 
служат идеалы соответствующей ®-группы. 

Сделаем теперь следующее замечание по поводу 
определения гомоморфизма. Пусть С и С’ -— две однотип- 
ные алгебраические системы и х — отображение G на С’. 
Допустим далее, что o—n-apHaA операция, входящая 
в число основных операций этих систем. Легко видеть, 
что отображение х в том и только в том случае сохра- 
няет эту операцию, когда х сохраняет отвечающий этой 
операции предикат. Отсюда следует, что если аи CG’ 
рассматривать как модели, то всякий гомоморфизм этих 
моделей (G на G’) является также гомоморфизмом исход- 
ных алгебраических систем, и наоборот. 

Обычным путем определяются эндоморфизмы и силь- 
ные эндоморфизмы алгебраических систем, а также 
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автоморфизмы этих систем. В силу только что сказанного, 
если алгебраическую систему рассматривать как модель, 
то это не отразится на ее эндоморфизмах и автомор- 
физмах —они останутся теми же, что были для алге- 
браической системы. Совокупность всех эндоморфизмов 
данной алгебраической системы является, очевидно, 
полугруппой, — обозначим ее через © (С), — а сильные 
эндоморфизмы составляют в этой полугрупие подполу- 
группу. Множество всех автоморфизмов алгебраической 
системы образует группу. Hak и для алгебр, будем ee 
обозначать через QL (G) (Aut (G)). 

Заметим теперь, что значение понятия автоморфизма 
алгебраической системы, как и вообще математической 
структуры, состоит, в частности, в том, что оно позволяет 
уточнить смысл одинаковости поведения двух элементов 
системы. Два элемента а и b алгебраической системы С 
называются подобными (симметричными), если существует 
автоморфизм системы, переводящий один из этих элементов 
в другой. Подобные элементы одинаково ведут себя 
в данной алгебраической системе. Элемент а называется 
индивидуальным элементом, если он совпадает со всеми 
подобными ему. Другими словами, никакой другой элемент 
системы С не ведет себя в С так же, как а. 

Аналогично тому, как это делается для одного 
элемента, можно говорить и о подобии (симметричности) 
двух множеств элементов, подобии двух подсистем. При 
этом характеристические подсистемы — это подсистемы, 
подобные только себе. 

С другой стороны, симметрии заданного подмножества 
ХС — это автоморфизмы алгебраической системы С, 
отображающие Х Ha себя. Эти симметрии образуют 
группу — подгруппу в группе всех автоморфизмов. 

Как уже отмечалось, свойства автоморфизмов алге- 
браической системы во многом определяют абстрактные 
свойства самой системы. Соответствующие примеры будут 
приведены в дальнейшем. С точки зрения общей теории 
алгебраических систем представляет интерес исследова- 
ние природы систем без автоморфизмов или с малым 
числом автоморфизмов (группа всех автоморфизмов 
конечна). Различные конкретные примеры таких систем 
хорошо известны, С другой стороны, как показывает 
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теорема Мостовского — Эренфойхта из следующей главы, 
язык узкого исчисления предикатов для исследования 
логической природы таких систем, в общем, оказывается 
недостаточным. 

Отметим еще, что всюду под группой автоморфизмов 
алгебраической системы С мы будем понимать произволь- 
ную подгруппу из Aut (G). 


2. Язык узкого исчисления предикатов. Вся остальная 
часть этого параграфа в основном будет посвящена 
моделям. В теории моделей важную роль играет язык 
узкого исчисления предикатов (сокращенно УИЦП). 
Формулами этого языка задаются многие важные классы 
моделей. Известно, что учет логических средств, 
с помощью которых задаются различные классы моделей, 
составляет одну из наиболее интересных задач общей 
теории моделей. Класс моделей называется элементарно 
аксиоматизируемым, если он может быть задан некоторым 
набором формул языка УЙП. Сейчас мы опишем этот 
язык. 

Узкое исчисление предикатов использует следующие 
символы: 

1) Символы объектов, или предметные символы, кото- 
рые будут обозначаться через а, b, с, ..., а также 
этими же буквами с индексами. Запас этих символов 
определяется конкретной ситуацией, и их может быть 
любое фиксированное (в том числе и трансфинитное) 
число. При содержательном истолковании языка эти 
символы призваны обозначать элементы основного 
множества модели. 

2) Символы переменных (короче, переменные) — 
L,Y, 2, ... И эти же буквы с индексами. Предполагается, 
что этих символов счетное множество. При интерпретации 
эти переменные имеют своей областью значений основное 
множество модели. 

3) Символы отношений, или предикатные символы, 
Р, О, В, ...и они же с индексами. В содержательном 
истолковании значениями этих символов являются OCHOB- 
ные предикаты моделей. Поэтому предполагается, что 
каждому предикатному символу отвечает определен- 
ное и, являющееся «арностью» этого символа. Среди 
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символов отношений могут быть и нульарные, которые 
призваны обозначать высказывания. О запасе символов 
отношений можно сказать то же, что и о запасе пред- 
метных символов. 

4) Логические символы: — — отрицание, & — конъюнк- 
ция, \/ — дизъюнкция, -> — импликация, У — квантор 
всеобщности, Я — квантор существования. 

Кроме указанных символов, используются еще раз- 
личные вспомогательные символы: скобки, запятые ит. д. 

В случае, когда задан определенный набор предмет- 
ных и предикатных символов, говорят, что задан опре- 
деленный язык УИП, и этот язык обозначается некоторой 
буквой, например L. 

С помощью перечисленных символов строятся формулы 
УИП, которые определяются индуктивно по следующим 
правилам: 

а) Нульарный символ отношения и символ предиката 
с подставленными в соответствующем количестве сим- 
волами объектов или переменных являются формулами. 
Так, например, выражение вида P(r, у, ..., a, 6, ..., 2) 
есть формула. Такие формулы называются простыми или 
еще атомными. 

Если в формулу %[ входит переменная х и одно- 
временно с ней встречается выражение Чх или Ух, 
то X называется связанной переменной в QL. Если x входит 
в $ без знаков кванторов, то такая переменная назы- 
вается свободной. 

6) Если Ql (x) есть формула, в которую х входит как 
свободная переменная, то (Hz) Ql (x) и (Vz) QL (zx) также 
формулы. 

в) Если YU, и 9%[,— формулы, причем одна и та же 
предметная переменная не встречается свободной в одной 
из них и связанной в другой, то и выражения QI, \/ VL, 
3 & 9 и 91 —> W, являются формулами. 

г) Если, %[ — формула, то и —%[ также формула. 

Применяя указанные правила, мы получаем все воз- 
можные формулы УИП. 

Нужно только заметить, что для построения сложных 
формул из простых используются скобки, причем имеются 
правила, позволяющие в некоторых случаях эти скобки 
опускать. Подчеркнем еще, что из определения формулы 
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следует, что если переменная x входит в формулу AL, 
то во всех вхождениях BQ эта переменная одновременно 
или свободна, или везде является связанной. 

Формула называется замкнутой, если в ней нет 
свободных переменных. 

Формулы узкого исчисления предикатов приобретают 
содержательное истолкование при рассмотрении их связей 
с моделями. Такие связи устанавливаются по хорошо 
известным правилам математической логики. Напомним 
эти правила. 

Пусть СЁ — определенный язык УИЙП, в котором 
записываются все рассматриваемые нами формулы, и пусть 
С — некоторая модель с множеством основных предика- 
тов Ф. Мы скажем, что язык L задан на модели G, если 
указано некоторое однозначное отображение (обозначим 
его здесь через *), относящее: а) каждому нульарному 
предикатному символу языка L определенное, зависящее 
от С значение истинности (Й или Л); 6) каждому 
не нульарному предикатному символу определенный 
предикат такой же «арности» из SD; в) каждому пред- 
метному символу из L некоторый элемент основного мно- 
жества модели. Такое отображение * будем еще называть 
содержательным истолкованием языка Г, на модели G. Под- 
черкнем, что это отображение является однозначным, но 
не обязательно взаимно однозначным. 

Если теперь язык С задан на модели G, то каждая 
простая формула этого языка может рассматриваться 
как некоторый предикат на С. Действительно, если, 


например, P (zx, y, ..., а, 6, ..., 8) такая формула 
ud, е, ..., в — элементы из G, то считаем, что значение 
истинности для Р (4, е, ..., а, 6, ..., 8) совпадает 
со значением истинности Р* (4, е, ..., а*, b*, ..., 8). 


Сказанное означает, что иногда можно просто отожде- 
ствить предикатные символы из С с предикатами из Ф 
и предметные символы с некоторыми элементами модели. 
Нужно только учитывать, что при таком отождествлении 
может произойти склеивание символов. 

Дальше действуют следующие правила. Пусть фор- 
мулы QL, (т, т, ...т,) и We (та, Жо, ++» Ly), где м, 
Lo, +++, Л, И Я, Хо, +++, T,—BCe свободные перемен- 
ные соответственно в QW, и YW, (эти множества перемен- 
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ных могут и пересекаться), уже определены как преди- 
каты на множестве G. Допустим еще, что Q—2W (zx, 
т, +++, 2,) обозначает одну из формул AL, \/ AL, 9 & AL, 
или Ql,—> 95, и пусть а, 4.,..., Ans pays +++) а, — неко- 
торые значения перечисленных переменных в С. Тогда 
значение истинности для высказывания $1 (а, 4.,..., As 
а41, +++, @,) определяется по обычным правилам исчисле- 
ния высказываний. Например, если %[ есть 9 — 9, то 
31 (а, а», ..., а,)=Й тогда и только тогда, когда 
Ay (@ьн»..., A, == A или YW, (Ay, Ay, .. ., @) Е (Apgsay + + За) 
= Л. Аналогично ~Q (a,, а.,..., @,) =Й в том и только 
в том случае, когда Q(a,, a, ..., а,) =A. 

Кванторы существования и всеобщности сопостав- 
ляют п-местному предикату 51 (5, To,...,2%,) (п — 1)-мест- 
ные предикаты: 


Е ea eg: eel 
и 
CD ис 


n 


определяемые следующими правилами. Для набора 
а, @5,.... zy, @дь..., @, выполняется (Ух,;) QW (а, а.,... 
... а), @дл, «++, @,) =H тогда и только тогда, когда 
1 (а:, Ay, -.., а, A, Azz, ..., @,) = И, при всех элемен- 
тах а, ЕС, и (Чх,) За, а», ..., а, Хлад,..., а,) =H 
в том и только в том случае, когда в С имеется такой 
элемент @а,, что %[ (а, а., ..., а, а, а, ... @,) = Й. 
Указанные правила позволяют каждую формулу вида 
ЕЕ: а а РР) 
в которую входят а, а.,... а, U P,, Py, ..., P,,, при- 
надлежащие заданному на модели G языку L, рассма- 
тривать как предикат на этой модели. Такие предикаты 
называют формульными. Если при этом формула Al oKa- 
жется замкнутой, то ей отвечает определенное высказы- 
вание о модели в целом. В том случае, когда такое вы- 
сказывание оказывается истинным, говорят, что фор- 
мула Q{ выполняется на модели С. | 
° Пусть, далее, 9) = [91] — набор замкнутых формул 
(конечный или бесконечный) в языке УЙП. Если все эти 
формулы заданы и выполняются на некоторой модели С, 
то про такую модель говорят, что она служит моделью. 
набора формул Wt. Система формул 9% называется co- 
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вместной, если она обладает хотя бы одной моделью. 
Наряду с таким содержательным определением совмест- 
ности набора формул имеется и другое, эквивалентное 
ему, внутреннее (без перехода к моделям) определение 
совместности. Это определение использует дедуктивные 
свойства языка УИП. Оно нам не понадобится, и поэтому 
мы его не приводим. Всякий совместный набор формул Wt 
определяет некоторый класс моделей — класс всех мо- 
делей данного набора формул 9%. Легко понять, что 
такие аксиоматизируемые классы моделей замкнуты от- 
носительно изоморфизмов, т. е. являются абстрактными 
классами. С другой стороны, аксиоматизируемые классы 
не обязательно замкнуты относительно гомоморфизмов. 
Условию замкнутости класса относительно гомоморфиз- 
мов посвящена теорема Линдона [1]. 

Заметим далее, что язык УЙП допускает естествен- 
ное расширение за счет добавления некоторого набора ® 
символов алгебраических операций. При таком расши- 
рении в формулы на местах символов переменных и пред- 
метных символов могут входить еще, как нетрудно по- 
нять, и слова (термы) — элементы абсолютно свободной 
Э-алгебры, построенной над множеством предметных 
символов и символов переменных. Легко видеть, каким 
образом следует определить понятие модели системы 
формул с символами операций: на этот раз моделью 
служит алгебраическая система в том смысле, как она 
была выше определена. 

В заключение пункта приведем еще полезное поня- 
тие формульного элемента данной модели. Пусть а — не- 
которая модель относительно совокупности основных 
предикатных символов Ф, и & — элемент в G. Этот эле- 
мент называется формульным, если существует такой 
формульный одноместный предикат Q(x), составленный 
из предикатов, входящих в ФФ, что элемент g и только 
он удовлетворяет этому предикату. Очевидно, что вся- 
кий формульный элемент является индивидуальным эле- 
ментом модели. 


3. Прямые произведения моделей. Ультрапроизведе- 
ния. Понятие полной прямой суммы алгебр непосред- 
ственно обобщается на произвольные алгебраические 


68 АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ ГЛ. 1 


системы. Сейчас только, следуя сложившейся здесь тра- 
диции, вместо термина «сумма» мы будем употреблять 
«произведение». 

Пусть задан некоторый набор G,, «СГ, однотипных 
алгебраических систем. Через С обозначим декартово 
произведение всех множеств G,, т. е. совокупность всех 
функций — последовательностей (a,), а, ЕС.. Если теперь 
Р — п-местный предикат, входящий в число основных 


предикатов, и (dz), (а), ..., (а) — п элементов в СЦ, то 
полагаем Р ((а1), (az), ..., (а")) =Й в том и только в том 
случае, когда при всех «СГ выполняется: 

В (бо бе ЕЙ 


Таким образом все основные предикаты перено- 
сятся на С. Hak переносятся на С операции, мы уже 
знаем. При этом только следует отметить, что если 
« — некоторая п-арная операция из числа основных опе- 
раций и Р, — отвечающий ей (n+ 1)-местный предикат, 
то определение © на С вполне согласуется с определе- 
нием предиката Р,. Итак, декартово произведение G 
становится алгебраической системой, однотипной со 
всеми G,. Эта система называется полным прямым про- 
изведением систем G, по всем @@J. В силу сделанного 
только что замечания, при определении полного прямого 
произведения алгебраических систем достаточно огра- 
ничиваться случаем моделей. 

Теперь мы перейдем к определению ультрапроизведе- 
ний и приведенных произведений моделей, обобщающих 
полные прямые произведения. 

Идея приведенных произведений и ультрапроизведе- 
ний алгебраических систем зародилась уже давно. 
В самое последнее время эти конструкции приобретают 
большое значение в общей теории моделей. Опираясь на 
ультрапроизведения, многие глубокие теоремы удается 
доказывать едиными методами. По-видимому, эти опе- 
рации окажутся полезными и в теориях классических 
алгебраических систем. 

В определении приведенных произведений и ультра- 
произведений существенную роль играют соответственно 
понятия фильтра и ультрафильтра. Напомним содержа- 
ние этих понятий (см. Н. Бурбаки [1]). 
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Фильтром на множестве [ называется такое множе- 
ство D подмножеств из [, что: 

1) всякое подмножество из J, содержащее некоторое 
подмножество семейства D, также принадлежит D; 

2) пересечение любого конечного числа множеств 
из D также принадлежит 2; 

3) пустое подмножество не принадлежит Д. 

Фильтр D называется ультрафильтром, если для 
любого подмножества Х СГ либо само это X, либо его 
дополнение Х принадлежит D. 

Напомним еще, что некоторая система D подмножеств 
из [ называется центрированной, если пересечение лю- 
бой конечной части этой системы не пусто. Всякая 
центрированная система подмножеств порождает неко- 
торый фильтр. Действительно, пусть ДР — центрирован- 
ная система подмножеств множества J и пусть 0’ — 
система всех подмножеств из [, являющихся пересече- 
ниями всевозможных конечных частей из О. Обозначим 
через D” систему всех подмножеств из J, содержащих 
некоторые подмножества из 1’. Очевидно, что D" — 
фильтр на множестве Г. В частности, если А — произ- 
вольное непустое подмножество в Г, то совокупность 
всех подмножеств Х, удовлетворяющих условию АСХ, 
составляет фильтр. Такой фильтр называется главным 
фильтром, порожденным множеством А. Легко видеть, 
что главный фильтр тогда и только тогда является 
ультрафильтром, когда порождающее множество А со- 
стоит из одного элемента множества J. Если J — ko- 
нечное множество, то все фильтры Ha J являются глав- 
ными фильтрами. 

Приведем другие примеры. Если J — бесконечное мно- 
жество, то дополнения всех конечных подмножеств из 
I составляют фильтр, который, очевидно, не является 
ультрафильтром. Пусть дальше J — некоторое линейно 
упорядоченное множество. Для каждого «Е через I (а) 
обозначим совокупность всех 2 6 Г, удовлетворяющих нера- 
венству а < x. Система всех подмножеств J (a) центриро- 
вана, и, следовательно, она порождает некоторый фильтр. 

Докажем теперь следующее предложение: 

3.1. Каждый фильтр на произвольном множестве I 
может быть дополнен до ультрафильтра. 
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Условимся говорить, что фильтр 2’ больше фильтра D, 
если DCD’. Фильтр D называется максимальным, если 
он не содержится ни в каком большем. Покажем, что 
максимальные фильтры и только они являются ультра- 
фильтрами. Пусть ОР — максимальный фильтр и Х — не 
принадлежащее D подмножество в Г. Если допустить, 
что Х имеет непустое пересечение с каждым Y €D, 
то Х и все эти У составляют центрированную систему. 
В таком случае существует фильтр, содержащий Хи 
все У. Это противоречит максимальности О. Таким об- 
разом, найдется такое У, что пересечение ХПУ пусто. 
Но тогда УСХ и ХЕРД. Доказано, что D— ультра- 
фильтр. 

Пусть теперь 2 — ультрафильтр, и допустим, что он 
содержится в некотором фильтре D’, и пусть X ED’. 
Включение Х@Д невозможно, так как в О’ было бы 
пустым пересечение Х и X, так что XED и D=D’. 
Следовательно, D— максимальный фильтр. | 

Нам остается заметить, что каждый фильтр содер- 
жится в некотором максимальном. Это непосредственно 
следует из леммы Цорна, так как объединение возра- 
стающей последовательности фильтров также, очевидно, 
является фильтром. 

Допустим теперь, что заданы некоторое множество IL 
и фильтр D на этом множестве, и пусть еще каждому «6/1 
сопоставлена модель G, из некоторого класса R одно- 
типных моделей. Пусть, далее, G=IIG, обозначает де- 
картово произведение всех основных множеств С.. 

а этом декартовом произведении мы определим сейчас 
отношение эквивалентности p,. Два элемента (а,) и (6,) 


называются сравнимыми по модулю р,, (а,) р» (6,), если 


совокупность всех индексов а, для котарых имеет место 
а, =6,, принадлежит фильтру О. Такое отношение дей- 
ствительно является эквивалентностью, и мы приходим 
к фактор-множеству G/p,, которое обозначим через G. 


Элементы из G будем обозначать через (a,). Пусть, да- 
лее, Р — некоторый п-местный предикат из числа основ- 
ных предикатов заданного класса. Определим этот пре- 
дикат на С следующим образом. Если (az), (az), ..., (а) — 
последовательность m элементов из G, то полагаем 
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P ((a}), (a2), ..., (a%)) =И в TOM и только в TOM случае, 
когда совокупность индексов a, для которых P (ал, а2,... 
..., 41) =Й, принадлежит фильтру 2. Легко проверить, 
что такое определение не зависит от выбора представи- 
телей в смежных классах, и, таким образом, G стано- 
вится моделью, однотипной со всеми С,. Так определен- 
ная модель С называется приведенным (относительно 
фильтра D) произведением семейства моделей G,, а ЕГ. 
Легко понять, что если фильтр D является главным, 
порожденным подмножеством A, то соответствующее 
приведенное произведение изоморфно полному прямому 
произведению моделей G, по всем «ЕСА. В том случае, 
когда фильтр D является ультрафильтром, соответствую- 
щее приведенное произведение называется ультрапроиз- 
ведением. 


Понятие ультрапроизведения играет большую роль 
благодаря теореме, которую мы сейчас намерены при- 
вести. Пусть (5, 2, ..., 2,) — некоторая формула 
УИП, записанная через основные предикаты заданного 
класса R, со свободными переменными Z,, х., ..., L_. 
Пусть еще (a3), (а), ..., (41) — последовательность п эле- 
ментов из ультрапроизведения G. Эту последовательность 
обозначим одной буквой @, и пусть 9[(@) обозначает 
результат подстановки в формулу вместо переменных Z, 


соответствующих (a3). Справедлива следующая теорема 
(см., например, С. Кочин [1] или A. Д. Тайманов [1]: 

3.2. Высказывание %1(@) тогда и только тогда истинно 
на ультрапроизведении G, когда совокупность индексов «a, 
для которых Ql (ak, ах, ..., а) =Й, принадлежит р. 

Доказательство этой теоремы проводится индукцией 
по длине формулы Ql. Для простой `(атомной) формулы 
утверждение содержится в самом определении ультра- 
произведения. Допустим дальше, что теорема верна для 
формул QW, и 9, и докажем ее для формул 91 &9%, — 91, 
(Hz) QW, (1). Так как остальные логические операции вы- 
ражаются через перечисленные, то этого будет доста- 
ТОЧНО. 


Условимся дальше употреблять следующее обозна- 


чение: если некоторая формула %[ выполняется на MO- 
дели G, то этот факт обозначим через GE= YU. Обозначим 
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еще через G@, последовательность ai, a2, ..., а, и пусть 
Х, = {а 69, (4,)}, i= 1, 2; Х = {а 6, =A, (а) & A, а). 
Здесь мы употребили обычный способ обозначения мно- 
жества элементов с определенным свойством. Понятно, 
что X =X, X,. 

Допустим теперь, что формула 91 (4) & A, (a) выпол- 
няется на модели G. Тогда на G выполняются обе фор- 
мулы 91 (4) и (a). Ввиду предположения индукции 
получаем X,@D, Х, ЕО. Но тогда и Х=хХ. ПХ. ЕД. 
С другой стороны, если Х ЕД, то оба множества, X, u X,, 
принадлежат D. Из индуктивного предположения сле- 
дует, что $1; (4) =Й, i=1, 2. Но тогда и формула 
3 (4) & 96 (@) выполняется на модели С. Случай YU, & A, 
разобран. 

Рассмотрим случай ~Q,. По предположению индук- 
ции, утверждение о TOM, что —%1 (4) =Й, эквивалентно 
условию: {a|G,- QU, (@,)} ЕО, которое в свою очередь 
эквивалентно включению [|4 |= ~ QI, (@,)} ЕР, и второй 
случай тоже разобран. 

Остается рассмотреть случай, когда 9[(@) есть 
(Hx) QU, (x), где Ql, (x)=, (х, @). Допустим, что на Mo- 
дели ( формула (Hz) Qi, (5) выполняется. Это значит, 


что в С найдется такой элемент 5 = (6,), что формула 
%1(6, а) истинна на G. По индуктивному предположению, 
получим {a|G,- QL, (b,, а,)} ЕР. Учитывая при этом, что 
[С.Е (by G,)} С {а 6, (Ga), (=, а,)}, получаем 
{a|G,F (dz) QW, (xz, а)} ЕО. Допустим теперь, что 
Х = {a|G,- (Hz) Q(z, а)} ЕР. Возьмем в С некото- 
рый элемент 6 = (6), такой, что для aG Х имеет место 
G, FEU, (6, а.), а для «Е Х компоненты 6, произвольны. 
Для такого 6 имеем: 


{а | „ЕЕ (Ax) QU, (2)} = (4 |G, i (.» а.)}. 


Таким образом, ввиду предположения индукции на G 
выполняется формула 91 (5, 4), а следовательно, и фор- 
мула (Hx) 91 (х, а). Этим теорема доказана. 

Если, в частности, Q{ замкнутая формула, то эта 
формула тогда и только тогда выполняется на С, когда 
множество индексов &, таких, что %[ выполняется на G,, 
принадлежит фильтру D. 
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Непосредственным следствием доказанной теоремы 
является следующее утверждение: 

3.3. Всякий элементарно аксиоматизируемый класс ® 
замкнут относительно ультрапроизведений. 

Для доказательства достаточно лишь вспомнить, что 
все множество [ является элементом каждого фильтра. 
Значит, если формула выполняется на каждой модели G,, 
то она выполняется и на ультрапроизведении этих мо- 
делей по любому ультрафильтру. Пример класса линейно 
упорядоченных множеств показывает, что аналогичное 
утверждение относительно полных прямых произведений 
неверно *). 

Рассмотрим далее, как выглядит определение при- 
веденного произведения в применении к алгебрам. 

Пусть все G,, аЕГ, — алгебры, Ш) — некоторый 
фильтр на множестве Г, а — полное прямое произведе- 
ние всех G,, ир, — определенная раньше эквивалентность. 


Покажем, что эта эквивалентность является конгруэн- 
цией Э-алгебры С. Пусть « — п-арная операция из Q, 


(ai), (az), ..., (а) и (bz), (bz), ..., (61) — элементы в G 
такие, что (44) р, (6). Обозначим еще Х,== {а | =}, 
1—1, 2, ..., п, и пусть Х=Х, [Г] Х,П...ПХ,. Bee X,, 
а вместе с ними и Х, принадлежат О. Ясно, что для 
всех «@Х выполняется аа... ajo 62... бо, откуда 
вытекает, что (а) (аа)... (а) Py (ba) (6)... (Ba), т. е. р, 


действительно является конгруэнцией. Теперь уже не- 
трудно понять, что фактор-алгебра G/p,—95ToO и есть 
приведенное произведение по фильтру D алгебр С(.. 

том случае, когда все С, — мультиоператорные 
груиппы, конгруэнции р, отвечает идеал, состоящий из 


таких элементов из G, у которых индексы нулевых ком- 
понент составляют множество, принадлежащее /). 


4. Локальная теорема Гёделя—Мальцева. Система замк- 
нутых формул УИП называется локально совместной, 


*) Более того, нетрудно заметить, что в этом примере при- 
ставка «ультра» необходима: если на некотором множестве I за- 
дан фильтр D, и С — линейно упорядоченное множество, то CO- 
ответствующая приведенная степень этого множества тогда и 
только тогда линейно упорядочена, когда D есть ультрафильтр. 
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если любая конечная подсистема этой системы COB- 
местна. В настоящем пункте доказывается следующая 
теорема: 

4.1. Всякая локально совместная система замкнутых 
формул УИП является совместной системой. 

Эта теорема часто формулируется в других вариан- 
тах и в связи с этим имеет и другие названия: теорема 
полноты, теорема компактности, принцип локализации. 
Для счетного набора формул она доказана H. Гёделем 
(см. Гильберт — Аккерман [1]), а для общего случая 
А. И. Мальцевым [1]. А. И. Мальцеву принадлежит 
также открытие того факта, что локальная теорема УЙП 
может служить мощным инструментом содержательной 
математики. В дальнейшем мы неоднократно будем поль- 
зоваться этой теоремой. 

Для доказательства теоремы мы воспользуемся аппа- 
ратом ультрапроизведений. (См. уже упоминавшиеся ра- 
боты С. Кочина. и А. Д. Тайманова. Вообще же этот 
метод, по-видимому, идет от Е. Лося и А. Тарского.) 
Пусть 9) — некоторая локально совместная система 
замкнутых формул УИП. Через Г обозначим совокуп- 
ность всех конечных подсистем системы ON. Для каждого 
а @1 существует модель G,, на которой выполняются 
все аксиомы набора a. В результате мы получаем набор 
моделей G,, «ЕГ. Теперь для каждой формулы Qua WM 
через Sg обозначим множество всех aGJ таких, что Y 
выполняется на С,. Система S всех подмножеств Sy 


является центрированной системой. Действительно, если 
Sq 5, er 5, — конечная подсистема в S, то для 
а—= [9% , 5%, ..., QL] существует модель G,, на которой 
истинна каждая аксиома из a. Очевидно, что а принад- 
лежит пересечению всех Sq, i= 1, 2,..., п. 

4 


По теореме 3.2 в I существует ультрафильтр D, co- 
держащий центрированную систему 5. Рассмотрим 
ультрапроизведение G всех G,, «ЕГ, по такому ультра- 
фильтру. Если теперь %[— произвольная формула из 
набора 5%, то {«|а.Е=9[} =5ч ЕД, и по теореме 3.3 
формула 9%[ выполняется на модели С. Таким образом, 
на модели С выполняются все формулы набора 9%, 
Теорема доказана, 
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В дальнейшем нам понадобится еще одна конструк- 
ция, имеющая отношение к локальной теореме. Эта кон- 
струкция позволяет общий случай локально совместной 
системы формул свести к случаю локально совместной 
системы формул исчисления высказываний. Первоначаль- 
ные доказательства теоремы 4.1 были основаны именно 
на этой идее. Следует еще заметить, что каждое дока- 
зательство локальной теоремы содержит некоторый на- 
мек относительно характера модели, на которой выпол- 
няются все формулы заданного набора. В связи с этим 
желательно иметь различные доказательства, приводя- 
щие к разным конструкциям подходящих моделей. 

Напомним теперь, что формула QL УИП имеет нор- 
мальный вид, если она записана в виде (G,27,) (Got) --- 
... (q,0,) Ql’, где (4,х;) означает квантор существования 
или всеобщности, отнесенный к х,, а часть 9[’ не содер- 
жит кванторов. При этом выражение (g,2,) (4.т.) ... (4,т,) 
называется кванторной приставкой формулы. Две си- 
стемы замкнутых формул называются эквивалентными, 
если каждая модель одной из этих систем является 
также моделью и для другой системы. Известно, что 
всякую формулу УЙП можно привести к нормальному 
виду, причем если все формулы некоторой системы Wt 
заменить соответствующими нормальными формулами, 
то получится система, эквивалентная системе WN. Этот 
факт достаточно прост и приводится в любом руковод- 
стве по математической логике. Опираясь на него, мы 
можем предполагать, что все рассматриваемые формулы 
имеют нормальный вид. 

Рассмотрим еще один вид замены формул УИП. 

Пусть %[— некоторая формула нормального вида, и 
допустим, что в кванторной приставке этой формулы 
участвуют кванторы существования. Каждой такой фор- 
муле мы сопоставим некоторую новую формулу без кван- 
торов существования, но содержащую символы операций. 
Сделаем это по следующему правилу. Пусть формула A 
имеет вид 


(4,21) (Что) . - - (Qnty) ЧЕ (Hy, Zor 4.) Ly), (1) 


где формула Q'(z,, 2%, ..., Z,) уже без кванторов, и 
пусть < Ь<... <(i, — индексы, отвечающие кванто- 
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рам существования. Будем производить замены в фор- 
муле %[ двигаясь слева направо. Вначале опускаем 
квантор существования, стоящий на 1-м месте, и вместо 
х, подставим в Ql’ выражение (слово) хх, ... Ху, 
где ® = символ (1 —1)-арной (возможно нульарной) 
операции. Допустим, что уже произведены замены на 
местах 11, $.,..., 1-1. Теперь опускаем квантор суще- 
ствования, стоящий на i,-M месте, и вместо х;, подстав- 
ляем выражение хх,... хю,, где ®, — снова символ 
операции и д, — все переменные с номерами, меньшими 
i,, И стоящие под квантором всеобщности. Так продол- 
жаем А раз. 
Например, если формула Ql имеет вид 


(Hx) (Vy) (Wz) (Ча) (Hv) (Vw) QU’ (x, у, 2, и, и, и), 
TO после всех замен получится формула вида 
(Vy) (V2) (Vw) QU (®,, у, 2, узо», узо, 1). 


Допустим теперь, что 9% — некоторый набор формул 
УИП, записанных в нормальном виде, и — система 
формул, полученных из формул, входящих в 9%, опи- 
санным только что приемом элиминации кванторов суще- 
ствования. В формулы системы 9) входит некоторый 
набор символов операций 9. Покажем, что из каждой 
модели системы ON можно получить модель для 9% и 
наоборот. 

Пусть модель С является моделью набора формул 9Х. 
Нужно показать, что все операции системы 2 можно 
так определить на множестве С, что в результате G 
окажется моделью набора We. 

Пусть, например, формула (1) входит в набор 9%. 
Допустим, что ®, ®,, ..., Ws, уже определены как 
алгебраические операции на С, причем так, что после 
соответствующих подстановок в формулу QL на места 
1, 5,...) ig, (По указанному выше правилу) получится ис- 
тинная на С формула. Нам предстоит определить ®, как 
операцию на множестве G. Придавая переменным 2), 2.,..., 
x, некоторые определенные значения h,, h,, ..., В; из С, 
мы получим, в силу предположений, истинную на G 
формулу 


(Havs,) (Чана) «++ (iy) W В, М, oo es Bigets ign + «+5 Ly) 
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Следовательно, в G существуют такие элементы h, что 
выполняется: 


(954417541) ves (9.2,) WU! (yy Rye «+r Megas Й, аа ++ +1 Я). 


Возьмем один из элементов A и положим hh, ... Вю, =. 
Так будем поступать для любых распределений зна- 
чений аргументов 21, Z,,..., 1;. В результате o, бу- 
дет определена как операция на С. Ясно, что если 
теперь произвести в формуле %[ соответствующие за- 


мены на местах 1, in, ..., 1, TO получится истинное 
на С высказывание. Продолжая таким образом Ё раз, 
мы определим все ®, (1—1, 2, ..., А) как операции на 


С, причем соответствующая формула в Wt выполняется 
на G. Аналогично поступим со всеми формулами из WM, 
и нужное утверждение будет доказано. 

Допустим теперь, что алгебраическая система G 


является моделью набора 9%. В таком случае все пре- 
дикатные символы, входящие в формулы системы 9, 
определены как предикаты на G. Пусть дальше 2 — 
формула из MM, и W— отвечающая ей формула набора 5%. 
Легко видеть, что истинность QL на С означает также 
истинность формулы %[. Действительно, эти формулы 
отличаются лишь местами, связанными с кванторами 
существования, а на этих местах существование нуж- 
ных элементов обеспечивается применением алгебраиче- 
ских операций. 

Приведем дальше следующее утверждение. 

Пусть 5 — некоторая система формул УИП, вклю- 
чающих, возможно, символы алгебраических операций 
Q и не содержащих кванторы существования. Пусть 
еще Х — совокупность всех предметных символов, вхо- 
дящих в формулы системы Qt, а если таких символов 
нет, то пусть Х состоит из одного произвольного пред- 
метного символа. Обозначим через (С° абсолютно сво- 
бодную Q-anre6py над множеством X, и пусть 9% — 
множество всех формул, получающихся из формул си- 
стемы $ опусканием всех кванторов и заменой пере- 
менных всевозможными элементами из С°, — все эти 
формулы уже «постоянны». Тогда всякая модель системы 

служит моделью и для 9%, и наоборот. 
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Действительно, пусть алгебраическая система С 
служит моделью набора Qt относительно некоторого 
содержательного истолкования *. Если множество Х 
состоит из предметных символов, входящих в формулы 
из Qt, то этим предметным символам отвечают опреде- 
ленные ‘элементы из G. Так как С° — свободная ®-алгебра 
над Х, то отображение * может быть однозначно про- 
должено до гомоморфизма ®-алгебры С° в G. Если Х 
состоит из одного произвольно выбранного предметного 
символа, то этому символу сопоставим произвольный 
элемент из G и снова продолжим отображение + до 
гомоморфизма G° в G. Если теперь %[ — некоторая фор- 
мула в 5 и 9% — произвольная из отвечающих ей 
формул в 9%, то имеет смысл говорить о значении Q[° 
на G, причем очевидно, что из истинности %[ вытекает 
и истинность (9. 

Если, с другой стороны, С — модель системы формул 
M°, то понятно, что все предикатные символы из VN 
определены как предикаты на С, и все формулы из MN 
оказываются при этом истинными на С. 

Формулы набора 5% образованы с помощью опера- 
ций исчисления высказываний из нульместных преди- 
катных символов и из выражений вида Р (a,, a,,..., a,), 
где Р — п-местный символ отношения и Qj, а.,.... a, — 
элементы из С°. Все эти «кирпичи», из которых строятся 
формулы системы 9, можно рассматривать как систему 
основных высказываний, и тогда формулы из YW? пре- 
вратятся в формулы исчисления высказываний. При 
таком новом рассмотрении набор этих формул обозна- 
чим через 9. Если 5% — совместный набор формул, 
то таким же будет и набор MW”. Мы получим нужное 
нам сведёние к исчислению высказываний, если пока- 
жем, что из совместности набора MN” вытекает сов- 
местность набора формул N°. 

Совместность набора формул MQ означает, что 
существует некоторое распределение значений истин- 
ности основных высказываний, при котором все фор- 
мулы из 9 оказываются истинными. Пусть М — одно 
из таких распределений. Тогда полагаем, что все 
Р (а, Gy, ..., а,) и все нульместные предикаты, входящие 
в формулы из 90, принимают свои значения согласно 
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распределению М. Таким путем уже на множестве G° 
будет определена модель, которая вместе с алгебраи- 
ческими операциями составит алгебраическую систему, 
служащую моделью набора формул N°. 

сли теперь считать, что локальная теорема для 
формул исчисления высказываний доказана, то, опи- 
раясь на приведенные построения, можно заключить, 
что она верна и в общем случае. Кроме того, отсюда же 
следует, что если 9% — совместный набор формул, то 
в качестве основного множества модели системы фор- 
мул SDC можно взять основное множество подходящей 
абсолютно свободной ®-алгебры (°. Этим последним 
обстоятельством нам в дальнейшем придется восполь- 
зоваться. 

По поводу доказательства теоремы 4.1 для исчисле- 
ния высказываний см., например, А. И. Мальцев [1] и 
П. С. Новиков [1]. Другие локальные теоремы анало- 
гичного типа, но более алгебраизированные содержатся 
в работах Б. Неймана [4] и Д. Маклейна [2]. Некото- 
рые обобщения, относящиеся к языку второй ступени, 
см. в важной работе А. И. Мальцева [15]. 


5. Дальнейшие обобщения. Обобщением понятия модели 
является понятие многооснбвной модели. В многооснов- 
ной модели несколько основных множеств и, кроме 
предикатов, определенных на этих множествах, допу- 
скаются еще предикаты, связывающие, элементы из 
различных основных множеств. Еще более общее поня- 
тие — это понятие многоосновной алгебраической системы 
(хотя, впрочем, ясно, что многоосновные алгебраиче- 
ские системы можно рассматривать как многоосновные 
модели). 

На многоосновные алгебраические системы естествен- 
ным путем обобщается понятие гомоморфизма и, в част- 
ности, изоморфизма и автоморфизма, а также понятие 
подсистемы, Определим, например, гомоморфизмы. 

Пусть [G,, С.,..., G,] и [С', С.,..., а] — две одно- 
типные алгебраические системы с п основными множе- 
ствами и пусть имеется п однозначных отображений: 
G,>G\, G,>G, ...,.G,>-G. Все эти отображения 
удобно рассматривать Kak одно отображение в, 
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причем если g@G,, то образ этого g будем обозначать 
через 2". 

Допустим дальше, что Р (т, 2, ..., д.) — некоторое 
отношение, заданное на обеих системах. Предполагается, 
что каждой переменной здесь указано в качестве области 
значений определенное основное множество. Отображе- 
ние № сохраняет этот предикат, если при всевозможных 
значениях аргументов выполняется импликация Р (z,, 
Loy ..., L,)—> P (xe, xb, ..., x). Аналогично определяется 
сохранение многоместной алгебраической операции. 
И дальше: № есть гомоморфизм, если это отображение 
сохраняет все отношения и операции, заданные на 
наших алгебраических системах. 

В следующей главе нам придется иметь дело с гомо- 
морфизмами двуосновных алгебраических систем спе- 
циального типа. 

Обобщениям универсальных алгебр посвящена недав- 
няя работа Ф. Хиггинса [3], в которой рассматриваются 
многоосновные алгебры, допускающие любое бесконеч- 
ное число основных множеств. В этой работе, в част- 
ности, обобщается на многоосновный случай теорема 
Биркгофа о характеристике примитивных классов. 

В заключение настоящей вводной главы нужно отме- 
тить, что изложенное в ней не дает, конечно, полного 
представления о современном состоянии общей теории 
алгебраических систем, очень богатой уже собственной 
интересной проблематикой. Большое место в этой тео- 
рии занимают задачи, связанные с определением наи- 
более естественного места для многих теорем, идей и 
конструкций, уже достаточно зарекомендовавших себя 
в различных конкретных ситуациях. Это относится, 
в частности, к учениям о гомоморфизмах, прямых и 
свободных произведениях, образующих влементах и 
определяющих соотношениях, теории радикалов. Зна- 
чительная часть рассмотрений следующих двух глав 
также относится к этому направлению. 

Вторым большим наяравлением, и, пожалуй, основ- 
ным сейчас, является исследование классов моделей 
с точки зрения связей между видом формул — аксиом, 
задающих эти классы, и их математическими свойст- 
вами, 
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Третье направление связано с алгоритмическими 
вопросами алгебры. 

Ведущиеся сейчас исследования в общей теории 
алгебраических систем начали также значительно влиять 
и на уже давно сложившиеся классические алгебраиче- 
ские теории: они приводят здесь к новым интересным 
постановкам задач. 

И еще мы заметим, что алгебраические системы, 
в том числе и многоосновные, — это только одна из 
разновидностей общих математических структур, опре- 
деленных Н. Бурбаки [1] (см. также п. 2.3.2). 


ГЛАВА ВТОРАЯ 


ГРУНПЫ АВТОМОРФИЗМОВ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ 
СИСТЕМ 


$ 1. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ И СВЯЗАННЫЕ С НИМИ ПАРЫ 


1. Предварительные замечания. При рассмотрении 
групп автоморфизмов алгебраических систем важную 
роль играет общая идея представлений и связанное 
с ней понятие пары. Приведем относящиеся сюда опре- 
деления. 

Пусть С — алгебраическая система (с одним основ- 
ным множеством) и Г — некоторая группа. Мы скажем, 
что задано представление группы Г автоморфизмами 
алгебраической системы G или, короче, представление Г 
относительно С, если определена операция о — назовем 
ее действием, — сопоставляющая каждой паре (2, 3), 
2Е@С и с‹ЕГ, определенный элемент гос, принадлежа- 
щий G, и такая, что выполняются условия: 

а) отображение g—>gOo является автоморфизмом 
алгебраической системы С для каждого с ЕГ, 

6) осф —=(гос)офх при любых в, $ЕГ и gEG. 

К понятию представления можно подойти и по-дру- 
гому. Из условия а) следует, что если задано представ- 
ление группы Г относительно системы G, то одновре- 
менно задано и отображение Г в группу W(G) всех 
автоморфизмов этой алгебраической системы. Обозначим 
такое отображение через f. Отображение f ‘является 
гомоморфизмом. Действительно, 


g (oo) = Оф = (коз) оф= 85/47 = 8 (0/91), 


т. е. (og =o ol, 

Если, с другой стороны, задан некоторый гомомор- 
физм f группы Г в Q(G), то, полагая gOoo—go’_, мы, 
очевидно, определим представление Г относительно G. 
Таким образом, задание представления группы Г отно- 
сительно алгебраической системы G равносильно зада- 
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нию некоторого гомоморфизма группы Г в группу 2 (С). 
Ядром представления называется ядро соответствующего 
гомоморфизма f. Если это ядро равно единице группы Г, 
т. е. f есть изоморфизм, то представление называется 
точным. Другими словами, представление является 
точным, если из равенств gOo=—goOg при всех 264 
следует <=. 

Всякую группу Г, для которой задано представление 
относительно алгебраической системы G, можно также 
рассматривать как группу автоморфизмов этой системы. 
Единственное существенное отличие такой «обобщенной» 
группы автоморфизмов от «истинной» группы автомор- 
физмов состоит в том, что некоторые различные обоб- 
щенные автоморфизмы могут действовать в С как один 
и тот же истинный автоморфизм. К таким обобщенным 
группам автоморфизмов мы естественно приходим и 
при изучении истинных групп автоморфизмов. Действи- 
тельно, если Г — (истинная) группа автоморфизмов 
алгебраи ческой системы С, и Н — допустимая подсистема 
в С, то группа Г является уже, вообще говоря, 0606- 
щенной группой автоморфизмов системы Н. 

Допустим дальше, что задано представление группы 
Г относительно алгебраической системы G. В таком 
случае говорят, что задана пара (а, Г). При этом группу Г 
мы иногда будем еще называть действующей группой, 
а а — областью действия. Образ группы Г при задан- 
ном представлении в (С) назовем проекцией Г отно- 
сительно G. Пара (G, Г) называется точной, если соот- 
ветствующее представление является точным. Примером 
точной пары служит естественная пара (С, %[(()), 
в которой действие о совпадает с действием соответ- 
ствующих автоморфизмов. 

Понятно, что пару (С, Г) можно трактовать также 
и как алгебраическую систему с двумя основными мно- 
жествами. В этой двуосновной алгебраической системе, 
кроме операций и отношений системы С и групповых 
операций в Г, имеется еще бинарная операция с одним 
аргументом в G, другим в Г и с результатом снова BG. 
Такой операцией является действие о. 

Условимся, далее, пару (С, Г) называть чистой 
парой, если G рассматривается только как множество, 
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а возможно имеющиеся там операции и отношения нами 
не учитываются. Другими словами, чистая пара состоит 
из множества G, группы Г и некоторого представления 
этой группы подстановками множества G. 

Фиксируем теперь некоторую чистую пару (G, Г), и 
пусть Н и У— подмножества в Си Г соответственно. 
Через Hod будем обозначать совокупность всех эле- 
ментов из G вида hoo, РЕН, сЕх. Множество A назы- 
вается У-допустимым (допустимым относительно У), если 
HoscCdH. Непосредственно видно, что если множество Н 
допустимо относительно S, то это множество допустимо 
и относительно подполугруппы, порожденной в Г мно- 
жеством У. Допустимость относительно подгруппы {3S}, 
порожденной S, может при этом не выполняться. 

Легко проверяется следующее утверждение: множе- 
ство Н тогда и только тогда допустимо относительно 
подгруппы {>}, когда при любом сЕхХ выполняется 
Hood. 

Действительно, условие Нос==Н равносильно двум 
включениям Нос Ни Нос!С Н. Если теперь через 
>’ обозначить множество, состоящее из элементов мно- 
жества ХУ и обратных к ним, то требование, чтобы 
было Нос—=Н при всех с@х, оказывается равносиль- 
ным допустимости Н относительно У. Остается заме- 
тить, что подполугруппа, порожденная множеством У’, 
совпадает с подгруппой {У}. 

Очевидно, что пересечение и сумма произвольной 
совокупности У-допустимых подмножеств из С также 
У-допустимы. Поэтому, в частности, имеет смысл гово- 
рить о У-замыкании произвольного подмножества из G: 
Узамыкание подмножества Н из С — это пересечение 
всех У-допустимых подмножеств из G, содержащих H. 
Если через (У) обозначить подполугруппу в Г, поро- 
жденную множеством Х и единицей, то легко видеть, 
что Узамыкание подмножества Н совпадает с множе- 
ством Но(>). 

Множества вида ао Г по различным аб С называются 
Г-траекториями (или просто траекториями, а иногда 
еще и орбитами). Так как в Г имеется единица и эта 
единица действует как тождественное преобразование, 
то абаогГ. Покажем еще, что если DGaol, то ао Г-== 
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—боГ. В самом деле, пусть 6—=аос при некотором 
с СГ. Тогда для любого yET будет Бот= (аосв) от= 
—а 051 баогГ, откуда боГСаоГ. С другой стороны, 
а—=ао 31 = (аоб) ос =фос"1, и поэтому ао ГС ФО Г. 
Из этих включений следует равенство ао Г=6оГ. 

Приведенное свойство означает, что две различные 
Г-траектории не могут иметь общих элементов, и, 
следовательно, множество всех Г-траекторий на С опре- 
деляет некоторую эквивалентность. 


Понятно, что суммами Г-траекторий исчерпываются 
все возможные Г-допустимые (короче, допустимые) под- 
множества из С, и, значит, Г-траектории служат ато- 
мами решетки всех допустимых подмножеств множества (5. 

Введем дальше следующие обозначения. 

Через 3(H)—3,(H) будем обозначать совокупность 


всех с из Г таких, что при любом РЕН выполняется 
равенство hoo==h. 3(Н) — подгруппа в Г, называемая 
Г-централизатором множества Н. Г-нормализатор мно- 
жества Н — это совокупность М. (Н) всех с@Г таких, 


что Ноз=Н. М, (Н) также подгруппа в Г. Обозначим 
еще через 7, (>), ХС Г, подмножество в С, состоящее 


из всех таких а@С, что при любом с@х выполняется 
равенство аос==а. Подмножество Z,(3) называется 


У-центром множества G. Ясно, что Z,(3)=—Z, ({3})- 


Возвращаясь к парам, в которых область действия 
С есть алгебраическая система, отметим, что У-центр 
Z,(3) является всегда подсистемой системы G. Ироме 


того, очевидно, что если ХУ — полугруппа с единицей в Г, 
Х — подмножество в G, и ® — все основные операции 
алгебраической системы С, то подсистема {Хо S}* сов- 
падает с минимальной У-допустимой подсистемой в С, 
содержащей Х. 


2. Гомоморфизмы пар. Подпары. В этом и следующих 
пунктах речь будет идти о парах (С, Г), в которых G 
является алгебраической системой относительно неко- 
торых фиксированных наборов ® и Ф алгебраических 
операций и отношений. Следовательно, все рассматри- 
ваемые здесь пары однотипные. Понятие’ гомоморфизма 
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таких пар является частным случаем общего определе- 
ния гомоморфизмов многоосновных алгебраических си- 
стем. Приведем это определение применительно к парам. 
Пусть (G, Г) и (G’, Г) — две пары и пусть № обозначает 
два отображения: С на С’ и Г на Г’. Такое отображе- 
ние является гомоморфизмом пар, если отображения 
ь:а—> 4’ ив:Г- Г’ являются гомоморфными и, кроме 
того, выполняется условие: 


(ос) = Ос" 


при всех 2 ЕС и сЕГ. 

Легко заметить, что если пара (G’, Г’) является 
точной, то из последнего условия уже автоматически 
следует, что отображение в: Г-> Г’ есть гомоморфизм. 
Действительно, пусть в, Ф@Г и  — произвольный эле- 
мент в С. Тогда 


g* 0 (39)" = (g 099)" = ((g 03) оф)" == (В 09)" оф" = 
— (g*oo")o ot = gt оо, 


и для точной пары (G’, Г’) это означает, что (s~)*— 
Е. 

Если гомоморфизм p.:G—>G' является сильным, TO 
соответствующий гомоморфизм пар естественно назвать 
сильным гомоморфизмом пар. 

Гомоморфизм и есть изоморфизм пар, если отобра- 
жения в: а —> С’ и ш:Г—> Г’ являются изоморфизмами. 
Если в — изоморфизм двух пар (а, Г) и (G’, Г’) с общей 
действующей группой Г и если на Г отображение p 
является тождественным, то такой изоморфизм 1 назы- 
вается эквивалентностью пар, а соответствующие пред- 
ставления группы Г называются эквивалентными. По- 
нятие эквивалентности пар может быть истолковано 
еще следующим образом. Очевидно, что если задана 
пара (С, Г), то элементы из Г можно рассматривать 
как унарные операции на множестве G, и G при этом 
становится алгебраической системой с дополнительным 
набором операций Г (Г-системой). Если теперь С и G’ — 
две такие Г-системы, то каждый изоморфизм этих новых 
систем является в то же самое время эквивалентностью 
пар (а, Г) и (G’, Г) и наоборот. 
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Естественным образом определяется и понятие фак- 
тор-пары. Пусть (а, Г) — некоторая пара и пусть р — 
конгруэнция алгебраической системы С. Так же как 
up. 1.1.2, можно говорить о конгруэнции 0’ при 
любом o@I. Нонгруэнция р называется допустимой, 
если для всех с@Г выполняются 0°’=р. Допустимость 
конгруэнции р означает также, что если алгебраиче- 
скую систему С рассматривать еще как Г-систему, то 
о является также и конгруэнцией этой Г-системы. 

Предположим, что р — допустимая конгруэнция. В та- 
ком случае отображение [x], > [2] о‹=[50], является 
подстановкой на фактор-множестве С р. Легко видеть, 
что на самом деле это отображение является даже 
автоморфизмом фактор-системы С/р и, кроме того, вы- 
полняется равенство [1], оф = ([z], об) оф. Тем самым 
мы получаем представление группы Г относительно 
фактор-системы С/р — фактор-представление группы Г. 
Возникающая при этом пара (G/p, Г) — это только част- 
ный вид фактор-пар. Общее определение фактор-пары 
получается следующим образом. 

Пусть р — допустимая конгруэнция алгебраической 
системы С и пусть S— нормальный делитель в Г, при- 
надлежащий ядру фактор-представления Г относительно 
G/p. Зададим пару (G/p, Г/У), полагая для [xt]GG/p u 
y2E0/2 

[2] о1> = [=] о1=[501]. 


Определенное так действие не зависит от выбора 
представителей в смежных классах и удовлетворяет 
нужным условиям. Мы получаем пару, называемую 
фактор-парой пары (G, Г) no конгруэнции р и нормаль- 
ному делителю У. 

Отметим здесь, что в случае чистой пары (а, Г) 
допустимая конгруэнция р— это в точности то же, что 
обычно принято называть разбиением множества С на 
классы импримитивности группы Г. Поэтому отсутствие 
такого разбиения, т. е. примитивность группы Г, — это 
своего рода простота пары (С, Г). 

3 общего определения фактор-пары непосредственно 
следует, что естественное отображение пары на ее 
фактор-пару является гомоморфизмом пар. Пусть теперь 
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„—гомоморфизм пары (4, Г) на некоторую другую пару 
(а', Г’) и пусть р— конгруэнция на С, определяемая 
отображением piG—>G’, а ХУ-—-ядро гомоморфизма 
и: Г-> Г’. НЦонгруэнция р является конгруэнцией Г-си- 
стемы G, так как если х’Е[х|, х, хЕС, с СГ, то 
(2 Os) = Oo = 2" ов" (об), Че. [2 Oo) = 05] 
Кроме того, если s@3, то (хо) = об =a", т. е. 
[ос] =|[15], а это означает, что У принадлежит ядру 
фактор-представления Г относительно G/p. Обозначим 
дальше через у естественный гомоморфизм пары (G, Г) 
на фактор-пару (СТ, Г/Х) и через р — отображения: 
[р =a", (ИХ) =ЕТ., «EG, ТЕГ. 

Очевидно, что vi, и если &— сильный гомомор- 


физм, то отображение п есть изоморфизм пар (G/p, Г/У) 
и (G’, I”). 

Приведенную сейчас теорему о гомоморфизмах пар 
можно было бы, конечно, получить в качестве частного 
случая общей теоремы о гомоморфизмах многоосновных 
алгебраических систем. 

Рассмотрим один пример. Пусть задана пара (G, Г) 
с Э-алгеброй С в качестве области действия. Каждому 
элементу g@G мы сопоставим свободную переменную 
т, и множество всех этих свободных переменных обо- 
значим через Х. В таком случае исходная пара (С, Г) 
индуцирует чистую пару (Х, Г). Если через @ =С (Х, 9) 
обозначить абсолютно свободную ®-алгебру над MHO- 
жеством X, то мы также получим пару (G, Г). Легко 
видеть, что отображение LY — & определяет гомоморфизм 
пары (G, Г) на пару (С, Г. 

Допустим теперь, что в паре (G, Г) область дей- 
ствия С есть мультиоператорная (®-) группа. В этом 
случае, если р — конгруэнция в С, то ей отвечает неко- 
торый идеал Н. При этом ясно, что допустимость кон- 
груэнции р, равносильна допустимости идеала Н (идеал 
Н допустим, если он является допустимым подмноже- 
ством в С), так что в рассматриваемом случае фактор- 
пары — это пары вида (G/H, Г|/У), где Н — допустимый 
идеал в С, действие Г в G/H определяется правилом 
(at H)os=aoco+tdH, ава, сЕГ, и ХУ принадлежит 
ядру этого фактор-представления Г относительно С/Н. 
Заметим, что последнее условие равносильно тому, что 
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при любых a€@G и сЕУ. выполняется включение 
—а- аосЕН. 

Приведем еще простой пример, относящийся к чистой 
паре (С, Г). Пусть У— нормальный делитель в Ги 
о, — эквивалентность на множестве С, определяемая 


всевозможными У-траекториями множества G. Покажем, 
что р, — конгруэнция на G относительно Г. Пусть [x] — 


смежный класс эквивалентности р, и пусть 2x E[z], 


х’-= Ос, с@ У. Используя инвариантность погруппы У, 
получаем: 


т Ooy=zrosy=(roy)oy'syE(royzoy, 


т. е. [1'01]=[<01], что и требовалось. Ясно также, 
что УХ принадлежит здесь ядру представления Г отно- 
сительно G/p,, и, таким образом, можно говорить 
о фактор-паре (G/p,, Г/У). 

Определим дальше понятие подпары. Пусть Х — под- 
группа в Г и пусть еще Н — У-допустимая подсистема 
в С. Понятно, что действие о индуцирует действие > 
в Н. Возникающая при этом пара (Н, Х) называется 
подпарой пары (С, Г). Так, в частности, каждой допу- 
стимой подсистеме H CG отвечает подпара (Н, Г). При 
этом ядром представления Г относительно Н слу- 
жит, очевидно, Г-централизатор $.(Н). Отсюда, между 


прочим, замечаем, что Г-централизаторы допустимых 
подсистем из G являются нормальными делителями в Г. 

Отметим еще, что совокупность всех подпар задан- 
ной пары образует решетку, причем если (H,, 3) и 
(H,, 3) — две такие подпары, то их пересечение onpe-= 
деляется формулой 7. 


é 
(7, 3) (H,, 2) = (A, П Нь, > ПЪ,). 


Остановимся теперь на некоторых фактах, связан- 
ных с изоморфизмами пар. 

2.1. Пусть (С, Г) — некоторая пара и (Н, У) — ее под- 
пара. Гогда для любого 1 Е Г подмножество Н oy является 
1`>\/-допустимым и пары (Нот, 151) и (H, 3) изо- 
морфны. 

Пусть отображение в определяется формулами: 
M—=hoy для РЕН и of = oy для oS. Понятно, что 
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при этом устанавливается изоморфизм между НиНоти 
изоморфизм групп S uy Sy. Кроме того, имеем (hOs)* = 
— (Рос) от = (Ро) от 151 =" oo’, что и доказывает 
утверждение. Ясно, что если здесь элемент Y взят из 
централизатора подгруппы S, то соответствующий изо- 
морфизм окажется эквивалентностью пар. 

Также непосредственно проверяются следующие свой- 
ства: 

2.2. Пусть fu f' — два представления одной и той же 
группы Г относительно алгебраических систем G и G’. 
Эти представления тогда и только тогда эквивалентны, 
когда существует изоморфизм $: а->@' такой, что при 
любом 1ЕГ выполняется равенство x — $. 

2.3. Если пары (а, Г) и (G’, Г’) изоморфны, то проек- 
ции Г и Г’ относительно своих областей действия сопря- 
жены с помощью некоторого изоморфизма систем @ и CG’. 

Пусть, скажем, и — изоморфизм пар (а, Г) и ((’, Г) 
и пусть ри — соответственно, представления Г отно- 
сительно G и Г’ относительно G’. Для любых géG и 
1ЕГ имеем: 


Г. 


Рассматривая ш как изоморфизм между С и G’, пере- 
пишем полученное равенство в виде 


grip = вв (Г. 


Отсюда 1/6 = (1) и (1) =p yp, что и доказы- 
вает 2.3, а также в одну сторону 2.2. С другой сто- 
роны, обратная проверка показывает, что если выпол- 
няется условие (1“)” = yy и отображения в: G—> G’ 
и в: Г> Г' являются изоморфизмами, то представле- 
ния ри } задают изоморфные пары. Изоморфизм станет 
эквивалентностью, если в — тождественное отображение 
на действующей группе. 

Приведем еще следующую теорему: 

2.4. Пусть задана пара (@, Г) ипусть У — подгруппа 
в Г, а р Х-допустимая конгруэнция в G. Тогда при лю- 
бом YET конгруэнция р’ допустима относительно 15] 
и пары (ар, х) и (Ср, y Sy) изоморфны. Если здесь, 
в частности, а — мультиоператорная группа и конгруэн- 
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ции р отвечает идеал H, то получим изоморфизм пар 
(G/H, >) и (G/Hoy, т". 

Доказательство этой теоремы получается очевидными 
выкладками, и мы его опускаем. 

Понятие изоморфизма пар позволяет говорить об 
абстрактных свойствах таких пар и рассматривать аб- 
страктные классы пар. Таким образом, мы имеем сле- 
дующие три типа абстрактных свойств: абстрактные 
свойства областей действия и действующих групп и 
абстрактные свойства пар. Изучение взаимодействия 
между этими тремя типами абстрактных свойств — это, 
как уже отмечалось, одна из наиболее интересных задач 
теории пар и, следовательно, теории групп автомор- 
физмов. 

Несколько слов 0б автоморфизмах пар. Если в — 
автоморфизм пары (G, Г), то ему отвечают два автомор- 
физма с: а->Си т: ГГ. При этом должна выпол- 
няться формула y==o y's, где |— соответствующее 
представление и 1 ЕГ. Из этой формулы видно, что если 
рассматриваемая пара является точной, то автоморфизм 7 
определяется автоморфизмом с, и автоморфизмы пары 
(а, Г) находятся во взаимно однозначном соответствии 
с автоморфизмами алгебраической системы G, переста- 
новочными с группой Г. 

Если, с другой стороны. t— произвольный автомор- 
физм действующей группы Г, то, полагая yf =, мы 
сопоставим представлению f группы Г относительно 
алгебраической системы G новое представление f’ группы Г 
относительно G. Такое новое представление группы Г 
не обязательно, конечно, индуцирует автоморфизм пары 
(а, Г). Понятно, что новые представления можно ана- 
логично получать и за счет автоморфизмов группы 2 (G). 

Отметим еще следующее очевидное утверждение. Сово- 
купность всех автоэквивалентностей пары (G, Г) является 
нормальным делителем в группе всех автоморфизмов 
этой пары. 

В теории пар важную роль играет понятие относи- 
тельно характеристической (по отношению к Г) подеи- 
стемы из (С. Подсистема Я CG называется относительно 
характеристической (Г-характеристической), если для 
любой пары (С, Г), содержащей пару (С, Г) и такой; 
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что Г — нормальный делитель в Г, Н всегда оказы- 
вается Г-допустимым подмножеством. Примером Г-харак- 
теристической подсистемы BG может служить центр в (Г). 
Этот факт легко проверяется непосредственно (см. так- 
же формулу в п. 2.3.1). Другие примеры относитель- 
но характеристических подсистом будут приведены 
позднее. 

Для всякой пары (С, Г), в которой а — мультиопе- 
раторная (2-) группа, справедливо следующее свойство: 

2.5. Если Н — Г-характеристический идеал в С (т. е. 
идеал, являющийся Г-характеристической &-nodepynnot.) 
и F/H — Г-характеристическая З-подгруппа в G/H, mo 
Е — Г-характеристическая Q-nodepynna в G. 

Определим теперь понятие локальной системы подпар 
пары. 

Пусть (а, Г) — некоторая пара. Система U ее подпар 
(4, Г.) называется локальной системой, если любые два 
ее члена содержатся в некотором третьем и для каждой 
пары элементов # ЕС и сЕГ найдется пара (G,, TEU, 
такая что # Ва, и с‹ЕГ.. 

Иногда приходится рассматривать «двойные» локаль- 
ные системы, т. е. локальные системы из подпар вида 
(4, Г), где подгруппы Г, составляют локальную систему 
в группе Г и для каждой Г, все (8 по разным В состав- 
ляют локальную систему в G. 

Естественным путем определяется понятие системы 
образующих пары. Мы ограничимся здесь лить случаем, 
когда область действия С является алгеброй. Пусть 
(а, Г) — такая пара, Х — подмножество в G, и У — под- 
множество в Г. Пусть еще S—{Y}, и Н— пересечение 
всех У-допустимых подалгебр в С, содержащих Х, т. е. 
Н= {Хо 3}*. Про пару множеств Х, У говорят тогда, что 
она порождает пару (Н, 3S), или составляет систему 
образующих этой пары. Легко видеть, что все подпары 
из (а, Г), обладающие конечными системами образую- 
щих (Х и У конечны), составляют в (G, Г) локальную 
систему. 

Определим еще понятие (абсолютно) свободной 8-пары, 
порожденной парой множеств Х, У. Пусть Г=Г(У) — 
свободная группа с множеством свободных образую- 
щих У, и ХоГ— множество всех формальных выраже- 


$11 ПРЕДСТАВЛЕНИЯ И СВЯЗАННЫЕ С НИМИ ПАРЫ 93 


ний вида дос, ХЕХ, с СГ. Для каждого хосбХоГ и 
каждого GI полагаем (xOs)O09=2009. Этим, оче- 
видно, задается чистая пара (ХоГ, Г), которая назы- 
вается свободной чистой парой. Далее, пусть @= 
—=С(ХогГ, ®) — абсолютно свободная ®-алгебра над 
множеством Хо Г. Ясно, что предыдущая чистая пара 
индуцирует пару (С, Г). Это и есть интересующая нас 
абсолютно свободная пара. Легко понять, что каждая 
пара, в которой область действия есть ®-алгебра, яв- 
ляется гомоморфным образом некоторой такой пары (G, Г). 

В заключение скажем, что в дальнейшем мы будем 
употреблять следующую терминологию. Если 0 — неко- 
торое абстрактное свойство пар, то через локально 0 (LA) 
будем обозначать свойство пары (С, Г) обладать локаль- 
ной системой подпар специального вида (G, Г.), обла- 
дающих свойством 0. Если же в (G, Г) имеется (общая) 
локальная система из 0-подпар вида (G,, Г.), то такую 
пару назовем квази-9-парой. И еще: если в (G, Г) имеется 
локальная система 0-подпар вида (G,, Г), то в таком 


случае пару (4, Г) будем называть относительной 
0-парой. 


3. Транзитивные пары. В этом пункте речь пойдет только 
о чистых парах. Пара (G, Г) называется транзитивной 
(иными словами, представление Г относительно С тран- 
зитивно), если для любых элементов а, 6 из С в Г най- 
дется такой элемент 5, что аос=Ь. Другими словами, 
пара (С, Г) транзитивна, если для некоторого a€G 
(а следовательно, и для всех аЕС) будет аоГ= (С. 
Если (а, Г) — транзитивная пара, то область действия G 
здесь принято еще называть однородным пространством. 

Для любой пары (С, Г) ее подпары вида (аоГ, Г) 
являются, очевидно, транзитивными парами. Таким обра- 
зом, каждая чистая пара расщепляется на транзитив- 
ные подпары, и в связи с этим Г-траектории называются 
также системами транзитивности. С другой стороны, 
легко понять, каким путем из транзитивных пар можно 
составлять произвольные чистые пары. 

Пусть, скажем, (G,, Г)— некоторый набор транзи- 
тивных пар с общей действующей группой Г. Обозна- 
чим дальше через С теоретико-множественную сумму 
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всех G, и следующим образом зададим представление Г 
относительно G. Пусть аЕС и с ЕГ. Элемент a принад- 
лежит некоторому С, и мы полагаем, что GOS есть 
элемент в G,, определенный исходным представлением Г 
относительно G,. Очевидно, что так мы действительно 
получаем пару (G, Г), причем подмножества G, являются 
здесь Г-траекториями. Все это означает, что изучение 
произвольных чистых пар сводится к изучению тран- 
зитивных пар. Отметим еще следующее очевидное 
СВОЙСТВО. | 

3.1. Гомоморфный образ транзитивной пары также 
является транзитивной парой. 

Для подпар аналогичное свойство, конечно, не выпол- 
няется. Транзитивными парами являются, например, пары 
вида (G, Se), где 9в — группа всех подстановок множе- 
ства С. Такие пары являются даже п-кратно транзи- 
тивными при любом натуральном п, не большем мощ- 
ности множества С. Это означает, что для любых двух 
последовательностей а., а. .:.. a, и 6, by, ..., 6, из п 
различных элементов множества С найдется такое пре- 
образование с действующей группы, что для &=1,2,... 
..., П будет аа ов==б.. 

Важным примером транзитивных пар являются регу- 
лярные пары. Пусть © — некоторая группа и (®, ©) — 
пара, состоящая из множества ©, группы @® и (правого) 
регулярного представления группы © относительно мно- 
жества ©, определяемого формулой хор=ав, x, gE. 
Такая пара называется регулярной парой. Транзптив- 
ность ее очевидна. 

Пусть дальше А — подгруппа в ®, и @/A— множе- 
ство всех правосторонних смежных классов группы © 
по А. Легко видеть, что, полагая Axo == Ах, х, gEG, 
мы зададим представление группы © относительно мно- 
жества @/A. При этом, очевидно, пара (G/A, ©) является 
естественным гомоморфным образом пары (©, ©). Ядром 
представления группы © служит здесь совокупность 
всех g@@, таких, что при любом х@ © выполняется 
равенство Axg=— Ах. Последнее равносильно условию 
0х1 СА, нли g@a'Az, так что ядро — обозначим его 
через A — совпадает с пересечением всех подгрупп из G, 
сопряженных с А. Теперь ясно, что для любого нор 
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мального делителя BCG, принадлежащего A, мы имеем 
фактор-пару (G/A, G/B). 

В дальнейшем будет показано, что так получаются 
все фактор-пары регулярной пары (©, @), а сейчас дока- 
жем следующую важную теорему: 

3.2. Если (а, Г) — транзитивная пара и а — произволь- 
ный элемент в G, то пара (G, Г) эквивалентна паре 
(Г/з (а), Г). 

ля доказательства определим отображение uw по сле- 
дующему правилу. Если БЕС, то при некотором 1ЕГ 
имеем b=-aoy. Сопоставим теперь элементу 6 смежный 
класс 3(a)y: = (а)1. Простая проверка показывает, 
что такое соответствие взаимно однозначно и не зави- 
сит от выбора 1, удовлетворяющего условию В =аот. 
Кроме того, полагаем с" = с для всех с © Г. Теперь имеем 
(bo 9)" — (ао x9)" = $ (а) 13 =$ (а) тоз=5 оо", что и тре- 
бовалось. 

Теорема эта показывает, что все транзитивные пары 
с действующей группой Г с точностью до эквивалент- 
ности исчерпываются парами вида (1/3, Г), где У — про- 
извольная подгруппа в Г. Легко понять, что здесь же 
содержатся известные теоретико-групповые факты о по- 
рядках классов сопряженных элементов в группах и 
классов сопряженных подгрупп. 

В теореме имеется произвол с выбором элемента а. 
Если от этого элемента перейти к элементу 6 =аот, 
то соответствующим Г-централизатором будет подгруппа 
1 ‘3(а)1. Поэтому для нахождения всех транзитивных 
представлений группы Г с точностью до эквивалент- 
ности достаточно в каждом классе сопряженных под- 
групп группы Г брать по одному представителю. 

Непосредственно проверяется также, что если S— 
подгруппа в Г, и У] — элемент в I'/3, то Г-централиза- 
тор этого элемента совпадает с подгруппой y "Sy. Отсюда 
следует, что соответствие Уф <>] "УФ, Ф@Г, определяет 
эквивалентность пар (Г/х, Г) и (Г/у"Уу, Г). Действи- 
тельно, указанное соответствие можно переписать в виде 
ЗФ! oy dy, где 1Ф' =. 

Отметим дальше следующее предложение: 

- 3.3. Если (а, Г) — точная транзитивная пара с комму- 
тативной группой Г, то мощности @ и Г совпадают. 
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Для доказательства этого факта достаточно заме- 
тить, что поскольку в транзитивных парах Г-централи- 
заторы всех элементов из G сопряжены между собой, 
то для коммутативной группы Г все эти централизаторы 
совпадают, причем совпадают они с ядром представле- 
ния Г относительно G. В случае точного представления 
такое ядро равно единице. Значит, Г-централизаторы 
элементов из С совпадают с единицей в Г. Теперь ос- 
тается сослаться на эквивалентность пары (G, Г) и регу- 
лярной пары (Г, Г). Из этих рассуждений также сле- 
дует, что для коммутативной группы Г ее регулярное 
представление является единственным, с точностью до 
эквивалентности, точным транзитивным представлением. 

Следующая теорема связана с классификацией тран- 
зитивных пар с точностью до изоморфизма. 

3.4. Пусть Г — группа, У — ее подгруппа, « — автомор- 
Guam группы Г, и 1 — произвольный элемент в Г. Гогда 
отображения (3$) —= >’ (фактор-множества Г|У на 
фактор-множество ГУ”) и “==” (группы Г на себя) 
определяют изоморфизм пар (ГУ, Г) и (Гу, Г). Вся- 
кий изоморфизм nap (l/s, Г) и (Г/У, Г), где У, У— 
подгруппы в Г, имеет указанный вид. 

Первая часть теоремы проверяется непосредственно. 
Докажем вторую. Пусть и — изоморфизм указанных пар. 
„ определяет также автоморфизм группы Г. Обозначим 
его через a, и пусть еще > —= У". Теперь для любого 
o@S имеем 


(Ss) = > = Pe a = (> О a) ena > О o* — УР" — Ио. 
Отсюда 13/4“ ys yo" и ES". Последнее равно- 
сильно включению У — 1 S*y. Пусть, с другой стороны, 
ФЕТ" wo". Тогда (39)" = SPY" = Уф", т. 6. 

ое ГЕ Ее. 
Если дальше © — произвольный элемент в Г, то 
(6) = (Zo 9) = о = VW gs =" HV "rs 
что и требовалось. 

Приступим теперь к описанию всех конгруэнций мно- 


жества G относительно транзитивной на нем группы Г. 
Пусть р— такая конгруэнция, [a] — некоторый ее смеж- 
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ный класс и У— Г-нормализатор этого класса. Ясно, 
что S содержит подгруппу 3 (а). Так как пара (G/p, Г) 
транзитивна, то эта пара эквивалентна паре (Г/У, Г). 
Отсюда непосредственно выводится, что все смежные 
классы конгруэнции р имеют вид a@O Sy по различным 
1 ЕСГ. В самом деле, подгруппа Х может также рассма- 
триваться как Г-централизатор элемента [a], взятый в 
представлении Г относительно С/р. Поэтому Х состоит 
из тех и только тех с@Г, для которых выполняется 
[асс] = [а]. Отсюда следует, что ао х==[а]. Действи- 
тельно, из [аос|==[а]|] следует включение аохСс [a]. 
С другой стороны, если a’€ [a], то при некотором $ ЕГ 
будет а’ =ао, и ввиду [ао <| = [а] имеем се Хиа' баох. 
Пусть теперь [6] — произвольный смежный класс кон- 
груэнции р и пусть b==aoy. Тогда 


[6] = [ао 1] = [4] о1= [ао] от== [аос1], <@Ъ, 


и ао\х С [Ь]. Если дальше ЫЕ[], то Бот Е[а] и 
Ро !=аос при некотором с Ех. Отсюда получаем 6 — 
—aocyGao Sy. Следовательно, ао Sy = [6]. 

Пусть теперь У — произвольная подгруппа в Г, содер- 
жащая 3 (а). Покажем, что подмножества BG вида ао Sy, 
1 ЕГ, определяют конгруэнцию на Г-алгебре G. 

Пусть вначале y,, 12 @Г и пусть bao Sy, ПаоУ).. 
Тогда при некоторых с, в, @ Х будет 6 =аоз,1, =ао9.1.. 
Отсюда 11, = $575, re 9 G3 (а). Согласно условию должно 
быть PES, и поэтому 1! и 1. принадлежат одному смеж- 
ному классу по У. Таким образом, ао У, =ао dy. 

Теперь из того, что рассматриваемая пара транзи- 
тивна, следует, что множества вида AO SY являются 
смежными классами некоторой эквивалентности на мно- 
жестве (. 

Допустим дальше, что 6, сбао Sy. Тогда при любом 
1 ЕГ элементы boy’ и coy’ принадлежат ao dyy’. Этим 
доказано, что все классы ао SY составляют конгруэн- 
цию на G. При этом, как легко видеть, Г-нормализатор 
класса @O совпадает с подгрунпой У. 

Итак, мы установили взаимно однозначное соответ- 
ствие между конгруэнциями на С и подгруппами из Г, 
содержащими централизатор 3 (а). Это соответствие со- 
храняет отношение включения. 
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Из приведенного описания конгруэнций вытекает, 
в частности, отмеченное выше утверждение о том, что 
парами вида (G/A, G/B), где А — подгруппа в Фи В — нор- 
мальный делитель, принадлежащий А, исчерпываются 
все фактор-пары регулярной пары (©, ©). 

Отметим также следующее очевидное свойство: если 
пара (G, Г) транзитивна, то для каждой конгруэнции 
на С все смежные классы этой конгруэнции равномощны. 

. В заключение приведем одну полезную в комбинато- 
puke формулу. Пусть (G, Г) — точная чистая пара с ко- 
нечным множеством С. Обозначим через р. =р эквива- 
лентность на С, определяемую всеми Г-траекториями 
множества G, и через [a], а@ С, будем обозначать эле- 
менты из G/p. Условимся еще через | Х | обозначать число 
элементов (порядок) конечного множества Х. 

Имеет место следующая формула (лемма Пойа): 


(Glo |= sp S| Ze (91) 


yer 


Пусть № — число всевозможных пар вида (а, 1), аЕС, 
тЕГ, для которых выполняется: ао]1==а. Это число 
можно подсчитать двумя способами. С одной стороны, 
сопоставляя каждому а различные элементы 1 из 3 (а), 


а затем суммируя по всем а, мы получим N= Dd [3 (a)|. 
ае@ 


Аналогично сопоставляя элементам 1@Г различные 
а@ 7 (1), а затем суммируя по всем 1ЕГ, получим: 


N = >| Ze (1 |. 
yer 


213 @) |= У (> |3 (2) |); 


[@]ЕС/о \xE[a] 
Так как все 3 (2) no xG[a] состоят из одинакового коли- 
чества элементов, TO >, |3(2)|=|3 (а)|. [а]|. С другой 
26 fa] 


*) Здесь знак. У обозначает, конечно, сумму, а не подмноже- 
ство в Г. Такое смешение обозначений будет встречаться и в даль- 
нейшем. 
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стороны, мы знаем, что |$(а)|. | [а] | =|Г]. Таким обра- 
зом, получаем: 

21 Ze (1) |= 1G/p Г, 

тег 


что и доказывает формулу. 


4, Прямые произведения пар и другие конструкции. В этом 
пункте рассматриваются простейшие операции на парах. 
В основе этих операций лежат прямые произведения 
алгебр и групп. Аналогичным образом можно было бы 
использовать свободные и приведенные свободные про- 
изведения и некоторые другие операции. Для конкрет- 
ных типов областей действия имеются свои специфиче- 
ские конструкции (тензорные произведения и т. д.). 

Пусть задан некоторый набор пар (G,, Г), «ЕГ, 
с однотипными алгебраическими системами G,; пусть еще 
С — полное прямое произведение всех G, и Г — полное 
прямое произведение всех групп Г. Для каждой пары 
элементов (4,) ЕС и (5) ЕГ полагаем (a,) 0 (с) = (а, ос). 
Понятно, что при этом мы получим представление Г 
относительно алгебраической системы С, и возникающая 
здесь пара (G, Г) называется полным прямым произведе- 
нием (суммой) всех пар (а„, Г.). Нетрудно заметить, что 
естественные отображения G на G,u Г на Г, опреде- 
ляют гомоморфизм пары (G, Г) на пару (G,, Г.). 

В дальнейшем нам придется иметь дело и с полным 
прямым произведением представлений одной группы Г. 
Если (С, Г), «СГ, — набор пар с общей действующей 
группой Г и С — полное прямое произведение всех G.,, 
то представление Г относительно G, определяемое форму- 
NOU (а) о = (а, ос), (а) ЕС, сЕГ, и называется полным 
прямым произведением заданных представлений группы Г. 
Очевидно, что возникающая при этом пара (а, Г) 
содержится в полном прямом произведении всех пар 
(С, Г), и ядро представления Г относительно С есть 
пересечение ядер представлений Г относительно каж- 
дой С. 

В полном прямом произведении (С, Г) пар (G,, Г.), «Е Г, 
0с0бо выделяется подпара (G, Г), в которой группа Г 
есть (дискретное) прямое произведение всех Г.. Такую 
подпару назовем полуполным справа произведением пар 
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(G,, Г.). В том случае, когда все G, — мультиоператорные 
группы, аналогично можно определить и полуполные 
слева прямые произведения пар. В этом же случае мо- 
жно говорить и о дискретном прямом произведении пар. 
Параллельно суммированию пар, области действия ко- 
торых — мультиоператорные группы, определяются также 
и разложения таких пар. 

Рассмотрим теперь следующую конструкцию. Пусть 
задана некоторая чистая пара (J, Г) и пусть © — неко- 
торая алгебраическая система. Сопоставим каждому эле- 
менту a@J экземпляр G, системы ©, и пусть С — полная 
прямая сумма (произведение) всех этих G,. Элементы 
из а мы будем трактовать как функции, определенные 
на множестве J и со значениями в @. Эти функции бу- 
дем обозначать через а, b,..., а через 4 (а) обозначается 
а-я компонента — значение функции в точке a. В соот- 
ветствии с определением полной прямой суммы (ср. также 
определение алгебры отображений Н (1, ©) из п. 1.1.6!) 
операции и отношения в С задаются следующим обра- 
зом. Если ® — п-арная алгебраическая операция из числа 
основных операций, a,, @.,..., @, — элементы в G, то 
а.4....@ю есть функция, определяемая правилом: 


(а:4....4,6) (а) = а. (a4) а. (*)...а, (a) о. 


Если Р — п-местный предикат, то Р (4, 4.,...,а,) =И, 
в том и только в том случае, когда при всех а выпол- 
няется равенство 


Р (а, (<), а. (а),..., а, (а)) =A. 


Алгебраическую систему С называют еще /Г-й степенью 
системы © и обозначают через ©1. 

Зададим теперь представление группы Г относительно 
алгебраической системы С следующим правилом: если 
с@Г и GEG, то аос есть функция, определяемая равен- 
ством 

(200) (а) —=a(aoc"). 


Ясно, что отображение 4-> @ос есть подстановка на. 
множестве С, и легко проверяется, что такое отображе- 
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ние является автоморфизмом системы G. Кроме того, 
имеем: 


((@03)о$) (a) = (@05) (a0 9") =@ («оф "< ") = 
—=4 (ао (5$) ') = (405) (а); (ос) оф=4о0ф, 


x 


так что действительно получается представление 
группы Г относительно С. Если элементы из С рассма- 
тривать, как последовательности (а,), то введенное сей- 
час представление очевидным образом переводится и на 
этот язык. Понятно также, что если здесь G — Q-rpynna, 
то аналогичная конструкция имеет место и с прямой 
суммой всех ®.. 

Пусть теперь, в частности, © — группа. В этом слу- 
чае паре (G, Г) отвечает полупрямое произведение «нор- 
мального делителя» С и группы Г. Элементы этого полу- 
прямого произведения изображаются парами (4, с), а ЕС, 
с@СГ и умножаются по правилу: (4, 5) (6, $) = (a(b 097), вФ) 
(ср. п. 2.1.1). Указанное полупрямое произведение — обо- 
значим его через @ ~ Г — называется сплетением групп, 
а подгруппа С называется базисной подгруппой сплете- 
ния. Такое сплетение называют еще полным сплетением 
в отличие от дискретного сплетения, основанного на 
дискретном прямом произведении групп ©.. 

В определении сплетения групп @ и Г здесь участво- 
вало еще множество Г[,-на котором группа Г действует 
в качестве группы подстановок. Если, в частности, 
в качестве J также взять группу Г и исходить из регу- 
лярного представления, то соответствующее сплетение 
уже зависит только от © и Г. В таком случае оно 060- 
значается еще через ©® УГ, если речь идет о полном 
сплетении, и @® \тГ для дискретного сплетения («Wr» 
от wreath product). 

альше, следуя работе Л. А. Калужнина и М. Kpac- 
нера [1], разберем понятие сплетения двух чистых пар. 
усть даны чистые пары (А, У) и (В, Ф). Используя 
приведенную выше конструкцию, мы построим пару 
(37, ©), а по ней сплетение групп Г=х_^ Ф. Зададим 


дальше действие группы Г на декартовом произведе- 
нии АХР. Если (а, 6) ЕАХВ и (5, 9) ET, то полагаем: 


(а, бо (8, ®) =(а08(6), bog). 
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Непосредственная проверка показывает, что при этом 
задается представление группы Г относительно множе- 
ства АХВ. Полученная здесь пара называется сплете- 
нием пар. Очевидно также, что подмножества вида A X 6, 
ЕВ, являются системами импримитивности группы Г. 
Если исходные пары являются точными, то таким же 
будет и их сплетение. 

Если, в частности, здесь >= -S,,D=—Spgu Pe силе- 
тение, то это сплетение можно рассматривать ак под- 
группу в группе Says. Легко видеть, что указанная 
подгруппа состоит из всех подстановок 1, действующих 
по правилу (а, 6) 1 —= (а1. (6), by), где (а, D|)EGAXB, 
{1 (6) — элемент в Sy, зависящий от 6, и 1.б ов. Обозна- 
чим эту подгруппу через 5% „,‚. Теперь мы можем еще 


заметить, что сплетению пар (A, У) и (В, Ф) отвечает 
некоторый гомоморфизм сплетения групп У и Ф в группу 
Saxe: 

Операция сплетения групп тесно связана с понятием 
мономиальной группы. Приведем соответствующее опре- 
деление. 


Пусть А — некоторая группа, В — множество и 
АЖХВ— декартово произведение множеств А и В. 
В группе 5%„, возьмем элементы 1, действующие по 
правилу (а, by y= (a-a (0), by.), где а(5) — элемент в A, 
а .а (5) — произведение в A, и 1, — некоторая подстановка 
множества ВБ. Совокупность всех таких 1 образует под- 
группу в S%,,, называемую полной мономиальной груп- 


пой (над группой А и множеством В). Легко видеть, что 
полная мономиальная группа, рассматриваемая аб- 
страктно, является сплетением групп A и Sz. Если мно- 
жество В конечно, то такая группа — обозначим ее через 
Г — допускает также следующее матричное представле- 
ние. Пусть, 6, 65,..., 6, — все элементы в В, е— единица 
в A, и 1 = (а, 1.) — элемент в Г. Применяя y к паре (е,.6,), 
получим (е, a, T= (@ (6 i) 6,15) = (a (6 i)s b ,). 

Сопоставим теперь элементу 1 мономиальную матрицу 
над А, у которой в {1-й строке (1—1, 2,...,п) на J-M 
месте стоит элемент G(b;)—=a,,, а на остальных местах — 
нули. Прямая проверка показывает, что если при этом 
исходить из обычного умножения матриц, то таким обра- 
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зом мы действительно получим изоморфное представле- 
ние группы Г. 

Если, далее, © — произвольная группа, то можно 
говорить об ее мономиальных представлениях как о гомо- 
морфизмах в некоторые мономиальные группы. Ёсли 
заданы два таких представления Ги Ги им отвечают 
пары (АХ В, @) и (А’ХВ', ©), то такие представления 
называются эквивалентными, если существует обычная 
эквивалентность 1 этих пар, удовлетворяющая следую- 
щему дополнительному условию: 14 устанавливает изо- 
морфизм между A u A’ и взаимно однозначное соответ- 
ствие между В и В’. 

Важным специальным случаем мономиальных пред- 
ставлений являются следующие представления. Пусть 
< — группа, А — ее подгруппа, ©/А — система правых 
смежных классов и Г — полная мономиальная группа 
над группой А и множеством @/A. Выберем некоторую 
полную систему В представителей смежных классов 
из @/A. С помощью этой системы В мы зададим гомо- 
морфизм группы © в Г. Делается это следующим обра- 
зом. Если (а, Ab), БЕВ, — элемент произведения Ах G/A, 
се Ф, и bg—a,b,, а СА, В ЕВ, то полагаем (а, 46) о = 
— (аа., Abg). Здесь a, можно считать функцией смежного 
класса Ab, и таким образом, указанное правило сопо- 
ставляет каждому элементу g@@ некоторый элемент 
из Г— мономиальную подстановку. Непосредственная 
проверка показывает, что это отображение является 
даже изоморфизмом. 

Приведем некоторые применения. Пусть А и B— две 
группы и G—ux сплетение, G—=AWrB. Группу С мы 
можем рассматривать как группу подстановок декартова 
произведения АЖВ. Эта группа состоит из подота- 
HOBOK с, действующих по правилу (а, 6) ‹ = (а -а, (6), bd,), 
где b,—b, (<) Е В u a,—a,(), <) ЕЛА. 

опустим далее, что некоторая группа © является 
расширением А с помощью В. Это значит, что в G 
имеется нормальный делитель A’, изоморфный А отно- 
сительно некоторого изоморфизма 1 и такой, что ©/4’— В. 
Обозначим (@/А’ — © и фиксируем некоторый изоморфизм 
между © и В, который также обозначим через в. Ue- 
рез С’ обозначим сплетение A’ u @, С’ — A’ WrG. Группы 
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С и С’ изоморфны, причем отображение № индуцирует 
изоморфизм пар (АЖВ, G) и (А’Х®, С’). Только что 
мы отмечали, что если gE@, то этому g отвечает под- 
становка Ha А’Х ®. Нетрудно понять, что эта подста- 
новка в действительности лежит в сплетении С’, при- 
чем если g@ А’, то ему отвечает элемент сплетения (5, A’), 
где 2 (А'1) = хех! и x пробегает некоторую систему пред- 
ставителей смежных классов. 

Таким образом, доказано, что каждое расширение 
группы А с помощью группы B можно вложить в спле- 
тение этих групп. Более подробно см. по этому поводу, 
например, работу Л. А. Калужнина [3]. В этой работе 
рассматриваются также итерированные сплетения вида 


G=(...((A, Wr A,) Wr A,)...) Wr A... 


Элементами такого сплетения являются последователь- 
НОСТИ 


(ой. 


где 4, —=а,Е6А,, 4, — функция, определяемая Ha декар- 
товом произведении А; ЖА, Хх... XA,, со значениями 
в A,,. Естественно задается также представление 
группы @ относительно декартова произведения A, Х A,X 
x... XA,. Если, далее, © — некоторая группа, обла- 
дающая нормальным рядом 


СН hss Ch Ce hy ae CSS, 


причем Г] 27H «=F u H,/H,,~A;, то, обобщая пре- 
LEG 

дыдущее, можно показать, что такую группу @® можно 
вложить в итерированное сплетение G. 

Указанные конструкции имеют еще и следующее при- 
менение: 

Пусть заданы две пары (©, У) и (J, ®), причем 
в первой паре © — некоторая алгебраическая система, 
а вторая пара — чистая. Каждому a€/J сопоставим 
экземпляр (G,, S,) пары (©, У). Полное прямое произ- 
ведение всех этих (©, &,) определяет представление 
группы У’ относительно алгебраической системы @ = ©. 
Кроме того, как и раньше, определяется представление 
группы Ф относительно G. Таким образом, в С дей- 
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ствуют как У7, так и Ф. С другой стороны, группы У! 
и Ф порождают сплетение P= s-—®. Мы покажем те- 
перь, что обе пары (G, УТ) и (СЦ, Ф) естественно вкла- 
дываются в пару (Са, Г). Действие Г в С задается сле- 
дующим образом. Если 1 = (5, $) — элемент в Г u GEG, 
то полагаем 

401 = (ао5)о5. 


То, что отображение @>AOy есть автоморфизм, оче- 
видно. Если мы проверим еще тождество (@о1) 01, = 
—а0 (11!), то все будет сделано. Пусть 1=:(5, $) и 
11 = (51, $1). Тогда 


(Z 0 1) 0 y= ((@ов) 0 9) ов) оф; 
@0 (111) =20 (5 (3,0 9° *), 1) = (ZO (во (4, оф "))) офф. 


Переходя к я-компонентам, получим: 


((((Z.0 8) оф) об!) оф) (4) = (((Z0 5) оф) ов!) (ао 91") = 
= ((Z 0) 0 g) (40 977) ов, (во 91") = 
— (@0 5) (a0 gig) ов, (40 7"). 
((Z0 (8 (3, 0$ "))) о Gy) (4) = GO (8 (3, 0 Y™)) (40 ФИФ”) = 
G (a0 yg) O(5 (ао) 5, (во 91") = 
(2 (a0 pp") 05 (40 G19) о, (40 GF) = 
= (402) (2095197) 04, (возр). 
Отсюда и следует нужное тождество. 

Допустим далее, что в рассматривавшейся сейчас 
паре ($, У) область действия @ есть ®-группа. В пол- 
ной прямой сумме С выделим дискретную прямую сумму 
Ф-подгрупп @, и обозначим ее через G. Ясно, что 
а — допустимая относительно Г @®-подгруппа в С, и, 
следовательно, мы получаем представление Г относи- 
тельно прямой суммы @®-групп ®,. При этом выполняется 
следующее свойство. Для каждого aGl ®-подгруппа 
<, допустима относительно »Х, и если 9 — элемент в Ф, 
рассматриваемый также как элемент в Г, то подпара 
($,.‹, Ф`;.Ф) совпадает с подпарой (Gx. 0) Уньо). 

Тредположим еще, что У— подгруппа в некоторой 
группе Г’, и пусть J=I"/S и Ф—=5,. В таком случае 
разобранным сейчас методом мы можем определить пред- 
ставление относительно G полной мономиальной над > 
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и Г’/УХ группы. С другой стороны, каждому выбору си- 
стемы представителей смежных классов отвечает неко- 
торое мономиальное представление группы Г’. Таким 
образом, мы приходим к представлению группы Г’ отно- 
сительно Я-группы С. Это представление продолжает 
исходное представление ХУ относительно @. 


5. Радикалы, связанные с представлениями. Как уже 
отмечалось, понятие изоморфизма пар позволяет гово- 
рить об абстрактных свойствах пар. Абстрактные свой- 
ства пар, в которых существенна роль как области дей- 
ствия С, так и действующей группы Г, называются еще 
внешними или относительными свойствами, соответ- 
ственно, действующей группы или области действия. 
Различные примеры таких внешних свойств будут в даль- 
нейшем рассмотрены, а пока приведем некоторые опре- 
деления. 

Пусть 0 — внешнее свойство. Будем говорить, что под- 
система H С С обладает свойством 0 (или является 0-под- 
вистемой), если эта подсистема допустима и подпара (Л, Г) 
является @-подпарой. Соответственно, подгруппа SCT 
называется 6-подгруппой, если пара (G, Г) является 
0-парой. 

Подобно тому как это делается для абстрактных 
групп, определяется 0-радикал действующей группы Г. 
9-радикал в Г-—это подгруппа в Г, порожденная всеми 
ее инвариантными 0-подгруппами, при условии, что эта 
подгруппа сама является @-подгруппой. Обозначим этот 
9-радикал через 6с(Г), или, если область действия 
фиксирована, через 0(Г). Подгруппа У==09(Г) обладает 
следующим свойством: 

5.1. Для любой пары (G, Ф), содержащей пару (G, Г) 
и такой, что Г-— нормальный делитель в Ф, подгруппа 
х— также нормальный делитель в Ф. 

Если 9 @®, то пары (@, >) и (Gog, 9 Se) изоморфны, 
и, следовательно, подгруппа oso является 8-подгруп- 
пой, причем инвариантной в Г. Так что $ "\Хо С х. От- 
сюда уже следует 9 So= У. 

Отмеченное свойство подгруппы S мы будем назы- 
вать С-характеристичностью (относительной характери- 
стичисстью) этой подгруппы. Понятно, что характери- 


—>- 
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стическая в обычном смысле подгруппа из Г характе- 
ристична и в этом новом смысле. 

Можно говорить также и о 0-радикале в области 
действия. Мы ограничимся здесь двумя случаями. Пусть 
вначале napa (G, Г) рассматривается как чистая пара. 
Будем говорить, что в множестве G имеетея 4-радикал, 
если сумма всех 0-подмножеств из С также является 
4-подмножеством. В таком случае это максимальное 
04-подмножество называется 8-радикалом в С и обозна- 
чается через бг(С) (или 0((), если понятно, о какой 
группе идет речь). 

5.2. Радикал 0(() является относительно таракте- 
ристическим подмножеством в С. 

Действительно, пусть пара (G, Г) содержится в паре 
(С, Ф), причем Г — нормальный делитель в Ф, и пусть 
Н =8 (С). Тогда при любом ¢ из Ф пары (ВН, Г) и 
(Hoy, ole) =(Hoo, Г) изоморфны. Следовательно, 
(Ноф, Г) —0-пара и HogCdH. Но это означает, что 
Н — Ф-допустимое и потому характеристическое подмно- 
жество в С. 

Теперь — случай пары (С, Г), в которой область дей- 
ствия есть Э-группа. В этом случае радикал 0 (С) есте- 
ственно определить как идеал в Са, совпадающий с сум- 
мой всех допустимых идеалов, обладающих свойством 
. Мы говорим, что этот радикал существует, если 
указанная сумма сама обладает свойством 0. Анало- 
гично TOMY, как это делалось в 9.2, показывается, что 
9 (С) есть относительно характеристическая @-подгруппа 
в а. Кроме того, так же как и в п. 1.2.6, можно оп- 
ределить верхний 0-радикал в С и соответствующую 
полупростоту, а также корадикалы. 

Некоторые конкретные радикалы будут рассмотрены 
в этой и следующей главах. 

Отметим далее, что для выделения внешних свойств 
пар (С, Г), в которых С — алгебра, можно воспользо- 
ваться идеей битождеств, обобщающих тождества. 
В битождествах участвуют символы двух сортов: одни 
связаны с областью действия, а другие —c действу- 
Meu группой. Кроме того, наряду с символами опера- 
ций алгебры и действующей группы используется сим- 
вол действияо. Опираясь на такие битождества, можно 
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определить примитивные классы пар и свободные пары 
этих классов. (См. по этому поводу Добавление.) Бито- 
ждества являются частным случаем политождеств (по 
поводу политождеств в группах см. работу О. Н. Голо- 


вина [1]; см. также уже упоминавшуюся работу Ф. Xur- 
гинса [3]). 


§ 2. ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ 


1. Предварительные замечания. Пусть задана некоторая 
группа. Для каких алгебраических систем эта группа 
может служить группой автоморфизмов? Этот вопрос 
рассматривается в настоящем параграфе. Наиболее силь- 
ный из относящихся сюда результатов содержится в тео- 
реме 2.1 из следующего пункта, а пока О неко- 
торые простейшие соображения. 

Пусть Г — произвольная группа и Х — некоторое мно- 
жество. Hak и раньше, через ХоГ мы обозначаем мно- 
жество формальных выражений Х ос, с @Г, причем ка- 
ждый «cE X можно отождествить с LOE, е — единица 
в Г, и тогда можно считать, что Х принадлежит ХоГ. 
Одновременно мы получаем чистую пару (ХоГ, Г). 
Если, далее, задан некоторый примитивный класс ал- 
гебр и а — свободная алгебра этого класса, порожден- 
ная свободно множеством Хо Г, то действие Гв ХоГ 
однозначно продолжается до представления Г автомор- 
физмами алгебры С. Поэтому, в частности, каждая 
группа есть группа автоморфизмов некоторой группы, 
некоторой абелевой группы, некоторого кольца, некото- 
рого коммутативного кольца и т. д. Используя переход 
от свободного коммутативного кольца к полю отноше- 
ний, мы заметим также, что каждая группа есть группа 
автоморфизмов некоторого поля. 

Отметим далее, что из рассмотрений п. 4 предыду- 
щего параграфа непосредственно следует, что для лю- 
бой группы Г и любой алгебраической системы ©, со- 
держащей более одного элемента, существует точное 
представление Г относительно некоторой степени ©. 
Действительно, мы можем исходить из регулярной пары 


(Г, Г), и тогда Г обладает точным представлением от- 
носительно < = @Г. 
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Разберем аналогичный вопрос для приведенных про- 
изведений-степеней. Пусть даны алгебраическая система 
© и чистая пара (Г, Г). Допустим еще, что на множе- 
стве J задан фильтр D, инвариантный относительно Г. 
Последнее означает, что при любых ХЕРД и с ЕГ должно 
быть ХосЕР. Пусть, далее, каждому а @ Г сопоставлен 
экземпляр ©, системы ©, и допустим, что С есть пол- 
ное прямое произведение Bcex_G,, р=р, — конгруэнция, 
отвечающая фильтру D, и С = — соответствующее 
приведенное произведение. Как и раньше, определяется 
действие Г в С. Покажем, что конгруэнция о допустима 
относительно Г. Возьмем в С два элемента 4 и 6, срав- 
нимые по модулю р. При этом Goo и bog, с СГ, также 
сравнимы по модулю р. Действительно, если 5 = {я | a(a) = 
—6 (*)} ЕД, то {а | (ао) (a) = (Бо) (а)} = 5 ос, а в силу 
инвариантности фильтра О имеем 5 ос ЕД. Это и озна- 
чает, что @Oo и bos сравнимы по модулю р. Таким 
образом, мы можем ` перейти к фактор-представлению 
группы Г относительно основного множества G приве- 
денного произведения. Легко понять, что при этом дей- 
ствие Г в С сохраняет все операции и предикаты этого 
приведенного произведения. 

Заметим далее, что если с@Г и множество непо- 
движных относительно с элементов из / принадлежит 
фильтру D, то с принадлежит ядру представления Г 
относительно G. Если, в частности, центр 1(Г) при- 
надлежит D, то полученное раньше представление ока- 
зывается тривиальным. 

Допустим сейчас, что алгебраическая система © 
бесконечна. Покажем, что в этом случае элемент о 
только тогда принадлежит ядру представления Г отно- 
сительно G, когда совокупность всех неподвижных OT- 
носительно с элементов из J принадлежит D. С этой 
целью разобьем множество J на траектории цикличе- 
ской подгруппы {5}. Если [&] — одна из таких траекто- 
pul, то ввиду того, что она не более чем счетна и ® — 
бесконечное множество, можно установить взаимно од- 
нозначное соответствие между элементами из [a] и эле- 
ментами некоторого подмножества из ®. Исходя из та- 
KOTO соответствия, сопоставим элементам из [а] элементы 
из ©. Так мы поступим co всеми {с}-траекториями из 
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I. В результате будет выделен в С некоторый элемент 
5. Из выбора элемента # видно, что множество индек- 
сов а, для которых # и Рос имеют одинаковые компо- 
ненты, в точности совпадает с множеством неподвиж- 
ных относительно с элементов из Г. Следовательно, 
если с лежит в ядре, то множество неподвижных отно- 
сительно с элементов из J принадлежит фильтру. 

Из отмеченного свойства, в частности, следует, что 
если группа Г действует на множестве Г регулярно (без 
неподвижных точек), то при бесконечном @ представ- 
ление Г относительно G оказывается точным. 

Замечание, сделанное в начале этого пункта, пока- 
зывает еще, что если ® — некоторый нетривиальный 
класс алгебраических систем, замкнутый относительно 
полных прямых произведений, то для любой группы Г 
в Я имеется алгебраическая система, относительно ко- 
торой Г обладает точным представлением. Учитывая, 
с другой стороны, что каждый аксиоматизируемый класс 
моделей замкнут относительно ультрапроизведений, мы 
теперь могли бы утверждать следующее: если группа Г 
действует регулярно на некотором множестве Г, обла- 
дающем инвариантным относительно Г ультрафильтром, 
то для любого аксиоматизируемого класса моделей ®, 
содержащего бесконечные модели, в ® имеется такая 
модель G, что Г обладает относительно С точным пред- 
ставлением. И сожалению, это простое соображение не 
может быть реализовано: как заметил Ю. Л. Ершов, 
легко проверить, что если группа Г действует на мно- 
жестве J, то для каждого инвариантного ультрафильтра 
на J при любом с@Г множество всех неподвижных от- 
носительно с точек принадлежит ультрафильтру. Если, 
в частности, Г действует регулярно, то Ha J нет инва- 
риантных ультрафильтров. 

Приведем еще одно замечание по поводу отношения 
равенства в теории моделей, без которого, в частности, 
нельзя обходиться при рассмотрении аксиом, характери- 
зующих представления групп относительно алгебраиче- 
ских систем. 

Пусть 9% — некоторая система аксиом, включающих 
равенство (=), определяющая класс моделей ®, и пусть 
еще (7 —- модель из класса ®. Отношение равенства оп- 
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ределяет на С некоторую эквивалентность р, и можно 
говорить о фактор-модели G/o. В общем случае эта фак- 
тор-модель может не быть моделью системы аксиом 9). 
Если, однако, ко всем аксиомам из SN добавить еще 
следующие аксиомы: 


(т, = Yq) & (Ly = у)&... K (Ly Yq) СР (2: LQ, +++, Ly) > 
> P (Ys У... И»), 


где Р пробегает все основные предикатные символы, 
a x, и у; — соответствующие предметы и переменные, — 
обозначим эту новую систему через 9), — то легко про- 
верить (см., например, Гильберт—Аккерман [1]), что из 
того, что С удовлетворяет системе 9), следует, что 
этой же системе удовлетворяет и G/p. 

В дальнейшем всегда будет считаться, что слова 
«система аксиом SN с равенством» предполагают совпа- 
дение наборов 5% и WD. В таком случае, переходя 
к фактор-моделям G/p, мы обратим отношение равенства 
в тождество элементов. В доказательствах теорем нам 
придется иногда вводить новые предикаты. В связи 
с этим заметим, что при этом всегда молчаливо будет 
предполагаться, что добавляются и аксиомы приведен- 
ного выше типа, связывающие эти предикаты с равен- 
ством. 


2. Теорема Мостовского—Эренфойхта. Пусть J — произ- 
вольное множество, упорядоченное (линейно) некоторым 
отношением <, (1, Г) — пара, в которой группа Г co- 
храняет порядок на множестве J, и ® — некоторый класс 
моделей, определяемый системой аксиом УЙП с равен- 
ством и обладающий бесконечными моделями. В работе [1] 
А. Эренфойхт и А. Мостовский доказали следующую 
интересную теорему: 

2.1. В классе ® имеется такая модель G, что основ- 
ное множество G содержит множество Г, и существует 
представление группы Г относительно модели G, совпа- 
дающее с исходным представлением на множестве Г. 
В частности, если Г действует на I точно, то можно 
считать, что ГС Aut (Ц). 

Докажем эту теорему. Пусть 9% — аксиомы, опреде- 
ляющие класс R, и пусть Ф — множество всех предикат- 
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ных символов этого класса. Согласно общим рассмотре- 
ниям из п. 1.3.4 набору Wt отвечает некоторый набор 
формул Qt без кванторов существования и содержащих 
также символы операций. Множество всех таких опера- 
ций обозначим через ®. Набор WM является совместным 
одновременно с набором IN, причем всякая модель на- 
бора DN является также и моделью набора SN, и на- 
оборот, на всякой модели системы формул Dt можно 
так определить все операции из ®, чтобы получилась 
модель набора формул We. 

Обозначим через X, все предметные символы, входя- 
щие в формулы набора OM, и пусть Х — объединение 
множеств X, и J. Через G обозначим свободную ®-ал- 
гебру, порожденную множеством Х. Распространим дей- 
ствие группы Г на множество Х, считая, что все эле- 
менты из Х, остаются неподвижными относительно дей- 
ствия группы Г. В таком случае однозначно опреде- 
ляется действие группы Г и в (, и мы получаем пару 
(а, Г). Наша цель теперь показать, что на множестве 
С можно так определить все предикаты системы DP, 
чтобы, с одной стороны, получилась модель, принадле- 
жащая классу ®, а с другой, — все эти предикаты были 
инвариантны относительно группы Г. 

Рассмотрим следующие три группы формул. К пер- 


вой группе отнесем все формулы набора Wt. Во вторую 
группу мы включаем всевозможные формулы вида a= |, 
где (а, 6) — пары различных элементов из множества Г. 
Здесь элементы из J рассматриваются также как пред- 
метные символы, и мы надеемся, что такая двойственность 
в отношении этих элементов не вызовет недоразумений. 
Третья группа формул строится следующим образом. 

Пусть Р — предикат из Ф; допустим, что этот пре- 
дикат п-местный, и пусть а, dy, ..., а, — элементы BG. 
Эти элементы могут быть выражены однозначно через 
элементы множества Х с помощью некоторых операций 
системы ®. Допустим, что при этом используются сле- 
дующие элементы множества Х: 1, Zo, ..., 4. В pe- 
зультате предикат P, связывающий элементы d,, а.,..., 
Q,, приводит к производному отношению Р’, уже Ё-мест- 
ному, между элементами Z,, Zo, ..., Ly, определяемому 
через Р’ (x,, 2, ..., 2,) =Р (а, dy, ..., а,). HK третьей 
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группе мы отнесем теперь всевозможные формулы вида 
/ —> 
Ру к 05, 230 Oya 43 HOS), 


Это действительно формулы рассматриваемого нами 
языка, так как вместе с каждым хЕХ элемент хобс, 
с@Г, мы можем рассматривать как предметный символ. 
Обозначим через 5% систему формул, объединяющую 
формулы приведенных трех групп. 
ормулы набора 5 не содержат кванторов суще- 

ствования, и все символы операций этого набора те же, 
что и в наборе Dt. Кроме того, система предметных 
символов набора 5% исчерпывается множеством Х. По- 
этому, если будет установлена совместность этого на- 
бора, то отсюда будет следовать, что уже на алгебре 
G можно так определить все предикаты системы Ф, 
чтобы в результате получилась алгебраическая система 
С, удовлетворяющая всем аксиомам набора 5%. 

Предположим, что это уже сделано. В таком случае 
очевидно, что на множестве G будет определена модель 
системы аксиом 9), т. е. модель из класса KR. Ироме 
того, нетрудно понять, что формулы третьей группы ак- 
сиом обеспечивают инвариантность всех основных пре- 
дикатов такой модели относительно группы Г. Ясно 
также, что после факторизации модели G по отношению 
равенства возникшая при этом модель G/p также удов- 
летворяет требованиям теоремы. 

Таким образом, теорема будет полностью доказана, 
если мы установим, что система формул 5% совместна. 

Для доказательства совместности набора 5% доста- 
точно проверить, что этот набор является локально 
совместным. Пусть 9 — некоторая конечная часть на- 
бора $$. Разобьем эту часть на три группы: 5%, 9% и 
MN, Здесь MN — аксиомы первой группы набора ‚ вхо- 
дящие BM, и соответственно определяются 9% и ge 
Нам удобно будет дальше предположить, что все пред- 
метные символы, входящие в формулы набора Yt, вхо- 
WAHT также и в формулы набора YQ. Если бы это было 
не Tak, то набор Yt, можно было бы соответствующим 
образом пополнить. 

Пусть дальше Q,, 95, ..., U,— все формулы систе- 


мы 3, и с, — элемент из Г, входящий в формулу 2,. 


mn — fas 
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Обозначим еще через М = (81, &.,..., &,) совокупность всех 
элементов множества J, входящих в качестве предмет- 
ных символов в левые части формул группы 9%., и пусть 
M=M,,u М; —это совокупность элементов вида & об; 
по всем g@M. Обозначим M*¥=—M,UM,U...U M,. 

Согласно условию, среди моделей класса ® имеются 
и бесконечные модели. Пусть © — одна из таких моде- 
лей. Через © (п) обозначим множество всех подмножеств 
из ©, содержащих ровно п различных элементов. Упо- 
рядочим еще некоторым произвольным образом множе- 
ство | | 

Если теперь А и В— два произвольных конечных 
подмножества в J и © соответственно, состоящие из 
одинакового количества элементов, то существует в точ- 
ности одно взаимно однозначное соответствие между 
элементами этих подмножеств, сохраняющее упорядо- 
ченность. Такое соответствие назовем естественным со- 
ответствием, связанным © множествами Аи В. Восполь- 
зуемся еще следующим, обычным в математической ло- 
гике, обозначением. Если Р — высказывание, то P*, 
г = +1, обозначает Р для emi и ~P для в—=—1. 

Разобьем теперь множество © (п) на 2* непересекаю- 
щихся подмножества Се е,...в,, 6; = -Е1, i=l, 2, ..., 5, 
по следующему признаку. Пусть YE@(n) и пусть 
P' (214) Tq, «++, 2,) — левая часть некоторой формулы ,, 
2, ..., $. Среди содержащихся здесь х могут быть 
некоторые элементы множества М. Все эти элементы за- 
меним отвечающими им при естественном соответствии 
между М и У элементами из У. Остальным х также 
отвечают некоторые элементы модели © (при содержа- 
тельном истолковании набора формул Qt на модели ©). 
Таким образом, все аргументы 21, 2., ..., х, превратятся 
в элементы из ©, и мы получим определенное высказы- 
вание, которое условимся обозначать через Р’, (У). Под- 
множество, У мы отнесем к С....,„ если для всех 
1—1, 2, ..., s будет выполняться Psi (У) =ЙИ. Понятно, 
что таким образом действительно получается разбиение 
© (п) на 2° непересекающиеся подсистемы. 

Нетрудно проверить, что для некоторого распреде- 
ления значений в, — 2020... = — найдется такое беско- 
нечное подмножество GO CG, что ©'(п) С Со сш. До- 
| о 


р № 
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казательство этого факта можно найти, например, в ра- 
боте Ф. Рамсея [1]. Возьмем такое © и еще множество 
М*, содержащее ровно т различных элементов. Так как 
(©! — бесконечное множество, то в ©’ произвольным 
образом можно выделить подмножество Y*, также со- 
держащее ровно т различных элементов. Воспользуемся 
естественным соответствием между элементами из М” и 
Y* и сопоставим каждому g@M* определенный элемент 
из множества У*. При этом все формулы из набора MN, 
приобретут определенный смысл на модели @. Покажем, 
что все эти формулы окажутся истинными на @®. Пусть 


J —> / 
ВР о оо 
одна из таких формул. Обозначим через у, Yo, ..., ИУ» 
иу, и, ..., И, элементы в ©, отвечающие аргументам 


левой и правой частей соответственно. Если некоторый 
x, принадлежит множеству Х то у, и у; совпадают, 
а если д, ЕМСТ, то у, и У, принадлежат У*С ©. 
Допустим далее, что Z;,, 1;,..., Х— это все те аргу- 
менты левой части формулы, которые принадлежат под- 
множеству М. Если через У обозначить образ множества 
М в У*, то соответствие т,,<> у: очевидно, является 
также естественным соответствием, связанным с множе- 
ствами М и У, так что из условия будем иметь 


0 
Р'" (у, Yor «oy Y=. 

Пусть теперь У; — образ множества М; в У*. По- 
нятно, что соответствие х;,0с<>у;, является естествен- 
ным соответствием, связанным с множествами У; и M,. 
Учитывая дальше, что группа Г сохраняет порядок на 
множестве [, мы можем заключить, что соответствие 
1, <>у:, также является естественным соответствием, 
связанным уже с множествами М и Y,. Снова по усло- 
вию имеем: 


0 
,*, 7; J 7 ель 
Pe (Yi Yar +0 Ув) =H. 
Теперь очевидно, что выполняется формула 
r — , , r ’ 
Е. (у, Yor sey Yn) — PLY, Yor 22% У). 


Так будет при любом i=1, 2,..., $ и, следова- 
тельно, выделенное отображение множества M* в.® 
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обеспечивает выполнимость на @ всех формул из 9%. 
Кроме того, на © выполнены все формулы набора Yi, 
и ввиду того, что все предметные переменные набора 
MN, содержатся, по договоренности, в множестве М, все 
формулы из OY также оказываются выполненными. Та- 
ким образом, доказаны совместность набора 5 и ло- 
кальная совместность системы формул 5%. Теорема до- 
казана. 

Из этой теоремы, в частности, следует, что в каждом 
классе ®, обладающем бесконечными моделями, имеются 
модели с бесконечными, даже непериодическими груп- 
пами автоморфизмов. 

Действительно, пусть Г — произвольная упорядочи- 
ваемая группа и пусть (Г, Г) — соответствующая регу- 
лярная пара. Тогда правая группа Г сохраняет порядок 
на левом множестве Г. Если теперь С — модель из класса 
®, удовлетворяющая условиям теоремы, с множеством 
Г в качестве J, то группа всех автоморфизмов модели 
С содержит, очевидно, подгруппу, изоморфную Г. Роль 
группы Г может исполнять, например, бесконечная 
циклическая группа. 

Теорема Мостовского — Эренфойхта находит различ- 
ные применения в общей теории моделей. Одним из этих 
применений является утверждение о том, что для вся- 
кой системы аксиом (УЙП) арифметики имеется модель 
с бесконечным числом автоморфизмов. Этот факт су- 
щественно дополняет известную теорему Сколема о не- 
полноте арифметики — он означает, что средствами 
УИП невозможно даже указать такую аксиоматику 
арифметики, в моделях которой, подобно арифметике, 
все элементы были бы индивидуализированы. 

Нетрудно заметить, что теорема 2.1 неверна без 
дополнительных предположений относительно группы Г. 
Действительно, если, например, ® — класс упорядочен- 
ных групп (этот класс аксиоматизируем), то группы 
автоморфизмов всех моделей этого класса должны быть 
группами без кручения. 

Рассмотренное здесь доказательство теоремы 2.1 
является довольно громоздким, и поэтому было бы 
интересно поискать упрощения. Как это видно из рас- 
смотрений предыдущего пункта, в различных конкрет- 
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ных случаях такие упрощения могут быть достигнуты 
с помощью подходящих приведенных произведений. При- 
веденные произведения, как нетрудно понять, ничего 
не дают, например, для класса ® линейно упорядочен- 
ных групп. Однако в этом случае положение удается 
спасти с помощью так называемых лексикографических 
произведений. 

Попутно заметим здесь, что А. Эренфойхту принад- 
лежат некоторые исследования относительно групп авто- 
морфизмов упорядоченных множеств. В частности, 
в совместной статье с Чангом (Чанг — Эренфойхт [1]) 
доказывается, что абелева группа тогда и только тогда 
является группой автоморфизмов некоторого линейно 
упорядоченного множества, когда эта группа изоморфна 
прямому произведению некоторых подгрупп аддитивной 
группы вещественных чисел. 

В списке литературы указаны также некоторые 
другие работы по группам автоморфизмов упорядочен- 
ных множеств. 


3. Одна теорема Г. Биркгофа. В работе Г. Биркгофа 
[2] приводится простая конструкция, из которой выте- 
кает следующая теорема: 

3.1. Каждая группа является группой всех автомор- 
физмов некоторой алгебры. 

Пусть © — произвольная группа и (©, ©) — соответ- 
ствующая регулярная пара. Каждому элементу a€G 
сопоставим унарную операцию ©, по правилу: если # 6 ©, 
то йо, —= ай. Имеем 


hw, 0g —айо g=ahg =a (hg) = (ho g) On 


т. е. все такие операции ©, инвариантны относительно 
действия группы ©. Пусть теперь $ — произвольная 
подстановка на множестве G, такая, что (hw,)s = (hs) 
при любых h, а@®. 

Отмеченное тождество равносильно следующему: 
(ай) $ —=а (#5). Беря теперь в качестве # единицу е группы 
<, мы получим 45 =а (е5), что означает, что подстановка 
$ действует так же, как элемент е5 © ©. Следовательно, $ 
принадлежит проекции группы ©® относительно множества 
©, п эта проекция совпадает с группой всех автомор- 


а 


118 ГРУППЫ АВТОМОРФИЗМОВ АЛГЕБР. СИСТЕМ (tm. it 


физмов алгебры, определяемой всеми операциями ®, на 
множестве G. 

Аналогичная конструкция, но уже на языке моделей 
с двуместными отношениями, имеется также в работе 
А. Мостовского и А. Эренфойхта, которой был посвя- 
щен предыдущий пункт. 

Как мы увидим в следующем параграфе (теорема 3.1), 
для конечных групп имеет место более сильный результат. 

Отметим еще, что, как показал Д. Грот [1], каждая 
группа есть группа всех автоморфизмов некоторого 
кольца. С другой стороны, в работе [1] Г. Сабидуси 
показывается, что каждая группа есть группа всех 
автоморфизмов некоторого графа. Было бы интересно 
знать, какие еще из известных классов алгебраических 
систем обладают указанным свойством. (См. также ра- 


боты Е. Шмидта [1, 2]. 


4. Локальные теоремы о представлениях. Предварительно 
приведем дополнительные замечания о многоосновных 
моделях. В связи с многоосновными моделями прихо- 
дится рассматривать обобщенные формулы УИЦ, в ко- 
торых переменные, предметные символы и кванторы 
специализированы, т. е. отнесены к определенным основ- 
ным множествам. Известные приемы позволяют, однако, 
свести такие обобщенные формулы к обычным одноос- 
новным формулам. Напомним, как это делается, следуя 
(дословно) работе А. И. Мальцева [15]. 

Пусть заданный класс ® многоосновных моделей 
имеет основные множества G,, aGJ, и основные преди- 
каты P,, BEL’. Обозначим через R* класс моделей с одним 
основным множеством G и предикатными символами 
V P;, aG@J, ВЕГ. Здесь все предикаты И, одноместные, 
а символы Р’; того же типа, что и Р‚, лишь аргументы 
в P, относятся все к одному множеству G. Каждой 
формуле УЙП Q, относящейся к классу ®, ставим в COOT- 
ветствие формулу 9%[Г, связанную с классом Я*, по сле- 
дующим правилам: 

1. Если 9% не содержит кванторов, то %[" получается 
из 9[ заменой символов P, символами Рь. 

2. Если 9 = (dz), «El, то W* = (Az) (V, (1) & Ah). 

3. Если Q==(V2"*),, «EL, то W* = (Vz) (V, (x) > 91). 
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Имея теперь модель класса Я, удовлетворяющую 
аксиоме %][, полагаем G= UG,, « Е Г, и при этом 7, (1) =Й 
равносильно 5 ЕС, 


P, (x, Lo, a | 2 


Pi (1 2, +++ 2.) = Л, если Py (x,, 2, --., t,) (1) 
не определено. 


В результате получим одноосновную модель С, удов- 
летворяющую аксиоме %[. Обратно, если С есть модель, 
связанная с классом ® и удовлетворяющая 2", то, 
обозначая через С, совокупность элементов хЕС, для 
которых ТУ,(2) =Й, и определяя P, соотношением (1), 
получим модель, удовлетворяющую аксиоме %[. Чтобы 
выполнялось соотношение G== UG, при конечном мно- 
жестве J, например J==(1, 2, ..., г), следует ввести 
еще аксиому (Wz) (7, (2) М/Т, (2) \/ ... МТ, (2). 

Поступая так со всеми формулами, определяющими 
класс многоосновных моделей Я, мы получим новый 
набор уже одноосновных формул, всякая модель кото- 
рого позволяет получить из нее модель из класса ®. 
Этот процесс сведения позволяет также утверждать, 
что локальная теорема Гёделя— Мальцева, доказанная 
раньше для одноосновных моделей, справедлива и для 
многоосновных моделей. 

Как уже отмечалось, всякую пару (G, Г), где G — од- 
ноосновная алгебраическая система и Г — группа, можно 
рассматривать как двуосновную модель. Однако много- 
основные модели нас интересуют еще и в связи со сле- 
дующим обстоятельством. В классической теории пред- 
ставлений областью действия являются векторные про- 
странства. При исследовании вопроса о существовании 
представления здесь приходится определять действие 
на некоторой абелевой группе, подбирая при этом еще 
подходящее поле. Другими словами, приходится решать 
вопрос о существовании двуосновной модели, связанной 
с представлением группы. 

В связи с этим фактом полезно также рассматри- 
вать представления групп относительно многоосновных 
моделей — многоосновные представления. При этом дей- 
ствующая группа Г должна действовать как группа 
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подстановок на каждом из основных множеств, COXpa- 
няя все основные предикаты, в том числе и связываю- 
щие элементы из разных основных множеств. 

Точность таких многоосновных представлений можно 
определять по-разному. Мы ограничимся в дальнейшем 
следующим специальным случаем. Будем считать, что 
среди основных множеств моделей рассматриваемого 
класса выделяется одно, называемое главным основным 
множеством. Все остальные основные множества назовем 
вспомогательными. В таком случае представление будем 
называть точным, если оно точно на главном основном 
множестве. Имея в виду применения к линейным пред- 
ставлениям, в дальнейшем мы ограничимся еще более 
специальным случаем, когда на всех вспомогательных 
множествах группа Г действует тривиально (просто 
не действует). Только такие многоосновные представле- 
ния мы и будем рассматривать. 

Теперь, наконец, можно сформулировать теорему, 
ради которой здесь шла речь о многоосновных предста- 
влениях. 

4.1. Если ® — аксиоматизируемый класс многоосновных 
моделей с выделенными главными основными множествами, 
Г — группа и каждая подгруппа из Г, имеющая конечную 
систему образующих, обладает точным представлением 
относительно некоторой модели из класса R, то и вся 
группа Г обладает точным представлением относительно 
некоторой модели класса ®. 

Доказательство этой теоремы опирается на локаль- 
ную теорему УИП. Отнесем каждому с@Г двуместный 
предикат А,(5, у), который в содержательном истолко- 
вании означает следующее: если G — подходящая модель 
из класса ®, на которой действует группа Г, To хи 
у — элементы главного основного множества G,, 
а А. (1, у) =Й означает, что выполняется хос==у. Рас- 
смотрим теперь следующие группы аксиом — формул Y UII. 

Через MW, обозначим группу аксиом, определяющих 
класс ®; среди этих аксиом имеются и аксиомы равен- 
ства. Заметим, что приводившиеся выше соображения 
о равенствах легко распространяются и на многооснов- 
ной случай. Дальше возьмем группу аксиом Qt, утвер- 
ждающих, что для каждого с@Г отображение T> ZO 
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есть подстановка на главном основном множестве мо- 
дели. Сюда относятся аксиомы: 

1) Vx Чу А, (2, y), 

2) Vy dx А, (т, у), 

3) WaWyV2[A, (1, y) А, (2, 2) > (у= 2) 

4) УзУуу = [А, (2, 2) А. (у, 2) > (2=)]|. 

Эти аксиомы следует мыслить выписанными для всех 
сЕГ. Все кванторы (здесь и в следующих группах We, 
и 9.) отнесены к главному основному множеству. 

Группа аксиом IN, состоит из аксиом вида 


УзУуУ? [А, (x, у) & А. (у, 2) > A, (2, 2)]. 


Такие аксиомы берутся для всех сб, ФЕГ, и означают 
они, очевидно, что выполняется соотношение (x O 5) оф— 
— LOS. 

Следующая группа аксиом MW, выполняемых для 
всех с@Г, отличных от единицы, означает, что рассмат- 
риваемое представление является точным: 


Ardy ((cAy)& А, (т, у)). 


Дальше следуют аксиомы — группа 9),, — означаю- 
щие, что элементы из Г действуют как автоморфизмы 
модели. Эти аксиомы сопоставляются каждому основному 
предикату P и каждому сЕГ. Если Р — п-местный пре- 
дикат, то соответствующая аксиома имеет вид 


Ух, Ух....Ут,Уу Му....Уу, [А (т, у) & A, (Ley Yo) &... 
211A, (Las Yn) > (Р (Ly, Saye +s Lp) Р (У Yose + +r Yn) Is 


причем здесь уже аргументы могут принадлежать раз- 
ным основным множествам, и кванторы соответственно 
специализированы. Объединение этих пяти групп аксиом 
обозначим YN. Теперь очевидно следующее. 

Если мы имеем точное представление группы Г отно- 
сительно некоторой модели С класса R, то система ak- 
сиом $) совместна. В качестве соответствующей модели 
следует взять модель G и добавить к основным преди- 
катам все предикаты А, (х, у), считая, что А, (х, у) = TH 03- 
начает, что д и у принадлежат главному основному MHO- 
жеству и тос=у. При этом условии все формулы набора 

окажутся истинными на С. Обратно, пусть система WM 
совместна и С — соответствующая модель. Тогда на мно- 
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жествах С определены и истинны все формулы набора WM, 
и следовательно, модель С принадлежит классу ®. 
Кроме того, на главном множестве G, определены все 
А. (х, у), а истинность формул наборов 9%;, #=2, 3, 4, 
о, означает, что задано точное представление группы Г 
относительно G, рассматриваемой как модель из класса ®. 

Нам остается установить, что в условиях теоремы 
набор $ является совместным, а для этого ввиду тео- 
ремы Гёделя — Мальцева достаточно проверить локаль- 
ную совместность этого набора. 

Пусть 5% — некоторая конечная часть формул на- 
бора MM. Понятно, что в записи формул из 5% участвует 
лишь конечное число элементов группы Г. Пусть У — 
подгруппа в Г, порожденная всеми такими элементами. 
По условию, подгруппа У обладает точным представле- 
нием относительно некоторой модели из класса ®, и 
следовательно, набор Yt оказывается совместным. Та- 
ким образом, доказано, что 9) — локально совместная и 
поэтому совместная система формул. Теорема доказана. 

В четвертой главе будет указано применение этой 
теоремы к линейным представлениям. 

Следующая теорема относится снова к одноосновным 
моделям. 

4.2. Пусть Г — группа, ® — некоторый аксиоматизируе- 
мый класс моделей и G— некоторая модель этого класса. 
Пусть еще для любых конечных подмножеств X CG u 
УсгГв Я® имеется модель Н, содержащая X как под- 
модель, и в Г имеется подгруппа У, содержащая У, 
причем >, обладает точным представлением относи- 
тельно Н. Тогда в ® имеется модель G, содержащая G 
kak подмодель и такая, что Г обладает относительно а 
точным представлением. 

Для доказательства этой теоремы используется по- 
нятие описания модели. Пусть MW, — набор формул УИП, 
определяющих класс R, ЧФ — система всех основных 
предикатов, определяемых на моделях из ®, и @ — мо- 
дель этого класса. Элементы из С будем рассматривать 
также как предметные символы некоторого логического 
языка. Предикатными символами этого языка будут все- 
возможные предикаты из Ф. Описанием модели С на- 
зывается набор формул Ot, состоящий из всех формул 
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вида a=4b, где а и 6 — различные элементы BG, a также 
из всевозможных формул, получаемых следующим об- 
разом: если Р — некоторый, скажем п-местный, преди- 
кат из Ф, то относим к MN формулу Р (а, a,,..., а,), 
если на модели С выполняется Р (а, а.,..., а,) =ЙИ, 
а если на С имеем Р (а, dy,..., а,) = Л, то относим KM 
формулу ~ P(a,, а.,..., а,). Обозначим далее через Wy 
объединение наборов IN, и 5%. Ясно, что модель G можно 
рассматривать также как модель набора формул ЭХ. 

Если, с другой стороны, С’—- некоторая модель си- 
стемы формул Wi, то в этой модели имеется подмодель, 
изоморфная модели С. Основным множеством этой под- 
модели служат все элементы из С’, сопоставляемые пред- 
метным символам, образованным элементами из G. 

Допустим теперь, что для модели С выполняются 
условия теоремы, и пусть 5% -— система формул, состав- 
ленная из набора Wty и наборов W,, #=2, 3, 4, 5, оп- 
ределенных так же, как в доказательстве предыдущей 
теоремы. Чтобы доказать настоящую теорему, доста- 
точно установить совместность системы формул We. Бу- 
дем доказывать ее локальную совместность. 

Пусть 9) — некоторая конечная совокупность аксиом 
из набора IN. В записи этих аксиом участвуют лишь 
конечные наборы элементов из Си Г. Пусть Хи У— 
эти наборы в С и Г соответственно. По условиям теоремы 
этим наборам отвечают подходящие Н и >). Так как Н 
принадлежит классу ® и У обладает точным представ- 
лением относительно Н, то на Н выполняются все те акси- 
омы набора WN’, которые не входят в систему St. Если VY’ 
обозначает совокупность всех остальных аксиом, то раз- 
личным предметным символам, входящим в эти аксиомы, 
отвечают различные элементы .в Н. Совокупность всех 
таких элементов образует подмодель в Н, на которой 
истинны все формулы. системы Ot’. Так как в этих фор- 
мулах нет символов переменных, то набор Qt’ выполняется 
на всей модели Н. Итак, система формул 9) является 
совместной, и 9) — локально совместная система. 


5. Разное. Перечислим здесь некоторые типы задач, 
связанных с группами автоморфизмов, парами и пред- 
ставлениями. Пусть ® — некоторый класс моделей и 
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Г — группа. Рассматривая всемозможные представления 
группы Г относительно моделей из класса ®, мы полу- 
чаем класс представлений (или класс пар). В связи 
с такими классами представлений для различных кон- 
кретных классов моделей ® выделяются следующие об- 
щие проблемы: 

а) Нахождение способов описания таких классов 
представлений или их подклассов для некоторых «хоро- 
ших» ®. | 

6) Нахождение условий существования полной си- 
стемы представлений (с теми или иными дополнительными 
свойствами) группы Г в данном классе моделей. При 
этом система представлений называется полной, если 
пересечение всех ядер этих представлений совпадает 
с единицей в Г. 

в) Изучение свойств самой группы Г в зависимости 
от различных классов ее представлений. 

Первые две из этих проблем являются основными 
в классической теории представлений. С третьей связаны, 
например, различные приложения теории характеров 
в абстрактной теории групп. 

Можно также, в частности, говорить и об обозрении 
всех представлений группы Г относительно заданной ал- 
гебраической системы С. В связи с этой задачей при- 
обретает интерес то обстоятельство, что множество 
отображений A(T, 2(G)) (см. п. 1.1.6) есть группа. 
Представления Г относительно G являются элементами 
в Я(Г, W(G)), и операции в этой группе позволяют 
рассматривать произведения представлений и соответ- 
ствующие разложения представлений. 

С этими задачами тесно связаны также следующие 
типы задач. 

г) Дана индивидуальная алгебраическая система и 
требуется найти группу всех ее автоморфизмов. Здесь 
важную роль играет вопрос о продолжении автоморфиз- 
мов, проблема описания группы автоморфизмов в зави- 
симости от тождественных и определяющих соотноше- 
ний данной алгебраической системы. Некоторые системы 
оказываются жесткими — не имеют или почти не имеют 
автоморфизмов, а в других случаях автоморфизмов 
очень много. Если группа автоморфизмов достаточно 
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большая, то имеет смысл изучать ее абстрактные свой- 
ства. В некоторых хороших случаях группа всех авто- 
морфизмов может быть полностью охарактеризована про- 
стейшими внутренними (абстрактными) свойствами. 

д) Пусть ® — некоторый класс алгебраических си- 
стем и /— операция (абстрактная) на этом классе, со- 
поставляющая каждому набору систем С, Е®, а ЕТ, оп- 
ределенную систему С в ®. Требуется найти группу всех 
автоморфизмов для G, зная соответствующие группы 
для компонент G,, некоторые взаимные свойства этих 
G, и свойства операции f. 

К этой задаче примыкает проблема рассмотрения 
различных производных пар. 

е) Дана, с другой стороны, группа Г, и исследуются 
свойства алгебраических систем, для которых эта 
группа служит группой автоморфизмов (не обязательно 
всех). В такой постановке группа Г дается как аб- 
страктная группа, но можно рассматривать и тот слу- 
чай, когда дана чистая пара (G, Г) и исследуются алгеб- 
раические системы на С (например, группы, кольца и 
т. д.), инвариантные относительно Г. 

ж) Изучается строение пар, принадлежащих некото- 
рым специальным классам пар. При этом, как уже от- 
мечалось, большой интерес представляет исследование 
зависимостей между различными абстрактными свой- 
ствами пар, областей действия и действующих групп. 

3) Известный интерес представляет исследование 
связей между свойствами решетки подпар данной пары 
и свойствами самой пары, свойствами действия. Этот 
круг задач параллелен известной в теории групп 
проблематике, связанной со структурными изомор 
физмами. 

и) Большой цикл задач возникает в связи с рас- 
смотрением логических средств задания пар. Так, в ча- 
стности, интересный цикл вопросов связан с понятием 
элементарной эквивалентности. Грубо говоря, две ал- 
гебраические системы элементарно эквивалентны, если 
они неразличимы средствами языка УИЙП. Элементарная 
эквивалентность далеко не всегда влечет изоморфизм, 
и поэтому возникает задача выделения случаев, когда 
изоморфизм систем может быть все же распознан 
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средствами УИП (разумеется, в терминах основных опе- 
раций и предикатов). Эти задачи интересны и в приме- 
нении к рассматриваемым здесь парам. 

В теории пар можно ставить также ряд алгоритми- 
ческих проблем. 

С логическими основами связана также теория тож- 
дественных соотношений в парах (теория примитивных 
классов пар). 

Различные конкретизации этих задач назывались 
уже раньше и будут отмечаться в дальнейшем. 


$ 3. СООТВЕТСТВИЯ ГАЛУА 


1. Соответетвия Галуа для пар. В первом параграфе этой 
главы для любой пары (G, Г) были определены Г-цен- 
трализатор $: (Н) = (Н) подмножества НСС и Сцентр 


Ze(S) подмножества SCT. Элементы С-центра множе- 
ства УХ называются также инвариантами множества авто- 
морфизмов 3S. С этой точки зрения индивидуальные эле- 
менты алгебраической системы — это инварианты группы 
всех автоморфизмов этой системы. 

Указанные функции зи Z обладают следующими 
свойствами: 

1) Если H,CAH,, то 3(H,)3(H,), и аналогично из 
=, CS, следует Ze (3,) > Ze (>,); 

2) Ze(3(H)) > Н; 3 (Ze (3)) DS 

3) 3 (Za (3 (E))) = 3 (H); 

4) 4(H 00)=0'3(H)o при любом сЕГ; 

5) Ze (1 "4 ) = Ze (>) oy для всех 1ЕГ. 

Свойства 1) и 2) непосредственно вытекают из опре- 
делений, а из 2) следуют включения 3 (Ze (3 (Н))) C3 (A) 
и 3 (бе (3 (Н))) >%3(Н) и, значит, свойство 3). 

роверим теперь четвертое свойство. Пусть h ЕН. 
Из очевидного соотношения 


(Поз) 0 (с 1) = (Вот) ов 


можно заметить, что элемент сс в том и только в TOM 
случае оставляет неподвижным элемент hOs, когда 1 
оставляет на месте h. Этот факт равносилен требуемому 
равенству. Для проверки последнего свойства возьмем 
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(a0 7) 0 (yy) = (aos) 07 


означает, что а тогда и только тогда принадлежит 
Ze(S), когда аот содержится в Zeg(y 'У1). Это равно- 
сильно равенству 5). 

Отмеченные свойства означают, что функции зи Z 
устанавливают особый тип отношений между подгруп- 
пами из Г и подмножествами из G. Отношения такого 
типа принято называть соответствиями Галуа*). 

В случае пар (G, Г), в которых @ — алгебраическая 
система, мы имеем уже соответствие Галуа между под- 
группами в Г и подсистемами этой системы. 

Соответствие Галуа позволяет определить операции 
замыкания (замыкание Галуа) как в действующей группе, 
так и в области действия. Делается это следующим 
образом. Если > — подмножество в Г, то полагаем 
4 —=: (бе (>)). Аналогично, если Н — подмножество в G, 
то Я = в (3 (Н)). Из приведенных выше свойств функций 
3 и Z непосредственно следует, что SCL, HCA, *— 
подгруппа в Г, Я — подсистема в а, %=*. Я=Н. 
Кроме того, если Х— нормальный делитель в Г, то 
(с (>) — допустимая подсистема в а, а для всякой до- 
пустимой подсистемы H CG подгруппа 3,(H) является 


нормальным делителем в Г. Следовательно, замыкание 
нормального делителя из Г также является нормальным 
делителем, и замыкание допустимой подсистемы в С есть 
допустимая подсистема. Непосредственно получается и 
следующее утверждение: всякая замкнутая подсистема 
НС С допустима относительно нормализатора под- 
группы 3.(Н), и этот нормализатор совпадает с сово- 
купностью всех 1ЕГ, для которых Hoy=H. 

Ясно, что соответствие Галуа является взаимно 


однозначным для замкнутых подгрупп в Ги замкнутых 
подсистем в (Ц. 


*) В действительности это только одна из разновидностей со- 
ответствий Галуа. В дальнейшем будут приводиться и другие 
типы соответствий Галуа. Самое общее определение соответствий 
Галуа см., например, в книге. А. Г. Куроша [4]. 
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Соответствия Галуа играют, как известно, решаю- 
щую роль в классической теории Галуа. В этой теории 
областью действия является поле, а действующая группа 
состоит из всех автоморфизмов этого поля, оставляющих 
неподвижными элементы некоторого подполя. При этом 
рассматривается случай, когда все подполя, содержащие 
это подполе, а также все подгруппы группы автомор- 
физмов замкнуты. 

Теория Галуа полей обобщалась в различных на- 
правлениях, и, в частности, многочисленные исследова- 
ния посвящены теории Галуа тел, колец, линейных ал- 
гебр, дифференциальных полей и т. д. Имеется также 
небольшое число работ, посвященных теории Галуа 
общих алгебраических систем (см., например, работу 
М. Hpacuepa [1] и заметку А. Адама [1]; сюда же при- 
мыкает статья Ф. Маутнера [1]. 


2. Продолжение представлений. Шкала Бурбаки. Следуя 
Н. Бурбаки, через Ф (С) будем обозначать множество 
всех подмножеств множества С. Если задано представ- 
ление группы Г относительно множества С (чистая пара 
(а, Г)), то это представление естественно продолжается 
до представления Г относительно Ф ((): если Н — эле- 
мент в $ (а) исЕГ, то Нос— это элемент в ф (С), 
совпадающий с множеством всех hoo, ЙЕН. Другой вид 
продолжения представлений, который нас здесь будет 
интересовать, — это прямая сумма (произведение) пред- 
ставлений группы Г относительно нескольких множеств 
G,, 16Г. При этом, как мы знаем, получается представ- 
ление Г относительно декартова произведения всех 
этих G,. 

Сделаем несколько замечаний по поводу пары 
(Фр (а), Г). Множество Ф (@) можно рассматривать как 
булеву алгебру относительно теоретико-множественных 
операций. При этом в случае бесконечного G будем рас- 
сматривать и произвольные бесконечные операции пере- 
сечения и объединения. Все эти операции сохраняются 
группой Г. 

Непосредственно из определений следует, что для 
любой подгруппы SCT Ф (()-центр # (>) —это в точ- 
ности все У-допустимые подмножества из G. Так как 
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все эти У-допустимые подмножества в С образуют под- 
алгебру относительно теоретико-множественных опера- 
ций, то мы, таким образом, приходим к соответствию 
Галуа между подалгебрами в SD(G) и подгруппами 
группы Г. Отметим еще, что Г-нормализатор совокуп- 
ности [Х] подмножеств из С есть Г-централизатор [X], 
рассматриваемого как подмножество в Ф(С), взятый 
относительно пары (P(G), Г). 

Докажем теперь следующую теорему (ср. Г. Бирк- 
гоф [3]: 

2.1. Если Г —группа всех подстановок множества G, 
то всякая подалгебра “$ из Ф (С) полностью оп ределяется 
своим Г-централизатором. 

Если Х — элемент в ©, то и дополнение G\_X также 
принадлежит <, и поэтому множество G покрывается 
подмножествами, являющимися элементами в ©. Для 
в ЕС через Х, обозначим пересечение всех 
XEG&, содержащих этот 2. X, также принадлежит $, 
и, как легко видеть, все эти x, составляют разбиение 
множества G на непересекающиеся классы. Обозначим 
такое разбиение через р (5$) =р. Понятно, что подмно- 
жество ХС С тогда и только тогда принадлежит <, 
когда оно является объединением классов разбиения р. 
Это, в частности, означает, что подалгебры в Ф (С) на- 
ходятся во взаимно однозначном соответствии с различ- 
ными разбиениями множества G. 

Г-централизатор разбиения р совпадает, очевидно, 
с Г-централизатором подалгебры GY. Обозначим этот 
Г-централизатор через »Х. Ясно, что S совпадает с пе- 
ресечением всех Г-нормализаторов смежных классов из р, 
если здесь исходить снова из пары (С, Г). Нетрудно 
также заметить, что классы разбиения р (5%) — это в точ- 
ности У-траектории всех элементов из С. Этот факт 
является следствием того, что Г содержит все подста- 
новки множества С. Всякое допустимое относительно > 
подмножество в С есть сумма таких траекторий и по- 
этому является элементом в <. 

Таким образом, © совпадает с центром 2 ре) (3), что 
и требовалось. 

Отметим еще, что соответствие Галуа между подал- 
гебрами булевой алгебры и подгруппами группы ее 
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автоморфизмов находит важные приложения в теории ре- 
лейно-контактных схем и теории кодирования. Обзор 
некоторых из относящихся сюда результатов содержится 
в статье Г. Н. Поварова [1]. 

Пусть дальше G,, G,,..., а,— некоторый набор мно- 
жеств, которые будем называть базисными. Исходя из 
этих базисных множеств, с помощью операций взятия 
множества всех подмножеств и декартовых произведений 
мы получаем новый набор множеств. Поступая анало- 
гично © этим новым набором и продолжая этот процесс, 
мы будем получать множества шкалы Бурбаки. 

Очевидно, что если заданы представления группы Г 
относительно всех базисных множеств, то эти представ- 
ления шаг за шагом могут быть продолжены на все 
множества шкалы Бурбаки. Согласно Н. Бурбаки зада- 
ние на базисных множествах G,, G,,..., G, математи- 
ческих структур равносильно выделению подходящих 
элементов некоторых множеств шкалы Бурбаки. Так, 
например, задание п-местного предиката на множестве G 
равносильно выделению некоторого подмножества в де- 
картовом произведении G"—GXGX...xXG п эквзем- 
пляров множества (. Действительно, если Р — п-местный 
предикат, заданный на С, то ему отвечает подмножество 
Мьв С", состоящее из всех точек 4 = (а, а,,..., а) ЕС", 
для которых выполняется Р (а, а.,..., а,) =H. Если, 
с другой стороны, М — подмножество в G", то OHO опре- 
деляет п-местный предикат P по правилу Р (а, а., ... 
..., @,) = в том и только в том случае, когда точка 4 
принадлежит М. Указанное соответствие является вза- 
имно однозначным. Подмножество Mp есть элемент 
в множестве J) (G"), принадлежащем шкале с базисом G. 

Посмотрим теперь, что при таком соответствии будет 
означать инвариантность предиката относительно эле- 
мента сб Г. Пусть Р — п-местный предикат на С, и Mp— 
отвечающее ему подмножество в С”. Тогда, очевидно, 
равносильны следующие два условия: 


Ра; аа) 2 P (G,.0 5, G30 0, ..а09) 


a-MpZaoscEMp. 
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Равносильность этих условий означает, что предикат Р 
тогда и только тогда инвариантен относительно с, когда 
М» — с- и с\-допустимое подмножество в С”. 

Пусть дальше А и В— два множества, на которых 
действует группа Г, и H(A, В) — множество всех ото- 
бражений множества А в множество В. Наждому эле- 
менту uU@H(A, В) отвечает подмножество С.С АХ В. 
С, состоит из пар (а, 6), в которых а пробегает все A 
и b=au. Группа Г действует также ив P(A X B), и 
для каждого <@Г множество С,ос также определяет 
некоторый элемент VG H(A, В). Теперь мы можем гово- 
рить и о действии группы Г в Н(А, В), считая, что 
иос==. Легко видеть, что этот элемент иос может 
быть определен и следующим правилом: 


a(uoc)=((ac)u)s, aGA. 


Если, в частности, на множестве В группа Г дей- 
ствует тождественно, то а(иос) = (аос\")и. Такое пред- 
ставление группы Г на множестве H(A, B) находит раз- 
личные приложения, в частности, в анализе, где оно 
используется для классификации функций (по их сим- 
метриям). 

Если, далее, A и В — алгебраические системы и если 
задано представление группы Г относительно каждой из 
этих систем, то для любого гомоморфизма и системы 
Ав В отображение иос, сЕГ, также, очевидно, яв- 
ляется гомоморфизмом А в ВБ. 

Как мы знаем (ср. пп. 1.1.6 и 2.1.4), если мно- 
жество В есть алгебраическая система, то H(A, В) 
можно рассматривать как однотипную с B алгебраиче- 
скую систему. Легко проверить, что если группа Г co- 
храняет все отношения и предикаты в В, в частности, 
действует в В тождественно, то определенное выше дей- 
ствие Гв Н(А, В) также сохраняет все отношения и 
предикаты. 


3. Еще о соответетвиях Галуа. Пусть задана некоторая 
чистая пара (G, Г) и пусть Р — п-местный предикат, 
определенный на множестве (С. Через Гр обозначим 
совокупность всех элементов из Г, сохраняющих 
этот предикат. Гр— подгруппа в Г, совпадающая 
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с Г-нормализатором подмножества Mp CG", отвечающего 
предикату Р. Мы можем еще сказать, что элементы Гр — 
это симметрии множества Mp, связанные с группой Г. 

Пусть дальше на множестве С определена некоторая 
модель <G, >. Сопоставим этой модели подгруппу 
Tg CY, совпадающую с пересечением всех Гр, PED. 


Понятно, что если группа Г совпадает с группой всех 
подстановок множества С, то в таком случае Г — 


группа всех автоморфизмов модели <G, PD). 

Если, с другой стороны, ХУ — некоторая подгруппа 
в Г, то ей отвечает определенная модель на множестве G, 
состоящая из всех предикатов, заданных на этом мно- 
жестве и инвариантных относительно всех элементов из У. 

Таким образом, мы приходим к связям типа соот- 
ветствий Галуа. Эти связи между алгебраическими си- 
стемами и группами изучались в нескольких работах; 
наиболее подробная из них—работа М. И. Краснера [1]. 
Рассмотрим некоторые из относящихся сюда вопросов. 

Вначале заметим, что, используя представление пре- 
дикатов в виде подмножеств декартовых степеней основ- 
ного множества G, нетрудно охарактеризовать все отно- 
шения на множестве (, инвариантные относительно не- 
которой подгруппы SCY. 


В самом деле, чтобы найти все п-местные предикаты, 
инвариантные относительно подгруппы S, нужно, исходя 
из пары (G", Г), взять в С” решетку всех У-допустимых 
подмножеств; как мы знаем, базисом такой решетки 
служат всевозможные У-траектории элементов из С”. 
Поступая так для каждого n—1, 2,..., мы найдем все 
>-инвариантные отношения. 


Труднее выделяются У-инвариантные отношения, AB- 
ляющиеся операциями на множестве G. Покажем, как 
это может быть сделано. 


Допустим вначале, что нужно найти п-арные опера- 
ции на С, инвариантные относительно некоторого с8 Г. 
С этой целью разобъем все множество С” на {с}-траек- 
тории своих элементов. Пусть 40 {5} — одна из таких 
траекторий. Рассмотрим два случая. Если эта траекто- 
рия бесконечна, то сопоставим @ произвольный элемент 
g@G, а элементу дос" отнесем вос*. Поскольку все 
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элементы из A@O {<} при этом берутся только по одному 
разу, мы получаем однозначное отображение элементов 
из @0 {с} в G. Пусть теперь @o {с} состоит из конечного 
числа элементов. Тогда найдется такое первое п`> 0, 
что об" —а и элементы 4, GOo,..., @oo™! исчерпы- 
вают всю траекторию и все они различны. Пусть дальше 
2 — произвольный элемент в G, для которого при неко- 
тором т, являющемся делителем п, выполняется g Oo” — 
—g. Снова сопоставляем @-> с и доб" в 00", k<n. 
Такое отображение является однозначным. Аналогичным 
образом поступая со всеми {с)-траекториями элементов 
из С”, мы зададим однозначное отображение множества 
G" в множество G, т. е. определим на С некоторую 
(п-арную) операцию ‹. Непосредственно проверяется, 
что такая операция инвариантна относительно с. Оче- 
видно также, что указанным приемом получаются все 
инвариантные относительно с п-арные алгебраические 
операции на множестве G. Для нахождения всех с-ин- 
вариантных операций остается варьировать п. Если 
теперь ® (с) обозначает множество всех инвариантных 
относительно с операций на С, то пересечение всех этих 
© (5) по всем с» дает все множество У-инвариантных 
операций. 

Естественно также ставить вопрос о нахождении от- 
ношений и операций, инвариантных относительно неко- 
торой группы и удовлетворяющих некоторым условиям, 
например аксиомам группы, кольца и т. д. В таком виде 
эта задача уже становится значительно сложнее. 

Обратим еще внимание на следующее обстоятельство. 

В первой главе отмечалось, что с помощью операций 
математической логики из одних предикатов можно по- 
лучать другие, производные предикаты. Точно так же 
через суперпозиции можно строить производные опера- 
ции. Легко заметить, что если при этом исходные пре- 
дикаты или операции У-инвариантны, то и соответствую- 
щие производные операции и предикаты У-инвариантны. 
Здесь только нужна следующая оговорка. В образовании 
производных предикатов и операций могут участвовать 
некоторые фиксированные элементы из С. В связи с этим, 
чтобы сохранить нужную  инвариантность, необхо- 
димо допустить, чтобы все эти выделенные элементы 
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оставались неподвижными относительно действия элемен- 
тов из У. 


Доказательство инвариантности производных опера- 
ций и предикатов можно получить непосредственно, но 
можно также воспользоваться следующими соображе- 
ниями. Если предикатам сопоставлять подходящие под- 
множества декартовых произведений, то логическим опе- 
рациям над предикатами будут отвечать некоторые 
теоретико-множественные операции, а эти операции над 
Удопустимыми подмножествами снова приводят к »-до- 
пустимым подмножествам. 

Таким образом, мы видим, что множество всех 
ХУ-инвариантных отношений над С замкнуто относительно 
логических операций, а совокупность всех алгебраиче- 
ских операций, инвариантных относительно S, замкнута 
относительно суперпозиций. 

Если множество С конечно, то для такого случая, 
используя формулу, приведенную в конце п. 1.3, можно 
подсчитать общее число различных У-инвариантных 
п-местных отношений на G, где ух — произвольная, дей- 
ствующая на множестве G группа. (Сравни в связи с этим 
работы Р. Л. Дейвиса [1] и М. Харисона [1]. 

Введем дальше следующее определение. 

Пусть (а, Г) — некоторая чистая пара. В соответ- 
ствии с п. 1 этого параграфа подгруппу SCT назовем 
замкнутой, если == l'gy, где ФФ — совокупность всех 


инвариантных относительно У предикатов на множестве 
С. Понятно, что замкнутость »Х означает также суще- 
ствование такой системы предикатов SP, что 2 = Г}. 


Если, в частности, [T=—Sg—rpynna всех подстано- 
вок множества G, то, очевидно, замкнутые подгруппы 
в Г—это такие подгруппы, которые являются груп- 
пами всех автоморфизмов некоторых моделей, определен- 
ных на Ц. . 

Покажем, что если а — бесконечное множество, TO 
не каждая подгруппа из Sg замкнута. В самом деле, 
пусть, например, 5 — подгруппа в Sg, состоящая из 
всех подстановок, перемещающих лишь конечное число 
элементов множества С. Легко видеть, что при любом 
натуральном n 5°-траектории в множестве G” совпадают 
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с бе-траекториями этого множества. Это означает, что 
замыкание подгруппы 5% совпадает со всей группой Sg. 


Следующая теорема показывает, что для конечных 
групп подстановок положение иное. 

3.1. Если (а,Г) — точная пара с конечной группой Г, 
то все подгруппы из Г замкнуты. 

Для каждого конечного подмножества Х, из С обо- 
значим Х,=Х,ОГи 3,=3,(X,). Понятно, что X,C X, 
влечет 3 С „, и пересечение всех 3, совпадает с еди- 
ницей в Г (так как Г действует точно). Но поскольку 
I — конечная группа, то пересечение всех 3, есть пере- 
сечение некоторой конечной совокупности таких под- 
групп. Следовательно, в С найдется такое конечное до- 
пустимое подмножество Н, что индуцированное пред- 
ставление группы Г относительно Н является точным. 

Пусть одно из таких подмножеств Н содержит п 
элементов. Для каждой подгруппы SCT мы построим 
п-местный предикат P на С такой, что Гр= >». Пусть 
а— (а, а., ..., а,) — элемент BG", в котором компоненты 
a, пробегают все множество Н. В множестве (” возь- 
мем траекторию до». Покажем, что Г-нормализатор 
этой траектории совпадает с У. 

Пусть 1 — такой элемент в Г, что GO Sy=40%. Это 
значит, что в подгруппе У найдется элемент с, для ко- 
торого выполняется равенство до1==4 ос. Элемент 4 вы- 
бран таким образом, что последнее равенство означает, что 
Y и с действуют одинаково в подмножестве Н. Имея 
в виду, что представление Г относительно Н является 
точным, мы можем заключить, что 1 и с совпадают, и 
следовательно, 1 Е У. 


Теперь ясно, что если, исходя из подмножества 
aOSCG", определить п-местный предикат Р на G, то 
получим У — Гр, что и требовалось. 


Из этой теоремы, в частности, следует, что при лю- 
бом натуральном п каждая подгруппа симметрической 
группы S$, является группой всех автоморфизмов неко- 
торой модели порядка п. 

Заметим далее, что если допустить к рассмотрению 
еще и бесконечно местные предикаты, то рассуждениями, 
аналогичными предыдущим, можно показать, что для 
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любой точной пары (G, Г) каждая подгруппа из Г ока- 
зывается замкнутой (М. Краснер [1]). 

Приведем в заключение следующую теорему Пойа 
(доказательство см. в книге Г. Биркгофа [3]. Если 
(G, Г) — некоторая чистая пара, TO, как мы знаем, ей 
отвечает пара (Ф (С), Г). Теорема утверждает, что если 
С — конечное множество и Г-—группа всех его подста- 
HOBOK, то проекция Г относительно алгебры Ф (G) со- 
впадает с группой всех автоморфизмов этой алгебры. 
Кроме того, всякая операция на Ф((), инвариантная 
относительно Г, является производной от обычных тео- 
ретико-множественных операций. 


$4. НЕКОТОРЫЕ ВНЕШНИЕ СВОЙСТВА И РАДИКАЛЫ 


1. Один способ образования внешних свойств. Мы 
начнем с рассмотрения чистых пар. Пусть 9 — абстракт- 
ное теоретико-групповое свойство. Действующую группу 
Г назовем 0-группой, если для любой Г-траектории 
ACG группа Г. (А) является 0-группой. Легко видеть, 


что подгруппа 3,(A) совпадает с подгруппой 3, (а) = 
— (Пс '3; (4)с при любом а ЕВА. Это означает, что свойство 
сЕГ 


0 равносильно тому, что для каждого элемента а@С 
фактор-группа 1/3, (а) является д-группой. 

Из определения свойства @ непосредственно следует, 
что если §-napa (а, Г) является точной, то группа Г 
является подпрямым произведением Orpynn. Верно и 
следующее обратное утверждение. 

1.1. Если абстрактная группа Г является подпря- 
мым произведением 9-групп, то существует точная napa 
(а, Г), обладающая свойством § 

Пусть 3%, «@Г, — некоторая система таких нормаль- 
ных делителей в Г, что Г/у, —0-группы и пересечение 
всех У, совпадает с единицей группы Г. Для каждого 
У, через G, обозначим фактор-множество Г/У,, и пусть. 
(G,, Г) — соответствующая фактор-пара регулярной пары 
(Г, Г). Возьмем теперь теоретико-множественную сумму 
всех G,, обозначим ее через С и в соответствии с п. 1.3 
определим пару (G, Г). При этом все G,— это Г-траек- 
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тории множества С, и, кроме того, для каждого С, 
имеем 3,(G,)==3,. Отсюда следует, что пара (С, Г) 
является точной 8-парой. 

Пусть теперь (G, Г) — произвольная чистая пара и 
$ — абстрактное теоретико-групповое свойство. Элемент 
а@С назовем 0-элементом, если Г[з, (а) — 9-группа. По- 


нятно, что если а — 9-элемент, то каждый элемент Г- 
траектории, проходящей через a, также является 0-эле- 
ментом, и, следовательно, совокупность всех д-элемен- 
тов из С является допустимым подмножеством. Это 
подмножество совпадает с радикалом 0, (С). 


Пусть снова (а, Г) — некоторая чистая пара. Рас- 
сматривая здесь множество @ как Г-алгебру, возьмем 
в этой алгебре локальную систему подалгебр G,, имею- 
щих конечные системы образующих. Мы получим систему 
подпар (G,, Г), где множества С, являются суммами 
конечного числа Г-траекторий. Будем говорить, что пара 
(С, Г) обладает свойством 6 (относительно 9), если для 
любого G, группа I/3,(G,) является 0-группой. Имеет 


место следующее утверждение: 

1.2. Если абстрактный класс 9-групп замкнут отно- 
сительно конечных подпрямых произведений, то свойства 
пар би 8 совпадают. 

В самом деле, пусть пара (С, Г) обладает свойством 
0 и пусть G,-~cymma Г-траекторий аоГ, а.оГ, ... 
er О. Понятно, что an (@„) = 3p (21) N3p (a) ... Пж (а). 


Так как все I'/3,,.(a,)—9-rpynnb, то из условий утвер- 


ждения по теореме о подпрямых произведениях заклю- 
чаем, что фактор-группа I'/3,,(G,) также является 0-груп- 
пой, и, следовательно, пара (G, Г) является 0-парой. 
Обратное очевидно. 

В соответствии с принятым ранее условием будем 
говорить, что пара (G, Г) обладает свойством [9 (или 
группа Г является локально 4-группой), если каждая 
подгруппа с конечным числом образующих из Г обла- 
дает свойством 0. Свойство LY является радикальным 
свойством относительно областей действия. Чтобы убе- 
диться в этом, введем вначале следующее определение. 

Элемент a€G назовем локально 0-элементом ([8-эле- 
ментом), если этот элемент является 0-элементом отно- 
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сительно каждой подгруппы УС: Г, имеющей конечное 
число образующих. 

Покажем, что если а — [9-элемент, то и вся Г-траек- 
тория, проходящая через a, состоит из Гд-элементов. 
Пусть ТЕГ, b=aoy, и пусть Х— произвольная под- 
группа с конечным числом образующих в Г. Подгруппа 
1У/ 1 => также имеет конечное число образующих. 
Обозначим 5’ —=ао\' и ® =Бо хз. Очевидно, S=S' oy. 
По условию, 3’/3,, (5') — 9-группа. Так как пары (S’, У,) 
и (5, х)=(5'о1, 1") изоморфны, то и 3/3, (S)— 
0-группа. Но это и означает, что 6 — Г9-элемент. 

Таким образом, множество всех /Г9-элементов из G 
является допустимым подмножеством. Обозначим это 
подмножество через Н. Пара (H, Г) такова, что каж- 
дый элемент из Н является [Г9-элементом. Это, ко- 
нечно, равносильно тому, что эта пара является Lf- 
парой. С другой стороны, если Н’— некоторое L6-non- 
множество в С, то каждый элемент из Н’ является 
[-элементом, и поэтому Н’СН. Таким образом, 
Н = [6 (С). | 

Из приведенного выше замечания 0б отношениях 
между свойствами би 0 непосредственно получаем еще 
следующее утверждение: 

1.3. Если класс 9-групп замкнут относительно гомо- 
морфизмов, взятия подгрупп и относительно конечных 
прямых произведений, то пара (G, Г) тогда и только 
тогда является Г[0-парой, когда для любой ее подпары 
(Н, У), имеющей конечную систему 06 разующих, фактор- 
группа S/3,(H) является 8-группой. 

Для свойства 0, удовлетворяющего приведенным сей- 
час условиям, очевидны также следующие утверждения. 


Если группа Г является локально @-группой (т. е. 
обладает локальной системой из 0-подгрупп), то для 
любой пары (G, Г) выполняется свойство [9. Если ре- 
гулярная пара (Г, Г) является [8-парой, то сама группа 
Г является локально 0-группой. В общем же случае 
действующая [4-группа может не быть локально 
9-группой. 

Допустим теперь, что в паре (G, Г) область действия 
С является алгеброй и группа Г сохраняет все операции 
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этой алгебры. Покажем, что для свойства 9, удовлетво- 
ряющего условиям предложения 1.3, соответствующая 
чистая пара (G, Г) в том и только в том случае будет 
[8-парой, когда в паре (С, Г) имеется локальная система 
подпар (G,, Г.) таких, что проекция группы Г, относи- 
тельно С, является группой. 

Пусть, вначале чистая пара (С, Г) является Г парой 
и пусть Хи У — конечные подмножества соответственно 
в аи Г. Обозначим S=—{Y}, Х=Хох, и H={X}— 
подалгебра в G, порожденная множеством Х. Мы знаем 
(см. 1.2), что проекция Х относительно Х является 
9-группой (эта проекция изоморфна  фактор-группе 
3/3, (Х)). С другой стороны, очевидно, что ХУ-централи- 


заторы Х и Н={Х)} совпадают, и значит, S/3,(H)— 


4-группа. Следовательно, проекция Х относительно Н 
является 0-группой. Но пары вида (Н, 3S) составляют 
локальную систему в паре (G, Г), и следовательно, 
в одну сторону утверждение доказано. В другую — оно 
очевидно. 


Для свойства 0, удовлетворяющего отмеченным усло- 
виям, Докажем еще следующее утверждение: 


1.4. Если (G, Г) — пара, в которой G — алгеб pa, mo 
L§-paduxaa в С является подалгеброй в G. 

Пусть Н— [4-радикал в G, ®«— п-арная операция, 
принадлежащая множеству основных операций, а, 
а», ..., а, — элементы в H, и b=a,a,...a,0. Нужно по- 
казать, что элемент 6 также принадлежит НД, т. е. 
что этот элемент является Г9-элементом. Пусть У— 
подгруппа в Г с конечным числом образующих и А— 
минимальное У-допустимое подмножество, содержащее 
элементы dj, Ay, ..., a, А содержится в НЯ, и фактор- 
группа 3/3,(A) является 0-группой. Обозначим через В 


У траекторию bOS и покажем, что 3,(A) C 3, (В). Пусть 
СЕВ, c=bos, сЕх, и 963, (А). Тогда имеем: boo= 
—(а, од)... (а, 05) хибосф =соф== (A, 059)... (4,059) w 

ак Kak 9€3,(A) и всеа; ос принадлежат A, то полу- 


чаем а, оф —а, ос. Следовательно, cOg=bosc=c и 
ФЕ, (В). Так как гомоморфный образ @-группы снова 


-группа, то отсюда следует, что Х/3,(В) есть 0-группа. 
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Этим доказано, что элемент 6 является Г[4-элементом и 
Н — подалгебра в G. Напомним, что эта подалгебра 
Г-характеристична. 


2. Радикалы действующей группы, связанные с отме- 
ченными свойствами. В этом пункте всегда будет пред- 
полагаться, что класс 0-групп замкнут относительно 
операций указанных выше трех типов. Нас будут инте- 
ресовать условия существования [8- -радикала в действую- 
щей группе. Пусть М означает свойство группы быть 
нетеровой. Известно (см. также $ 0.2), что во всякой 
абстрактной группе имеется локально нетеров радикал. 
С другой стороны, радикал LM в действующей группе 
существует не всегда -- соответствующий пример будет 
приведен ниже. Если же ограничиться рассмотрением 
пар, уже обладающих свойством LM, то, как мы сей- 
час увидим, для таких пар многие известные абстракт- 
ные теоретико-групповые свойства 9 приводят к хоро- 
шим [9-радикалам действующей группы. 

Пусть свойство 0, кроме перечисленных ранее условий, 
удовлетворяет еще следующим требованиям: полное пря- 
мое произведение изоморфных 0-групп также является 
9-группой и в произвольной М-группе любые две инва- 
риантные 0-подгруппы порождают д-подгруппу. Примерами 
таких свойств служат, в частности, разрешимость и 
нильпотентность. Для каждого такого 9 справедлива 
следующая теорема. 

2.1. Если чистая napa (@, Г) является LM- -парой, 
то в группе Г существует [- радикал. 

С помощью леммы Цорна можно заключить, что 
в группе Г каждая ее инвариантная [4-подгруппа со- 
держится в некоторой максимальной инвариантной 
[4-подгруппе. Поэтому остается доказать, что все такие 
максимальные инвариантные /4-подгруппы совпадают. 
Следовательно, теорема будет доказана, когда мы пока- 
жем, что если (а, Г) — чистая пара, обладающая свой- 
ством LM, Г, и Г, — нормальные делители в Г, являю- 
щиеся L6- "группами, то и произведение Г T, также 
L6-rpynna. 

Пусть (Я, У) — подпара в (Ц, Г.Г.), имеющая конечное 
число образующих. Покажем, что проекция S относи- 
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тельно Н является 0-группой. Возьмем в Х некоторое 
конечное множество образующих с, 5, ..., в,. Все эти 
элементы могут быть представлены в виде 5; ==<,, *од;о, 
где с, @Г,, с, @Г,, 1=1,2,..., п. Пусть, далее, 3 — 
подгруппа, порожденная всеми с. и 5, и пусть 
3, = Г, ПУ, Х. = Г.П. Подгруппа $ порождается своими 
нормальными делителями > и dp. Мы не можем, однако, 
утверждать, что № и »,, так же как и S, имеют ко- 
нечные системы образующих. Обозначим Н=Но$. 
Так как SCS, то пара (H, 3S) имеет конечную поро- 
ждающую систему. 

Наша ближайшая задача — показать, что проекция У 
относительно Н является д-группой. 

Обозначим через У, ХХ, и »Х проекции относительно 
Й подгрупп $, >, и S&S, соответственно. Так как >! —- 
нетерова группа, то УХ и », имеют конечные системы 
образующих. Возьмем в У; и », конечные системы эле- 
ментов У; и У., такие, что их образы в SY порождают, 
соответственно, № и %. Обозначим еще Ф, = {Yj}, 
Ф, —={У,}, ФЬ={Ф,, Ф,}. Пусть, далее, Х — конечное 
подмножество в Н, такое, что XOS—H. Тогда ХоФ 
также совпадает с Н и, кроме того, ХоФ, =Хох,, 
ХоФ, = Xo, (ХоФ)оФ, =(ХоФ.)оФ, =Н. 

Рассмотрим подпару (Xo®,, Ф.) =(Хох, ®,). Так 
как Ф, CI’, то проекция ©, относительно X OS, является 
9-группой. Легко видеть, что проекция >». относительно 
Xo, совпадает с проекцией Ф, относительно XO},. 
Следовательно, проекция S, относительно Х OS, является 
9-группой. Нужно показать, что проекция ХУ, относи- 
тельно Н является @-группой. 

Множество Н покрывается различными множествами 
вида (Хох)ос по разным с из »У,. Так как &, — нор- 
мальный делитель в >, то все множества (Хо»х) ос 
допустимы относительно У, и все пары ((Хо\%,) ов, &,) 
между собой изоморфны. Если 3 — ядро представления 
>, относительно Хо», то ядром представления У, отно- 
сительно (Хох,)ос служит o 1406. Все фактор-группы 
>,/o 40 являются изоморфными между собой 8-группами. 
Если $ — пересечение всех таких ядер, то согласно усло- 
вию, наложенному на свойство 0, группа »Х/ также 
является 9-rpynnow. Но % совпадает с ядром представ- 
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ления УХ относительно Й, и следовательно, проекция 
>, относительно Я является @-группой. 

Используя подгруппу ®,, точно так же мы заклю- 
чаем, что S&S, является 6-группой. Так как № и № — 
инвариантные в У’ 0-подгруппы, то порожденная ими 
группа > также является 0-группой. Этим доказано, 
что проекция % относительно Я является 0-группой. Or- 
сюда очевидно, что и %/3,(Н) —0-группа, и теорема 


доказана. 


В следующей теореме относительно 0 вместо условий 
предыдущей теоремы будет предполагаться, что всякая 
9-группа конечна и группа, порожденная двумя 0-под- 
группами, из которых одна инвариантна, есть снова 
9-группа. При этих условиях имеет место следующее 
утверждение: 

2.2. Если чистая пара (G, Г) обладает свойством 
LM, то в группе Г имеется Lb-paduxaa и этот радикал 
совпадает с пересечением всех максимальных Lb-nodepynn 
из Г. 


Для доказательства этой теоремы мы можем восполь- 
зоваться обозначениями доказательства предыдущей 
теоремы. Сейчас только Г, уже не обязательно является 
нормальным делителем, и следовательно, x. не обяза- 
тельно нормальный делитель в $. 

Рассматривая пару (ХоФ,, ©,), мы можем отметить, 
что ХоФ, состоит лишь из конечного числа элементов. 
Переходя к паре (Хо {Ф,, Ф,}, Ф.), заключаем, что и 
(X 0®,)0 ®, = — конечное Вай Отсюда следует, 
что УХ и >, —0-группы. Но тогда и 3’ — 0-группа. Сле- 
довательно, Г.Г, — [4- -группа. 


Ясно, что каждая [9-подгруппа из Г содержится 
в некоторой максимальной подгруппе с таким же свой- 
ством. Так как свойство LO является абстрактным свой- 
ством пар, то подгруппы, сопряженные с [8-подгруппами 
из Г, также являются [4-подгруппами. Это означает, 
что пересечение всех максимальных 1[4-подгрупп из Г 
является инвариантной [4-подгруппой. Согласно дока-’ 
занному выше это пересечение содержит все инвариант- 
ные L6- подгруппы из Г, и значит, оно совпадает с ра- 
дикалом [9 (Г). Теорема доказана. 
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Теорема эта применима к таким свойствам 0, как 
конечность, к свойству группы быть конечной и разре- 
шимой, конечной к-группой (для некоторого множества 
простых чисел п) ит. д. 


3. Почти периодичноеть и относительная конечность. 
Пусть (4, Г) чистая пара и с — элемент в Г. Обозначим 
через р (5) разбиение множества С на траектории цикли- 
ческой подгруппы {с}. Каждая такая траектория либо ко- 
нечна, либо счетна. Если некоторая траектория Х конечна, 
скажем, состоит из п элементов, то ее элементы можно рас- 
положить в таком порядке а, do, ..., а,, чтобы выполня- 
лось следующее свойство цикличности: а. 06=а;.1,&< п, 
a,0oo==a,. Если же Х — бесконечная траектория, то 
выделяем следующее упорядочение: ..., а_„, а ил, ... 
гор ye Ong Oy о @д many. в OS 0, нь ALOBATHO, 
что мы здесь имеем то, что обычно называется‘ разбие- 
нием на циклы. 

В том случае, когда элемент с обладает как KO- 
нечными, так и бесконечными циклами, этот элемент 
называется смешанным элементом, если же все циклы 
у с бесконечны, то такой с называется чистым. Другой 
крайний случай — это когда все циклы конечны. Такой 
элемент с называется почти периодическим элементом. 
Можно еще сказать, что почти периодический элемент — 
это такой с, что при любом ЕС найдется подходящий 
показатель и = п (2, с), при котором выполняется & о 5" —= g. 
Если порядки всех циклов элемента с ограничены в CO- 
вокупности, или, что то же, показатель п можно выбрать 
общим для всех 2: п=п (5), то такой с, в случае точ- 
ного представления, оказывается элементом конечного 
порядка с абстрактной точки зрения. Так как элементы 
конечного порядка иногда еще называют периодическими 
элементами, то нам уже приходится говорить здесь 
о почти периодических элементах. 

Пусть, далее, к — некоторое множество простых чи- 
сел. Натуральное число п называется п-числом, если 
все его простые делители принадлежат множеству гп. 
Элемент сСГ называется л-элементом, если длины всех 
его циклов конечны и являются п-числами. Это условие 
равносильно тому, что для любого g найдется к-число 
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—=n(g,o) такое, что goOo"=—g. Частным случаем 
к-элементов являются р-элементы — множество к состоит 
из одного простого числа р. Легко видеть, что к-эле- 
менты — это такие с СГ, для которых циклическая под- 
группа {5} является @-группой, где 9 — свойство группы 
быть конечной х-группой. 

Группа Г называется относительно периодической 
группой, если каждый ее элемент является почти перио- 
дическим элементом. Г называется относительной п-груп- 
пой, если все ее элементы л-элементы. 

Приведем далее следующие определения. Пусть. бе: 
свойство группы быть конечной. Тогда действующие 
би [8-группы будут называться соответственно отно- 
сительно конечными и локально относительно конечными 
группами. Всякая локально относительно конечная 
группа является также и относительно периодической 
группой. Обратное утверждение неверно — достаточно 
взять известный пример П. С. Новикова (см. также 
пример Е. С. Голода, п. 5.4.3), решающий отрицательно 
проблему Бернсайда, и воспользоваться регулярным 
представлением. 

Пусть еще через 0 обозначено свойство группы быть 
конечной п-группой. Очевидно, что Lb-rpynna— это 
локально относительно конечная группа, являющаяся 
одновременно и относительной л-группой. 

Отметим теперь следующее свойство почти периоди- 
ческих элементов действующей группы: если с такой 
элемент, то для любого подмножества H С С включение 
HooCdH влечет равенство Нос=—Н. 

Действительно, включение НосС Н влечет вклю- 
чение Нос" С Нос при п 1. Если теперь hEH и 
йо" —й, то АЕ Нос’с Нос, так что НС Нос. 

Пусть, далее, | — некоторая бесконечная мощность. 
Элемент с@Г назовем и-ограниченным, если он переме- 
щает менее и элементов из G. М ограниченные элементы, 
т, е. элементы о, перемещшающие лишь конечное число 
элементов из С, будем еще коротко называть ограни- 
ченными элементами. 

Очевидно, что в случае точной пары ограниченные 
элементы являются также элементами конечного по- 
рядка. 
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Докажем теперь следующее предложение: 

3.1. Совокупность всех в-ограниченных элементов 
действующей группы Г при любом бесконечном 1, не 
большем мощности множества G, является (относительно 
характеристической) подгруппой в Г. 

Для произвольного элемента с Е Г через G, условимся 
обозначать совокупность всех элементов из G, переме- 
щаемых действующим элементом в: G,=—=G\Z@(s). Оче- 
видны соотношения: 

1) (..=@а, 2) GCG, U G,. 

Из этих соотношений непосредственно следует, что 
указанные в условии предложения совокупности 
являются подгруппами в Г. Относительная характери- 
стичность этих подгрупп доказывается повторением уже 
применявшихся в аналогичной ситуации рассуждений. 
Пусть, например, У — подгруппа в Г, состоящая из всех 
-ограниченных элементов, и пусть пара (G, Г) содер- 
жится в паре (G, Ф), причем Г — нормальный делитель 
в Ф. Возьмем в Ф произвольный элемент $. В силу 
изоморфизма пар (G, У) и (Ц, 9 'S¢), каждый элемент 
из подгруппы p Sp является в-ограниченным элементом. 
Отсюда следует включение $ "Уф С ХХ, показывающее 
инвариантность У в Ф. 


А. Относительная нильпотентноеть и относительная раз- 
решимость. Если в качестве абстрактных теоретико- 
групповых свойств 9 взять нильпотентность и разреши- 
мость, то соответствующие 8-группы будут называться 
относительно нильпотентными и относительно разре- 
шимыми группами. Соответственно определяются 40- 
кально относительно нильпотентные и локально относи- 
тельно разрешимые действующие группы. Сейчас будут 
рассмотрены некоторые свойства таких групп. 

Прежде всего покажем, что 

4.1. При любом множестве простых чисел к совокуп- 
ность всет п-элементов локально относительно нильпо- 
тентной действующей группы есть (относительно тарак- 
теристическая) подгруппа. Эта подгруппа локально отно- 
сительно конечна. 

Пусть (С, Г) — чистая пара с локально относительно 
нильпотентной действующей группой Г и пусть У = 


146 ГРУППЫ АВТОМОРФИЗМОВ АЛГЕБР. СИСТЕМ гл. и 


— (с, °., ..., “,) — конечное множество элементов из Г, 
являющихся п-элементами. Утверждение, о котором 
сейчас идет речь, будет доказано, если мы покажем, 
что подгруппа S, порожденная множеством У, является 
относительно конечной х-группой. По условию, Х — отно- 
сительно нильпотентная группа. Возьмем в G произволь- 
ное конечное множество элементов Х, и пусть Н =Хох 
и 3—3, (Н). Фактор-группа У/$ нильпотентна, и следо- 


вательно, для подгрупп из У, содержащих 3, выпол- 
няется нормализаторное условие. Дальше будем исхо- 
дить из пары (Н, У), и все относительные свойства 
будем относить к множеству Н. Обозначим через 0 
свойство группы быть конечной г-группой. Циклическая 
подгруппа {,} является, очевидно, 9-группой, а следо- 
вательно, и [4-группой. Пусть У’ — одна из максималь- 
ных [8-подгрупи в Х, содержащих подгруппу (5\}. Так 
ках ядро 3 есть также Г9-подгруппа, и даже инвариант- 
ная, то по теореме 2.2 (локально относительно ниль- 
потентная группа Г является LM группой!) $ принад- 
лежит >. Применим теперь обычные в абстрактной 
теории групп рассуждения. Пусть М — нормализатор 
подгруппы Ув >». По той же теореме 2.2 У,’ содержит 
все пк-элементы из М№ и потому является относительно 
характеристической подгруппой в N. Но тогда под- 
группа NV должна совпадать со своим нормализатором 
в 3. Ввиду нормализаторного условия это возможно 
лишь в том случае, когда М =>. Поэтому > — нормаль- 
ный делитель в >. При этом условии SY содержит все 
множество У и, значит, совпадает с >. Таким образом, 


> — L6- -группа, а вследствие наличия конечной системы 


образующих эта группа является @-группой. Это озна- 
чает, что фактор-группа У/з является конечной п-груп- 
пой. Так будет для любого конечного подмножества Х 
из а, и следовательно, предложение доказано. 


Мы видим, в частности, что в относительно локально 
нильпотентной действующей группе «хорошо» выделяется 
относительно периодическая часть. 


Из определения относительно нильпотентной дей- 
ствующей группы Г следует, что если такая группа 
действует точно, то она аппроксимируется нильпотент- 
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ными группами и поэтому обладает убывающим цен- 
тральным рядом (длины не более первого предельного 
порядкового числа w). Отсюда следует согласно извест- 
ной локальной теореме о группах с центральными си- 
стемами (А. Г. Курош [3]), что точно действующая 
локально относительно нильпотентная группа обладает 
центральной системой. 

Аналогично показывается, что точно действующая 
локально относительно разрешимая группа обладает 
разрешимой инвариантной системой. 

Обозначим дальше через М, свойство группы быть 
нетеровой и разрешимой. (Такие группы называются 
еще 5-группами Гирша или полициклическими.) Имеет 
место следующее предложение: 

4.2. Ecau действующая группа Г является относи- 
тельно периодической LM,-epynnoti, то такая группа и 
локально относительно конечна. 

Пусть (С, Г) — чистая пара, в которой группа Г 
является относительно периодической [.М!-группой. Возь- 
Mem в (Ца, Г) подпару (H, 3), обладающую конечной 
системой образующих, и пусть $=3,(Н). Фактор- 
группа 3/3; является разрешимой с условием максималь- 
ности, и следовательно, существует конечный нормаль- 
ный ряд вида 


$—=%С мс... СС щас... @ =, 


где Bi = (i, o,}, С; Ех. 

Подгруппа 3 является локально относительно (все 
«относительно» будут сейчас по отношению к ВН) конеч- 
ной группой. Пусть уже установлено, что ХУ, — локально 
относительно конечная группа. Так как циклическая 
погруппа {5;} также локально относительно конечна, 
то по теореме 2.2 и подгруппа »;., является локально 
относительно конечной. Так, по индукции мы докажем, 
что в nape (fH, S) группа Х локально относительно 
конечна. Так как эта пара обладает конечной системой 
образующих, то У/з — конечная группа. Отсюда уже 
следует, что в паре (а, Г) группа Г локально относи- 
тельно конечна. 

Приведенная теорема аналогична известной в теории 
групп теореме о локальной конечности периодических 
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локально разрешимых групп. Дополнительное предпо- 
ложение в ней о локальной (относительной) нетеровости 
является, по-видимому, существенным. 

В заключение пункта напомним, что согласно тео- 
реме 2.1, если действующая группа Г является локально 
отновительно нетеровой группой (Г М-группой), то в та- 
кой группе имеются как локально относительно нильпо- 
тентный, так и локально относительно разрешимый 
радикалы. 


5. Пример. В работе [5] В. Г. Виляцер рассмотрел сле- 
дующий пример. 

Пусть С — (а, „,ь) — множество символов, причем 
индексы п, т, k принимают такие значения: п пробе- 
гает все натуральные числа; m=O, 1, 2,..., п для 
каждого п; k пробегает полную систему вычетов по 
модулю 2”. Везде в дальнейшем сравнение чисел будет 
подразумеваться по модулю 2”. 

Зададим подстановки $ф и. Ф множества G следующим 
образом. Для нечетного п полагаем: 


ay, mt+1, 1 (k=0, m<n), 
а, пло =1, ТО), 


тв — | ан, оо (ЕО, m=n), 
On. т, к (Е = 0, = 1), 
ay, т, k+1 (m > 0), 

ат nk = Чт, n-1, 0 (m=0, n> 1), 
“1, 0,0 (т —0, п=1). 


Для четного п, фи Y меняются ролями. 

Обозначим Г={9, $}, и пусть Ф и VY — минималь- 
ные инвариантные подгруппы группы Г, содержащие 
соответственно элементы фи $. Можно показать, что 
Ф и ФТ — локально относительно конечные труппы под- 
становок. Мы не будем делать соответствующие вы- 
кладки и отошлем читателя к указанной работе В. Г. Ви- 
ляцера. С другой стороны, легко заметить, что, например, 
подстановка Yo не является почти периодической. 

Из этого примера вытекает, что произведение двух 
локально относительно конечных инвариантных подгрупп 


$41 НЕКОТОРЫЕ ВНЕШНИЕ СВОЙСТВА И РАДИКАЛЫ 149 


группы подстановок не всегда является локально отно- 
сительно конечной группой. Ввиду теоремы 2.1 анало- 
гичное заключение можно сделать и по. поводу свой- 
ства LM. Действительно, группы Ф и У являются 
Г.Я -группами, а Г этим свойством не обладает: если бы 
группа Г была [М-группой, то она была бы также и 
локально относительно конечной группой. 

Аналогичными методами можно также показать, что 
такие свойства, как локальная относительная нильпо- 
тентность и локальная относительная разрешимость, не 
являются радикальными свойствами для произвольных 
действующих групп. 


6. Ограниченность и алгебраичность. Эти понятия 
вводятся для пар, в которых область действия С явля- 
ется алгеброй относительно некоторой системы опера- 
ций ®. Только Такие пары мы здесь и будем рассмат- 
ривать. 

Пусть (а, Г) — пара, У — подмножество в Г, и > — 
подгруппа, порожденная этим подмножеством. Подмно- 
жество У называется ограниченным, если при любом 
g@G подалгебра {go} имеет конечное число образую- 
щих. Легко видеть, что отсюда уже следует, что при 
любом конечном подмножестве Х С С подалгебра {Хо >} 
имеет также конечное число образующих. Ограниченный 
элемент будем еще называть (внешние) алгеб раическим 
элементом. 

В соответствии с этим пара (G, Г) называется 40- 
кально ограниченной, если любое конечное подмножество 
из Г является ограниченным, и алгебраической, если 
каждый элемент из группы Г является алгебраическим 
элементом. 

Нетрудно понять, что пара (G, Г) тогда и только 
тогда является локально ограниченной, когда для любой 
ее подпары (Н, »), имеющей конечную систему обра- 
зующих, подалгебра Н также имеет конечную систему 
образующих. 

Будем также говорить, что представление группы Г 
относительно алгебры С является локально ограничен- 


ным или алгебраическим, если такова соответствующая 
пара. 
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Отметим некоторые факты, связанные с этими поня- 
тиями. 

Прежде всего, заметим, что если группа Г локально 
относительно конечна, то пара (С, Г) является, оче- 
видно, локально ограниченной парой. 

Докажем дальше следующую теорему: 

6.1. Если пара (С, Г) является [.М-парой и алгебра G 
локально нетерова, то в группе Г имеется локально 
ограниченный радикал, и этот радикал совпадает с пере- 
сечением всех максимальных локально ограниченных под- 
групп из Г. 

Достаточно показать, что если в рассматриваемой 
ситуации Г и Г›— две локально ограниченные под- 
группы в Г, причем одна из них, скажем I’,, — нормаль- 
ный делитель, то и произведение Г.Г, — локально огра- 
ниченная группа. 

Пусть (Н, У) — подпара в (G, Г.Г.), имеющая конеч- 
ную систему образующих. Нужно показать, что под- 
алгебра Н также обладает конечной системой образую- 


щих. Пусть элементы с, 5,, ..., в, порождают под- 
группу У, и пусть 9;=015», где одЕГ;, о, ЕГ,, 
1—1, 2, ..., п. Обозначим, как и в доказательстве 


теоремы 2.1, через У подгруппу, порожденную всеми 
этими сл и с; пусть Х==ЯПГ, Х,=УПГ,. Кроме 
того, обозначим через H подалгебру, порожденную мно- 
жеством Но». Проекция \ относительно Я является 
здесь нетеровой группой. Пусть >, Хх, и 3, — проекции 
относительно Н подгрупп », 3, и У, соответственно. 
Так как У’ — нетерова группа, то группы У и У, имеют 
конечные системы образующих. Дальше мы продолжаем 
следовать обозначениям упоминавшейся теоремы. Y, и 
У, — это такие конечные подмножества в S, и Sy соот- 
ветственно, что их образы в УХ порождают У\ и У,. 


Ф, = {Yj}, D,={Y,}, P= {Ф,, 9}. 


Аа 


Пусть еще Х — конечное подмножество в Н такое, что 
множество Хо» порождает всю подалгебру Й. Множе- 
ство ХоФ также порождает подалгебру H, и кроме того, 


{ХофФ,} = {Хоз}, {X oB)J={X o3,}, {{ХоФ}оФ,} =H 
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Рассмотрим подпару ({X o®,}, ®,). Так как O, CT), 
то подалгебра {Xo®,} обладает конечной системой 
образующих. Пусть Х’— такая система образующих. 
Легко видеть, что подмножество Х’оФ, порождает всю 
подалгебру Н. Так как Ф, — подгруппа в I, имеющая 
конечную систему образующих, то ясно, что под- 
алгебра Я имеет конечную систему образующих. Ввиду 
того, что G— локально нетерова алгебра, отсюда сле- 
дует, что и Н — подалгебра с конечным числом обра- 
зующих. 

Опираясь на эту теорему, докажем еще такое пред- 
ложение: 

6.2. Пусть в паре (G, Г) алгебра С является локально 
нетеровой, а группа Г локально относительно нильпо- 
тентна. Тогда множество всех алгебраических элемен- 
тов из Г совпадает с локально ограниченным радикалом 
этой группы. 

Для доказательства этого предложения достаточно 
показать, что если 5,, 5, ..., 5, — конечное множество 
алгебраических элементов в Г, то подгруппа 3, поро- 
жденная этим множеством, является локально ограни- 
ченной. Пусть Х — конечное подмножество в а, и Н — 
подалгебра, порожденная множеством Хоз. Нужно 
показать, что в H имеется конечная система образую- 
щих. 

Будем исходить из пары (Н, >»). Здесь подгруппа, 
порожденная ядром представления и элементом св, 
является локально ограниченной. Пусть >’ — некоторая 
максимальная локально ограниченная подгруппа в У, 
содержащая ядро из в. Из предыдущей теоремы, по- 
добно тому как это делалось в теореме 4.1, получаем, 
что > совпадает с 3S, и следовательно, в Н имеется 
конечная система образующих. 

Предложение 6.2 интересно сопоставить со следую- 
щим утверждением, примыкающим также к теореме 2.1, 
если отнести ее к свойству «локальная относительная 
нильпотентность». 

6.3. Если пара (а, Г) локально ограничена, то в Г 
имеется локально относительно нильпотентный, радикал. 

Пусть условие теоремы для пары (G, Г) выпол- 
няется и пусть \ и >, — локально относительно ниль- 
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потентные нормальные делители в Г. Допустим еще, что 
Ф — подгруппа с конечным числом образующих в SS, и 


Ф—{ФПУ, ФП У.}. 


Рассмотрим произвольную конечно порожденную под- 
пару (G,,®) с действующей группой Ф. По условию, 
„ Имеет конечную систему образующих. Пусть, далее, 
Ф, — подгруппа с конечным числом образующих в Ф [| 3S). 
Так как в С, имеется конечная система образующих, 
то подпара (G,, P,) является конечно порожденной, и сле- 
довательно, проекция Ф, относительно С, есть нильпо- 
тентная группа. Но тогда проекция ФГУ, относительно 
С, локально нильпотентна. То же самое верно и для 
ФП У.. Так как произведение локально нильпотентных 
нормальных делителей — снова такой же нормальный де- 
литель, то теперь ясно, что проекция Ф относительно G, 
является локально нильпотентной группой. Так как Ф 
имеет конечное число образующих, то эта проекция 
нильпотентна. Этим доказано, что Ух, — локально отно- 
сительно нильпотентная группа, что и требовалось. 

Приведем теперь одно замечание о локально огра- 
ниченном радикале в области действия. Пусть дана 
пара (а, Г) и а— элемент в С. Этот элемент назовем 
локально ограниченным, если для любой подгруппы У 
из Г, обладающей конечной системой образующих, под- 
алгебра, порожденная множеством ао, имеет конеч- 
ную систему образующих. Легко видеть, что множе- 
ство Н всех локально ограниченных элементов из G 
является Г-характеристическим подмножеством. Пока- 
жем, что если а — локально нетерова алгебра, то Н — 
подалгебра BG. 

Пусть » — некоторая п-арная операция алгебры G, а, 
а.,..., а, — элементы BH, 6 —=а.4а.... аю, и У— под- 
группа в Г, имеющая конечную систему образующих. 
Подалгебра, порожденная множеством OOS, содержится 
в подалгебре A, порожденной всеми а; ох, &=1,2,..., п. 

Так как А имеет конечное число образующих, то 
и {фо\У} имеет конечное число образующих. 

Ясно, что пара (Н, Г) является локально ограни- 
ченной парой. 
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$ 5. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУ ПП 
И ПРЕДСТАВЛЕНИЯ О-ПОЛУГРУПП 


1. Предетавления ®-полугрупп и обобщенные модули. 
Как известно, в классической теории представлений, 
где рассматриваются представления относительно век- 
торных пространств, представления групп целесообразно 
связывать с представлениями колец или линейных алгебр. 
Точно так же в общем случае представления групп 
относительно универсальных алгебр естественно связы- 
вать с рассмотрением Э-полугрупп и их представлений. 
-полугруппы (мультиоператорные полугруппы) были опре- 
делены в первой главе в связи с рассмотрением системы 
всех квазиэндоморфизмов алгебры. Здесь мы определим 
понятие представления ®-полугруппы относительно 
З-алгебры и рассмотрим простейшие факты, связанные с 
этим понятием. 

Пусть G— Q-anre6pa и К — некоторая 8-полугруппа. 
Представлением А относительно С называется всякий 
гомоморфизм А в Ч®-полугруппу Н (С) всех преобразо- 
ваний алгебры G. Задание представления К относи- 
тельно С равносильно заданию действия К в С (o60- 
значим его, как и раньше, через о), такого, что вы- 
полняются следующие условия: 


1. (Рос) оФ=# 09$, 
2. ЕО (PiPo ... фо) = (FO $1) (80$)... (FO Fp) 


при всех 5ЕС, с, $ЕК, «Е ® и соответствующих набо- 
pax аргументов $, ЕК 

Такую пару (G,A) вместе с заданным представле- 
нием будем называть ®-модулем (или обобщенным мо- 
дулем). Параллельно тому, как это делалось для пар, 
по обычной схеме определяются гомоморфизмы, изомор- 
физмы и эквивалентности Э-модулей, а также подмодули 
и фактор-модули ®-модулей. Так, например, подмодуль 
состоит из пары (НЯ, Г), где Н — подалгебра в G, допу- 
стимая относительно 8-подполугруппы С из К, и инду- 
цированного представления Ё относительно Н. Такое 
определение подмодуля отличается от общепринятого — 
обычно подмодуль есть пара вида (H, К), где К — вся 
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®-полугруппа. Соответственно можно говорить и о дей- 
ствиях с обобщенными модулями, в частности о полной 
прямой сумме представлений ®-полугруппы. Примером 
‚ представления ®8-полугруппы служит регулярное пред- 
ставление: если К — ®-полугруппа, то формулой uov= 
— 12, и, ЕК, задается регулярное представление ®-по- 
лугруппы А относительно Э-алгебры К. 

Если задан ®-модуль (G,K), то элемент в ЕК назы- 
вается строго дистрибутивным, если и — дистрибутив- 
ный элемент и действует в G как эндоморфизм. Сово- 
купность всех строго дистрибутивных элементов из А 
образует подполугруппу в О(К). Обозначим ее через 
р*(К). Представление А относительно С называется 
строгим, если подполугруппа D*(K) порождает все К. 
И вообще, Э9-подполугруппа Ё в К называется строгой, 
если она порождается некоторым множеством строго 
дистрибутивных элементов. Легко понять, что строгая 
@-подполугруппа порождается некоторым множеством 
строго дистрибутивных элементов с помощью одних 
лишь операций из системы ®. 

В регулярном представлении полугруппы D(K) и 
2* (К) совпадают, и потому, если исходить из Э-полу- 
группы с дистрибутивным базисом, то регулярное пред- 
ставление такой ®-полугруппы является строгим. 

В определении ®-модуля (G, К) мы еще будем до- 
пускать, что если в A имеется единица е по умноже- 
нию, то эта единица действует в G как тождественное 
преобразование. 

Каждое представление К относительно G определяет 
конгруэнцию р ®-полугруппы A: для любых и и из К 
upv означает, что при любом &ЕС выполняется равен- 
ство gOuU=gov. Такая конгруэнция называется кон- 
груэнцией заданного представления. В случае точного 
представления конгруэнция этого представления является 
тривиальной, и гомоморфизм, определяющий представле- 
ние, является изоморфизмом между К и некоторой 
Э-подполугруппой в Н (СЦ). 

Отметим далее, что если р — конгруэнция 9®-алгебры 
К, инвариантная относительно умножений справа на 
элементы ‘из К, — такую конгруэнцию будем называть 
правой конгруэнцией 9-полугруппы А, — то регулярное 
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представление А индуцирует фактор-представление К 
относительно фактор-алгебры K/p. 

Пусть теперь (G, К) — некоторый ®-модуль, g—- эле- 
мент в G, и ОК — совокупность всех элементов из G 
вида gou, и ЕК. 

Непосредственно из определения следует, что воК 
всегда является А-допустимой подалгеброй в С и что 
отображение и->гои является гомоморфизмом ®-ал- 
гебры К на подалгебру го К. Пусть р (=) — конгруэнция, 
отвечающая такому гомоморфизму. Конгруэнция р (2) яв- 
ляется правой конгруэнцией ®-полугруппы КА; это ут- 
верждение равносильно тому, что из gOU=—goOv сле- 
дует gouw=govw. Таким образом, можно говорить 
о фактор-модуле (К]р (5), К). Сопоставим теперь каж- 
дому элементу бой из gO AK смежный класс конгруэн- 
ции р (2): gou—[u]. Такое соответствие является изо- 
морфизмом @-алгебр goK и K/p(g). Kpome того, если 
это соответствие обозначить через в, мы получим: 


(бои) ов" = (во и)" = [uv] = [uJov=(gou)* ov, 


т. е. Э-модули (go K, К) и (K/o(g), К) эквивалентны. 

Таким образом мы получили теорему, аналогичную 
теореме 1.3.2. 

Заметим здесь еще, что в ®-модуле (gO K, К) каж- 
дый дистрибутивный элемент из А является также и 
строго дистрибутивным элементом. 

Если представление К относительно С является 
точным, TO, очевидно, пересечение конгруэнций p(g) по 
всем g является тривиальной конгруэнцией 9-алгебры К, 
так что в этом случае алгебра К может рассматри- 
ваться как подпрямая сумма некоторых подалгебр из 
G, и всякое тождественное соотношение, имеющее место 
в а, выполняется и в К. Впрочем этот факт уже отме- 
чался для @-полугруппы всех квазиэндоморфизмов ал- 
гебры. 

Назовем еще централизатором строгого модуля 
(G, К) 9-подполугруппу в ®-полугруппе Н’(С) всех ква- 
зиэндоморфизмов алгебры G, порожденную всеми эндо- 
морфизмами этой алгебры, перестановочными с элемен- 
тами из К. Не все элементы этого централизатора 
перестановочны с элементами из К. Легко, однако, 
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проверить, что каждый эндоморфизм алгебры С, принад- 
лежащий централизатору модуля, перестановочен с эле- 
ментами из К. 

Пусть Фх— такой эндоморфизм и Ф=Фф,... Ч, 
где все Ф,; перестановочны с элементами из К, 
некоторая суперпозиция операций из ®. Пусть еще ЕС 
и иЕК. Рассматривая вначале случай, когда и дейст- 
вует в С как эндоморфизм, имеем: 


(вой) ф= (501) Phy... фо = 
= ((вои)ф,) ((g 04) фо)... (g OU) ф,) в = 
= ((g,) 0 4) ((g2) си)... ((Ефь) о и) ® = 
= ((g}3) (&$.). . -(8,) ©) ой = (g (Pb. - -,)) OU = geod. 
Пусть теперь u=v,V,...v,0', где и; действуют в С как 
эндоморфизмы и ®' — суперпозиция операций из ®. Тогда 


(g Ou) 9=((g0v,) (во)... (808) ®') ф = 
= ((g 0,) $ (вов») + -(g OU) $) ®' = 
= ((5Ф) OV) (gp) ов»). . .((8Ф) ов) ®' = 
= £9 0 (50... .U,0')= gg Ou. 
Этим утверждение доказано. 


2. Полугрунповые (групповые) ®-полугруппы. Названные 
здесь объекты играют роль, аналогичную роли группо- 
вых колец. Приведем определения. Пусть Г — некоторая 
полугруппа иФ — абсолютно свободная ®-алгебра с поро- 
ждающим множеством Г. Определим в Феще и умножение. 

Если в 2 имеются нульарные операции, то этим опе- 
рациям отвечают специальные символы О0,, Og, ..., ко- 
торые рассматриваются также как лементы "в Ф. Для 
каждого такого 0, и для любых иЕГ и аЕФ полагаем 
0. =0,, а0,=0,. Пусть дальше и СГ ии,, Uy, ..., и, — 
элементы из Г или символы нульарных операций и 
пусть ® —и-арная операция из ®, п>1. Положим 
0115... ® » И = (И.И) (ип)...(ии)®. Если дальше a= 
—b,b,...b6,0 и все b,u уже определены, то считаем, что 
ай == (bu)... (b,u)o. Так будут определены произведения 
ай при любых аЕФ и иЕГ. Аналогично определяем 
произведение a(U,U,...U,) = (аи) (au,)...(au,)o, и если 
b=C,Cy...c,0 и все ac, уже определены, то аб = 
== (ас,) (acy). . .(ac,) о. 
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Мы получим правило умножения любых элементов 
из Ф. При этом по определению операции выполняется 
левая дистрибутивность, и все элементы из Г являются 
дистрибутивными элементами. Проверим ассоциативность 
умножения. 

Так как Г — полугруппа, то ассоциативное правило 
выполняется для любых троек элементов из Ф, лежащих 
в Г. Непосредственно проверяется, что ассоциативность 
имеет место также для любых троек из множества Г’, 
получающегося присоединением к Г всех отмеченных 
элементов — символов нульарных операций. Например, 
если и, и ЕГ, то 


(60) 9=00==0: 1 (0p) 20 = 05 
(0,0,) 0, == 0,0, =0,; 0, (0,0,) =0,0,=0.,, 


и аналогично во всех остальных случаях. Вообще же 
легко понять, что при этом произведение трех элементов 
из Г’, среди которых имеются отмеченные элементы, 
совпадает с самым правым из этих отмеченных элементов. 

Пусть дальше ® — п-арная операция, принадлежа- 
man 2, п>1, а=66....6ю, 6, ЕФ, и пусть для всех 
этих 6; и любых элементов и, VEGI” уже установлено, 
что 6; (uv) = (bu) v. Тогда имеем: 


(au) v = (0,b,. ..b,0 + u) v = (Би) (6м). . . (ли) ® + в = 
= (ли) v) ((Быш) 5). . .((б,ш) Vv) © = 
= (5, (uv)) (6, (мь)). . . (6, (uv)) © = а (шо). 
Отсюда по индукции получаем, что при любых аЕФ, 
и, р @Г’ выполняется и. 
Теперь допустим, что b=c,c,...c,0 и для всех этих 


с, и любых аЕФ и иЕГ’ выполняется a(c,u) = (ас,) и 
При этом условии получаем: 


(ab) и = (a+ c,c,...¢,) и == (ас) (acy)... (ас,) + и = 
— ((ac,)u) ((ась)и). . . ((ac,) и) == (а(с1и)) (а (си). . .(а(ски)) о = 
— а. (сли ) (сои) ее (си) и —а (bu), 


и, следовательно, при любых а, БЕФ и иЕГ’ имеем 
равенство (ab) и == а (bu). 
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Пусть, наконец, c—d,d,...d,0 и для всех 4; и любых 
a, 6@Ф выполняется равенство (ab) а, = (64.). Тогда 


(ab) c = (ab) (d,dy. . .d,) = ((ab) d,) (ab) d,). . .((ab) d,) о = 
= (a (bd,)) (a (6d,)). . .(a (bd,)) ® = 
=a + (bd,) (bd,).. .(bd,) » =a (be), 


и поэтому для всех троек а, 6, с@Ф будет (ab)c=—a (bc). 

Таким образом, Ф становится ®-полугруппой, причем 
с дистрибутивным базисом. Это и есть полугрупповая 
Э-полугруппа. Если Г — группа, то мы имеем групповую 
-полугруппу. 

Допустим теперь, что задано представление группы Г 
относительно ®-алгебры G, и пусть Ф — соответствующая 
групповая ®-полугруппа. Покажем, что представление Г 
относительно G можно продолжить до представления Ф 
относительно G. Полагая для любого #@С и каждого 
символа нульарной операции 0, go0,—e,, гдее, — соот- 
ветствующий отмеченный элемент в Ц, мы зададим дейст- 
Bue на С всех элементов из Г’. Если дальше a—Ob,b,... 6,0 
и все gOb, уже определены, то считаем gOa== 
— (#061) (8 06.)...(#06,)®. Понятно, что так индуктивно 
будут определены все goa, #ЕС, аЕФ. Точно такими же 
рассуждениями, как проверялась ассоциативность в Ф, 
устанавливается, что (gOa)Oob=goab при всех #ЕС, 
а, БЕФ. Второе условие, определяющее представление 
9-полугруппы, выполняется здесь согласно определению 
действия элементов из Ф BG, так что мы действительно 
имеем представление ®-полугруппы Ф относительно G. 
Элементы из Г будут при этом строго дистрибутивными 
элементами и само представление является строгим. 

Укажем одно важное применение приведенного факта. 
Представление группы Г относительно алгебры С назы- 
вается циклическим, если в С имеется такой элемент 5, 
что подалгебра, порожденная множеством &оГ, совпа- 
дает со всей алгеброй С. Соответственно представление 
Ф-полугруппы А относительно G называется циклическим, 
если при некотором # Е С выполняется равенство gO К = 
— С. Легко видеть, что представление группы Г отно- 
сительно С тогда и только тогда является циклическим, 
когда представление групповой ®-полугруппы Ф отно-. 
сительно С является циклическим. 
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Все циклические представления группы Г, с точ- 
ностью до эквивалентности, могут быть построены на 
материале самой группы Г. Действительно, пусть задано 
некоторое циклическое представление Г относительно 
-алгебры. Продолжим это представление до представ- 
ления соответствующей групповой 8-полугруппы Ф. Так 
как G==go®, ЕС, то для некоторой правой конгруэн- 
ции р представление Ф относительно алгебры G экви- 
валентно представлению Ф относительно Ф/р. Ясно те- 
перь, что при этом и представление Г относительно G 
эквивалентно представлению Г относительно Ф/р. 

Таким образом, с помощью 9-полугруппы Ф можно 
найти все циклические представления группы Г. 

Отсюда, в частности, вытекает, что имеет смысл 
говорить о множестве всех циклических представлений 
заданной группы Г относительно Э-алгебр (с фиксиро- 
ванным 9). 

Предположим дальше, что имеется в виду изучать 
представления групп относительно алгебр, принадлежа- 
щих некоторому примитивному классу 8-алгебр ®. В та- 
ком случае вместо абсолютно свободной алгебры Ф 
естественно исходить из свободной в заданном классе R 
Ч-алгебры. 

Пусть Ф — определенная выше групповая 8-полугруппа 
группы Г и пусть р— конгруэнция 9-алгебры Ф, отве- 
чающая тождествам класса RK. Согласно п. 1.1.бр 
является также конгруэнцией ®-полугруппы Ф. Таким 
образом, мы получаем ®-полугруппу Ф/р, причем можно 
считать, что группа Г содержится также ив Ф/р; более 
того, она содержитсяв D (Фр). Такую 8-полугруппу будем 
называть приведенной (в данном классе) групповой ®-полу- 
группой. Легко видеть, что классическое понятие группо- 
вой алгебры может рассматриваться как частный случай 
таких приведенных групповых ®-полугрупп. 

Если теперь задано представление Ф относительно 
алгебры G, принадлежащей классу R, то конгруэнция р 
принадлежит, очевидно, конгруэнции данного представ- 
ления. Это значит, что если для смежного класса 
[и] ЕФр и & ЕС положить го [и] = ou, то так определен- 
ное действие не будет зависеть от выбора представите- 
лей в смежных классах, и мы получим представление 
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Ф-полугруппы Ф/р относительно G, являющееся гомо- 
морфным образом представления Ф относительно С. 
Кроме того, если здесь Г рассматривать как группу, 
лежащую в Фрр, то полученное представление Ф/р относи- 
тельно G является продолжением представления группы Г. 

В заключение этого пункта мы заметим, что, хотя 
здесь в качестве области действия G выступала алгебра, 
некоторые утверждения могут быть распространены и 
на тот случай, когда G— общая алгебраическая система, 
включающая также и отношения. 


3. Мультиоператорные почти кольца и представления 
относительно @-rpynn. Рассмотрение представлений групп 
относительно мультиоператорных групп естественно свя- 
зывать с представлениями ®-почти колец. Определение 
представления ®-почти кольца относительно @®-группы 
есть частный случай общего определения представления 
®-полугруппы. Ho в этом специальном случае появляется 
новая возможность — вместо конгруэнций можно рас- 
сматривать соответствующие ядра. Так, конгруэнции 
представления отвечает ядро представления, состоящее 
из всех тех и из действующего ®-почти кольца, которые 
переводят каждый 2ЕС в нуль Э-группы С. 

Всюду дальше в определение представления ®-почти 
кольца относительно ®-группы мы включаем еще сле- 
дующее требование: нуль области действия является не- 
подвижным элементом относительно элементов действую- 
mero ®-почти кольца. Легко проверить, что это условие 
автоматически выполняется для строгих представлений. 
В связи с отмеченным условием мы добавим еще одно 
требование и в определение ®-почти кольца: будем счи- 
тать всегда, что если О— нуль ®-почти кольца К, то 
при любом и@К должно быть 0и —=0. В ®-квазикольцах 
это условие всегда выполняется, и кроме того, в ®-почти 
кольцах всегда ибо —0. 

Назовем дальше правым идеалом ®-почти кольца К 
такое его подмножество Я, что A есть идеал Э-группы К 
и при любых ЙЕН и v, иЕК выполняется условие 
(h+-v)u—vu€H. Если Н — правый идеал в К, то, как 
нетрудно понять, при любых ЙЕН и u€K элемент hu 
также принадлежит Н. Обратное утверждение выпол- 
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няется, если дополнительно предположить, что А есть 
Э-квазикольцо. Доказательство этого факта содержится 
в приводимых ниже выкладках, относящихся к анало- 
гичному свойству допустимого идеала. Напоминаем, что 
Н — левый идеал в К, если Н — идеал Э-группы К и 
левый идеал полугруппы К. Если Н — двусторонний 
идеал в К (левый и правый), то Н — идеал ®-почти 
кольца К (см. п. 1.2.2). 

Легко понять, что ядра, отвечающие конгруэнциям 
р (=), — обозначим их через К,, — являются правыми 
идеалами действующего ®-почти кольца. Это следует из 
соответствующих рассмотрений, относящихся к пред- 
ставлениям 8-полугрупп, но легко сделать и непосред- 
ственную проверку. 

Понятие группового 9Э-почти кольца может быть 
получено в качестве частного случая определения груп- 
повой Э-полугруппы. Однако удобнее сделать это непо- 
средственно, исходя из конструкции свободной мульти- 
операторной группы, введенной А. Г. Нурошем в его 
статье [7]. Для случая, когда область действия также 
группа, это было проведено в статье Б. И. Плоткина [18]. 
В общем случае Q-rpynn нужно над группой Г взять 
свободную @®-группу и определить еще там умножение 
так же, как это делалось в предыдущем пункте. 

Определим еще понятие допустимого идеала области 
действия. 

Пусть задано представление Э-почти кольца К отно- 
сительно 9-группы G. Допустимые идеалы в С — это такие 
идеалы А, для которых исходное представление индуци- 
рует представление К относительно фактор-группы G/A. 
Легко видеть, что идеал А тогда и только тогда является 
допустимым идеалом, когда при любыха А, «@СиицЕК 
выполняется условие (a+ 2) ои— воиЕА. 

Очевидно, что допустимый идеал является также и 
допустимым подмножеством. Покажем, что если пред- 
ставление К относительно G является строгим и идеал A 
является допустимым подмножеством, то этот идеал 
является также и допустимым идеалом. Для строгого 
представления каждый элемент иб А представим в виде 
U—=U,U,...U,0, где все элементы и; строго дистрибу- 
тивны И ® — некоторая операция, производная по 
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отношению к основным операциям. Учитывая дальше, 
что ДА — идеал в С, имеем: 


(at г) ои— вои == (а в)о (ии... .ию) — вои = 
= ((a-+g) ou) (а--дои,)...(а-- ои,) о — вои= 
==(aou,+gou,)(aou,+ gou,)...(aou,+gou,)o — 
—gou=—a+gou—gou=ad ВА. 


Следовательно, А — допустимый идеал. Заметим еще, 
что допустимые идеалы регулярного представления 
О-почти кольца К — это правые идеалы в К. 

Сделаем еще одно замечание по поводу случая, когда 
в @почти кольце К имеется единица по умножению. 
Мы считаем, что эта единица действует тождественно BG. 
Покажем, что если это условие He предполагать, но 
считать, что единица = действует в С как нормальный 
эндоморфизм, то общий случай сводится к рассматри- 
ваемому нами. 

Вначале отметим, что эндоморфизм og Я-группы G 
называется нормальным, если: 1) для любых аи b из С 
выполняется равенство (—6 а В) —= —6-Р аз В и 
2) для любой п-арной операции wo Е © и соответствующих 
наборов аргументов : 


(—b,b,. . «0 + (а, + 8) (4g + 8g). « (Gy + 8) ©) $ = 
— —b,b,. . 6,0 +- (a, 9 + 6,) (Aap + 5). » «(Aye + By) © 


Если Q-rpynna С абелева, то, очевидно, каждый ее эндо- 
морфизм является нормальным. 
Пусть ф — нормальный эндоморфизм и А. — совокуп-. 


ность всех а@С, для которых ах —=0, и В, — множество 
всех БЕС, для которых 6 ==6. А. И В. -— идеалы в G. 


Для A, это очевидно, так как A, и аа ядром гомо- 
морфизма Ф. Ясно, что В, — 9-подгруппа. Если теперь 
ЕВ. и eG, TO 


ро РВ 


и значит, B= нормальный делитель аддитивной группы. 
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Пусть ® — п-арная операция в ®, и 61, by, ..., ВЕБ... 
Тогда 


(818 2° + + 8x + (6, ++ 81) (6-85). - (On + Bn) ©) P= 
= — 8189+ + Bn + (O19 + 81) (Oo? + 5,). - (On? + Bn) O = 
== — 18... By + (0, + 81) (0g + Bo) ++ (On + B,) © 


Это означает, что В, — идеал. Понятно, что идеалы A, 
и В, пересекаются только по нулю. 

Имеет место следующее предложение: 

3.1 (разложение Пирса). Если ве действует как нор- 
мальный эндоморфизм, то G есть прямая сумма: G = 
—A,-+ В.. 

Действительно, пусть g@G. Тогда в == (в — ge)+ ве, 
g-—geGA,, Е В., что и требовалось. 

сли еще учесть, что нуль в С является неподвиж- 
ным элементом относительно всех иЕА, то очевидно 
также, что для любых aGA, ииЕК элемент аои есть 
нуль в С, так что все сводится к действию К в B,, 
а = действует здесь тождественно. 


4. Еще об ограниченности и алгебраичности. Везде 
в этом пункте будет рассматриваться строгий ®-модуль 
(С, К), т. е. такой, что представление А относительно 
9-алгебры С является строгим. Представление К отно- 
сительно С называется локально ограниченным, если для 
любого g@G и всякой строгой ®-подполугруппы 5 С К, 
имеющей конечное число образующих, подалгебра gos 
также имеет конечное число образующих. Заметим здесь, 
что если в строгой ®-подполугруппе JS имеется конечное 
число образующих, то в ней имеется также и конечное 
число строго дистрибутивных образующих. 

Если представление А относительно С является ло- 
кально ограниченным, то для любого конечного под- 
множества X CG и любой строгой ®-подполугруппы 
SC K, имеющей конечное число образующих, подал- 
гебра, порожденная множеством Хоф, также имеет 
конечное число образующих и 9-допустима. 

Подалгебра {Хо5}? порождается подалгебрами хоб, 
хЕХ, и, следовательно, она имеет конечное число обра- 
зующих. Эта подалгебра допустима, очевидно, относи- 
тельно всех строго дистрибутивных элементов из 5, 
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так как эти элементы действуют в С как эндоморфизмы. 
Учитывая, что 5 порождается строго дистрибутивными 
элементами, мы теперь заключаем, что {Хоэ}® допу- 
стима относительно р. 

Из этого замечания следует, что в локально ограни- 
ченном модуле (G, К) имеется локальная система из под- 
модулей (G,, К.) таких, что все подалгебры G, имеют 
конечное число образующих. 

Назовем дальше ®-полугруппу К локально ограничен- 
ной, если она обладает дистрибутивным базисом и ре- 
гулярное представление А является локально ограни- 
ченным. Нетрудно видеть, что это определение равно- 
сильно следующему: для каждой строгой ®-подполу- 
группы S из А, имеющей конечное число образующих, 
З-алгебра 5 также обладает конечным числом обра- 
зующих. 

Легко доказывается следующее предложение: 

4.1. Если Q-noayepynna К является локально ограничен- 
ной, то всякое строгое представление К относительно 
-алгебры G также является локально ограниченным. 

Пусть в строгом ®-модуле (4, К) ®-полугруппа К 
локально ограничена и пусть 5 — строгая подполугруппа 
в А, обладающая конечной системой образующих, и 
о — элемент в С. Подалгебра goS является гомоморд- 
ным образом ®-алгебры 9, и следовательно, вместе с 5 
эта подалгебра обладает конечной системой образующих. 
Это и означает, что рассматриваемый модуль локально 
ограничен. 

Нам понадобится дальше следующее определение. 
Пусть (а, Г) — некоторая пара и (G, К) — модуль с об- 
щей областью действия С. Допустим еще, что ГСК, 
все элементы из Г являются дистрибутивными элемен- 
Tami в К и представление А относительно G является 
продолжением заданного представления группы Г. В та- 
ком случае условимся говорить, что пара (G, Г) при- 
надлежит модулю (а, К). Если, сверх того, элементы 
из Г порождают все К, то будем говорить, что ®-мо- 
дуль (4, К) порождается парой (G, Г). 

меет место такое предложение: 

4.2. Если пара (G, Г) порождает ®-модуль (G, К), mo 

эта пара является локально ограниченной, если (G, К) — 
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локально ограниченный модуль. Если алгебра G является, 
сверх того, локально нетеровой, то верно и обратное: 
локальная ограниченность пары (G, Г) влечет локальную 
ограниченность модуля (G, К). 

Пусть » — подгруппа в Г с конечным числом образу- 
ющих. S — Э-подполугруппа в К, порожденная множе- 
ством №. Для каждого # ЕС подалгебра, порожденная 
множеством #0», совпадает с подалгеброй goS. Сле- 
довательно, если (а, К) — локально ограниченный модуль. 
то в {gO} имеется конечное число образующих и 
(а, Г) — локально ограниченная пара. 

С другой стороны, каждая строгая ®-подполугруппа 
S'CK содержится в некоторой ®-подполугруппе 5 от- 
меченного типа. Поэтому, если (G, Г) — локально orpa- 
ниченная пара и алгебра С локально нетерова, то вме- 
сте с gOS подалгебра go 5’ имеет конечное число обра- 
зующих, т. e. 9-модуль (G, К) локально ограничен. 

Пусть дальше К — некоторая ®-полугруппа и T— 
группа, лежащая в полугруппе D(K). Рассмотрим не- 
которые свойства группы Г, связанные с этим ее вло- 
жением. Такие свойства подгрупп из Г, как ограничен- 
ность, локальная ограниченность и алгебраичность, 
будем связывать с регулярным представлением Г относи- 
тельно ®-алгебры А. Напомним еще, что через X°, ХС К, 
обозначается ®-оболочка подмножества X, т. e. ®-под- 
алгебра в К, порожденная подмножеством Х. Легко 
видеть, что ограниченность подгруппы ХС Г равно- 
сильна тому, что У есть Э-алгебра с конечным числом 
образующих, а локальная ограниченность » означает, 
что подгруппы из » с конечным числом образующих 
ограничены. Понятно также, что если задано некоторое 
представление А относительно ®-алгебры С, индуци- 
рующее пару (G, Г), то из локальной ограниченности 
Ув А вытекает, что » действует и в С как локально 
ограниченная группа. Поэтому локальную ограничен- 
ность относительно А, внутреннюю локальную orpa- 
ниченность, можно было бы называть сильной локаль- 
ной ограниченностью. 

Докажем следующую лемму: 

4.3. Если ®-алгебра К локально нетерова, то произ- 
ведение инвариантной локально ограниченной подгруппы 
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ФС А и локально ограниченной подгруппы D, также 
является локально ограниченной подгруппой в Г. 

Рассмотрим вначале случай, когда Ф, и Ф, ограни- 
чены. В этом случае в ©, и Ф, найдутся такие конеч- 
ные подмножества соответственно Х и У, что Х% = Ф3 
и У" —Ф®. Можно также считать, что Хи У содер- 
жат единицу группы Г. В этом случае произведение 
множеств ХУ содержит как Х, так и У. Обозначим 
через 5 @®-оболочку множества ХУ. Эта оболочка имеет 
конечное число образующих и содержит алгебры Ф? и 
Ф?. Покажем, что S содержит произведение ФФ... Каж- 
дый элемент из ФФ, имеет вид $$, $ @Ф,, +. ЕФ.. 
Но 9, и $, выражаются с помощью операций из Q через 
элементы из Х и У соответственно, так что $$, ана- 
логично выражается через элементы из ХУ, и следо- 
вательно, 0,O,CS. 

Отсюда, очевидно, вытекает равенство (Ф/Ф.)* = 5, 
что и требовалось. 

Переходим к общему случаю. Пусть Ф, и Ф, локально 
ограничены и пусть », — подгруппа с конечным числом 
образующих в Ф.. Так как эта подгруппа ограничена, 
то в ней найдется конечное подмножество У такое, что 
У —29. Пусть дальше Х — произвольное конечное под- 


множество в W,, содержащее вместе с каждым своим 
элементом и обратный к нему. Обозначим через  мно- 
жество всех элементов вида 95'09,, с ЕХ, сб»... Это 
множество принадлежит ®-оболочке конечного множе- 
ства УХУ. Используя теперь тот факт, что ®-алгебра К 
локально нетерова, мы заключаем, что в Z найдется 
такое конечное подмножество Z,, что 1—7. Нусть 
У, — подгруппа в Ф,, порожденная множеством Z, и L, — 
подгруппа, порожденная элементами из Z,. Ясно, что 
x? — 5, и следовательно, № ограничена. Так как под- 
группа » инвариантна относительно %,, TO и %%,— 
ограниченная подгруппа. Если теперь %& — некоторая 
подгруппа с конечным числом образующих в Ф/Ф., то 
эта » содержится в некоторой подгруппе 4,4, рас- 
смотренного выше типа. Так как L£®C(2,4,)*, то вместе 
с (25. алгебра »® (снова нужна локальная нетеро- 
вость А!) имеет конечное число образующих. Лемма 
доказана. 
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Из этой леммы непосредственно получаем следую- 
щую теорему: 

4.4. Если Э-алгебра К локально нетерова, то в группе 
Г имеется локально ограниченный радикал. Этот ради- 
кал совпадает с пересечением всех максимальных локально 
ограниченных подгрупп из Г. 

Приведем еще одну теорему, легко доказываемую 
с помощью только что рассмотренной леммы. Эта тео- 
рема для подгрупп линейных алгебр была найдена 
А. Е. Залесским [1]. 

4.5. Пусть В-алгебра К локально нетерова и группа Г 
является ВМ№*-группой. В этом случае Г тогда и только 
тогда локально ограниченная группа, когда она является 
алгеб раической группой. 

Напомним, что АМ*-группа — это группа, обладаю- 
щая возрастающим нормальным рядом с абелевыми 
факторами. В одну сторону утверждение очевидно. Пусть 
теперь группа Г — алгебраическая А №*-группа. В такой 
группе имеется возрастающий нормальный ряд с цикли- 
ческими факторами. Пусть ряд 


Е=Г СГ, С...СГ.СГы С... СГ, =Г 


обладает этим свойством. Воспользуемся индукцией. 

Первый член Г, как циклическая подгруппа алгебра- 
ической группы Г является ограниченной группой. До- 
пустим сразу, что для всех «< ь уже установлено, что 
Г, — локально ограниченная подгруппа. Случай предель- 
ного w очевиден. Допустим, что существует и—1. Tak 
как вся группа Г =Г, порождается инвариантной под- 
группой er являющейся локально ограниченной, и не- 
которой циклической подгруппой, ограниченной ввиду 
алгебраичности группы Г, то по лемме группа Г ло- 
кально ограничена, что и требовалось. 

Эта теорема может также рассматриваться как ана- 
лог теоретико-групповой теоремы о локальной конеч- 
ности периодической АМ*-группы. 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ 


ГРУППЫ АВТОМОРФИЗМОВ 
МУЛЬТИОПЕРАТОРНЫХ ГРУПП 


$1. ПРИВОДИМОСТЬ И НЕПРИВОДИМОСТЬ 


1. Приводимость. Важным понятием, связанным с пред- 
ставлениями относительно мультиоператорных групп, 
является понятие приводимости представления. Если 
(а, Г) — некоторая пара и Н — допустимый идеал в G, 
то ему отвечают две «меньшие» пары — подпара (Я, Г) 
и фактор-пара (G/H, Г). Эти новые пары дают некото- 
рую информацию об исходной паре, а в отдельных слу- 
чаях даже полностью ее определяют. 

В идеале Н и в фактор-®-группе G/H в свою оче- 
редь могут быть свои идеалы, которые позволяют дальше 
«приводить» представление группы Г. И вообще, если 
в G задана некоторая нормальная система Г-допусти- 
мых ®-подгрупп [G,], то каждому скачку этой системы G,, 
G,., отвечает пара (G,,,/G,, Г). Совокупность всех таких 
пар определяет систему фактор-представлений, связан- 
ных с данной нормальной системой. 

Как и в общей теории Q-rpyun, одним из основных 
принципов классификации представлений относительно 
мультиоператорных групп является классификация, oc- 
нованная на рассмотрении свойств имеющихся в 0б- 
ласти действия С нормальных систем допустимых ®-групп 
и связанных © этими системами фактор-представлений 
группы Г. Если в ®-группе С к системе основных опе- 
раций добавить еще унарные операторы, связанные 
с действием элементов из Г, то мы получим новую муль- 
тиоператорную группу — ®, Г-группу. Понятно, что нор- 
мальные системы Г-допустимых ®-подгрупп в С — это 
нормальные системы в ®, Г-группе G. Ho всем таким 
нормальным системам применима, следовательно, клас- 
сификация, приводившаяся п. 1.2.4. В частности, можно 
говорить о композиционной системе Г-допустимых 9Э-под- 
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групп. Особую роль с точки зрения теории представ- 
лений играют при этом теоремы типа теоремы Жордана— 
Гельдера. Такие теоремы указывают условия, при кото- 
рых фактор-представления, связанные с различными 
нормальными рядами с точностью до эквивалентности 
представлений, определяются однозначно. Все эти тео- 
ремы выводятся непосредственно из соответствующих 
теорем теории мультиоператорных групп. 

В п. 1.2.2 были определены разрешимые и централь- 
ные системы мультиоператорных групп. В случае, когда 
на ®-группе G действует еще представление некоторой 
группы Г, естественно рассматривать разрешимые и 
центральные системы BG из допустимых ®-подгрупп. 
Это —в точности разрешимые или центральные системы 
о Г-группы С. По аналогии с теорией групп пару (С, Г) 
естественно называть А/Л-парой (или соответственно 
7-парой), если в С имеется разрешимая (или соответ- 
ственно центральная) система из допустимых ®-подгрупп. 
Аналогично определяются АМ*-пары, ZA-napol и т. д. 
Имеет место также следующая локальная теорема, па- 
раллельная известным теоремам теории групп: 

1.1. Если пара (G, Г) обладает локальной системой 
из RN-(Z-) подпар, то такая пара сама является 
RN-(Z-) парой. 

Доказательство этой теоремы мы приведем одновре- 
менно с доказательством другой локальной теоремы, 
которую сейчас сформулируем. 

Пусть Аи В— две Г-допустимые ®-подгруипы в С, 
причем А — идеал в В. Будем говорить, что фактор- 
группа В/А является Г-композиционным фактором 
9-группы С, если в этой фактор-группе нет нетривиаль- 
ных нормальных систем из Г-допустимых членов. Таких 
композиционных факторов в С имеется достаточно 
много — ими, в частности, являются все факторы ком- 
позиционных систем ®,Г-группы G. Пару (G, Г) назовем 


RN-napot, если все Г-композиционные факторы в С яв- 
ляются абелевыми ®-группами. АМ№-пары являются, оче- 
видно, также и RN-napamu: если (Ц, Г) — RN-napa, TO 
всякая композиционная нормальная система из допусти- 
мых ®-подгрупп в С является разрешимой системой 
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Справедлива следующая теорема: 
1.2. Бсякая пара (G, Г), обладающая локальной си- 


стемой из RN-nodnap, также является ВМ№М-парой. 

Вначале представим свойство ®,Г-группы С обла- 
дать разрешимой нормальной системой на языке узкого 
исчисления предикатов. В качестве основного множества 
М модели мы берем, следуя методу Мальцева из статьи [2], 
множество индексов членов подходящей нормальной си- 
стемы, а предикаты, определенные на этом множестве, — 
это отношение порядка и еще набор одноместных пре- 
дикатов вида А, (%) по всем элементам & из С. Содер- 
жательно A,(4) означает, что элемент & принадлежит 
члену нормальной системы Н„, имеющему индекс a. На- 
бор аксиом 5 состоит из нескольких групп. Прежде 
всего это — аксиомы порядка, утверждающие, что М — 
упорядоченное множество, содержащее минимальный эле- 
мент а, и максимальный элемент a,. К этим аксиомам 
добавляем аксиому (Va)A,(a) (0 — нуль группы G) и 
группу аксиом — А, (%), А,(а) по всем & из G, отлич- 
ным от нуля. Следующая группа аксиом: 


(Va) (VB) ((«< В) &А, (а) > A, (8) 


по всем g@G. 
Дальше идет серия аксиом вида 


(Va) [Aa, (a) & Ag, (a) OE a Aa, (a) mc Ада. + бло (a)], 


где © — и-арная операция из ®, или операция аддитив- 
ной группы, и a,, а.,..., а, — всевозможные последова- 
тельности из п элементов группы С; здесь w пробегает 
всевозможные операции набора ®. Перечисленные группы 
аксиом означают, что Я, =O, На Ast ii из «< В сле- 
дует H,C H, и что все H = (g| А, (а =H являются 
Q- -поеруйцами в Ц. Дальше о группу аксиом 
вида (Va)[A,(2)-> A,-,(a)], 6 Сб, сЕГ, означающую, что 
все Н, — допустимые @®-подгруппы. 

Чтобы записать следующую группу аксиом, введем 
вспомогательные производные предикаты Ро, ц,..., р) (@), 
означающие содержательно, что хотя бы один из пере- 
численных в индексах элементов из G не принадлежит Н.. 
Легко записать явные выражения для каждого такого 
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предиката через основные предикаты. Теперь соберем 
аксиомы: 


(Ha) (Ре, day «5 diay Bry Bay 05 by) (%) & Afar, а, .. зат» Bay ..., ви; 91 (@)), 
(a) (P (a, 5) (а) & Ata, ы (а)) 


по всем o@@ и соответствующим наборам элементов 
из Я. Эти аксиомы означают, очевидно, что если взять 
пополнение системы З-подгрупп H,, то получится нор- 
мальная разрешимая система. Все перечисленные группы 
аксиом и составляют систему аксиом Qt. Заметим здесь, 
что если аксиомы последней группы заменить следую- 
щими аксиомами: 


(Ча) (Ре, Boy +++) Ay) (x) & Ata, @,, ...› An; Diy bo, .0+y by; w] (о), 
(На) (~A, (a) & Ар, в (а), 


где а, а.,... а; b,, 6,..., б; аи b также. пробегают 
все элементы из @, то получится система — обозначим ее 
через 9%, — утверждающая, что в результате пополнения 
мы придем к центральной системе Г-допустимых ®-под- 
групп в С. 

Теперь уже легко доказать, что если пара (G, Г) 06- 
ладает локальной системой из АМ-(7-)подпар, то и вся 
пара (С, Г) является АМ-(2-)парой. Рассмотрим, напри- 
мер, случай RN. Пусть 9 — некоторая конечная под- 
система аксиом набора 5%. Так как в наборе 5%’ уча- 
ствует лишь конечное’ число элементов из Gu Г, то 
найдется такая локальная АМ-пара (G,, Г.), что G, co- 
держит все элементы из С, участвующие в аксио- 
мах набора 9%, и Г, содержит аналогичные элементы 
из Г. На паре (G,, Г), таким образом, реализуются все 
формулы из St’, и этот набор оказывается совместным. 

о это значит, что набор 5% — локально совместный и, 
следовательно, совместный набор формул. Совместность 
набора Qt означает, что пара (а, Г) является ВМ-парой. 
Аналогично разбирается свойство Z. 

Продолжаем доказывать теорему. Пусть А и B— 
две допустимые ®-подгруппы в а, причем А — идеал в В. 
Покажем, что при условиях теоремы пара (B/A, Г) яв- 
ляется ВМ-парой. Достаточно установить, что в этой 
паре имеется локальная система из АМ№-подпар. Пусть 
(С, Г.) — локальные подпары в (С, Г), являющиеся 
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RN-napamu. Обозначим G,==(G,1| В) | А/А. Все пары 
(С, Г.) составляют локальную систему в (B/A, Г), при- 
чем каждый раз ®, Г-группа С. изоморфна @®,Г-фак- 
тор-группе а, П B/G, A. По определению АМ-пары, 
всякая композиционная нормальная система Q, Г -группы 
G, B/G, A является разрешимой системой. Поэтому 
пара (G,, Г.) является АМ№-парой, и в (В/А, Г) имеется 
локальная система из АМ№-подпар. Этим доказано, что 
в ®, Г-группе Б/А имеется разрешимая нормальная си- 
стема. Если же В/А — композиционный фактор, то такая 
система должна состоять лишь из нуля и самой 
группы В/А. В этом случае В/А — абелева Q-rpynna. 
Теорема доказана. 

Непосредственными следствиями этой теоремы, а также 
теоремы 1.1 являются следующие утверждения: 

1.3. Если (G, Г)— локально ограниченная пара и 
Q-epynna G локально разрешима, то ama пара является 


RN-napot. Если при этом G локально нильпотентна, 
то (С, Г) является Z-napot. 

Действительно, так как пара (а, Г) локально огра- 
ничена, то в ней имеется локальная система из подпар 
(а, Г.) таких, что все С, имеют конечное число образую- 
щих. Если G локально разрешима, то С, — разрешимая 
Q-rpynna. Так как убывающий ряд коммутантов в С, 
состоит из характеристических 9-подгрупп, TO пара 
(G,, Г.) является АМ-парой, а из конечности разреши- 


мого ряда BG, следует даже, что эта пара есть АМ-пара. 
В случае локально нильпотентной Э-группы G BG, сле- 
дует брать нижний центральный ряд и дальше рассуж- 
дать аналогично. 

Нам понадобится еще одно локальное свойство. При- 
ведем определение. 

Будем говорить, что пара (а, Г) является правиль- 
ной парой, если для любых двух допустимых ®-под- 
групп A и В из G из того, что А является максималь- 
ной допустимой ®-подгруппой в В, следует, что А — 
идеал в РВБ. 

Это определение аналогично определению /ЛМ-свой- 
ства Р. Бера в теории. групп. Понятно, что для абеле- 
вой Э-группы С пары (С, Г) являются всегда правиль- 
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ными. То же самое верно и для нильпотентной G. В са- 
MOM деле, пусть G— нильпотентная Э8-группа и пусть A 
и В— допустимые ®-подгруппы BG, причем А макси- 
мальна в В. Б — также нильпотентная Э-группа, и члены 
нижнего центрального ряда в В являются допустимыми 
О-подгруппами. Пусть В — первый из таких членов, 
лежащих в А. Ясно, что [A, В] с В CA, и кроме 
того, (А, В*]} = В. Отсюда уже легко вывести, что А — 
идеал в В. Действительно, пусть A+ Я =В и [A, Н] с 
СА. Имеем: 


(a, + 6,) (a, by). ь (a, b,) o= 
= (a, + (41 + Ay) (A (@-Н*№)). . . (а, EF (Gn + #,)) © = 
=a+th,h,...h,w=a' + ajaz...a,0 + hhy...h,o = 


—a’ ta’ +t (a,+h,) (ag +h,)...(a, + h,) o = 
= a" + Ыб... .b,0, 

что и требовалось. 

Теперь докажем следующую локальную теорему, обоб- 
щающую одну теорему Р. Бера: 

1.4. Всякая квазиправильная пара является также 
правильной парой. 

Пусть пара (G, Г) является квазиправильной парой 
(в (Ц, Г) имеется локальная система из правильных 
подпар) и пусть А и В — допустимые ®-подгруппы в С, 
причем 4 — максимальная допустимая Э-подгруппа в В. 
Нужно показать, что А — идеал в В. Допустим, что 
это не так. В таком случае, как легко заметить, най- 
дутся ®-подгруппа B° CB с конечным числом образую- 
щих, не лежащая в А, и ®-подгруппа A°C Bf) А ско- 
нечным числом образующих, такие, что идеал A°, по- 
рожденный 4’ в B°, не принадлежит А. Пусть 6 — 
элемент в 49, не лежащий в А, и пусть С — Э9-подгруппа, 
порожденная множеством БоГ. По условию, ®-под- 
группы А и.С порождают В. Обозначим через С° 
ч-подгруппу в С, порожденную множеством бо Г®, где 
Го — некоторая подгруппа в Г с конечным числом обра- 
зующих. Всевозможные 8-подгруппы вида {A, С°} co- 
ставляют локальную систему в В, и следовательно, 
в А найдется такая ®-подгруппа с конечным числом 
образующих A™, а в Г найдется такая T°, что B° при- 
надлежит подгруппе {А®, C°}. 
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Пусть теперь (G,, Г.) — такая правильная локальная 
подпара в (G, Г), что G, содержит подгруппы с конеч- 
ным числом образующих A”? п Bu ГС Г. Обозначим 
У =G, ПА. Очевидно, что У —Г-допустимая подгруппа, 
содержащая 4’ и 4% и не содержащая В и С°. Пусть 
дальше И’ — некоторая максимальная Г.-допустимая 
®-подгруппа в С, среди содержащих У и не содержащих 
элемент 6. Такая подгруппа, очевидно, существует. 
Пусть еще С” обозначает ®-подгруппу, порожденную 
множеством БоГ.. Ясно, что C°C С" и что подгруппа W 
является максимальной Г-допустимой @-подгруппой 
в Г.-допустимой подгруппе {W, С"}. Следовательно, W — 
идеал в {W, С”. Так как B°C{W, С] и A°CW, то 
A°CW. Но тогда и C*CW, что неверно. Мы пришли 
к противоречию, означающему, что А — идеал в В. 

В качестве применения этой теоремы отметим сле- 
дующий факт: 

1.5. Если пара (G, Г) является локально ограниченной 
и Q-epynna С локально нильпотентна, то такая пара 
правильна. | 

Действительно, из локальной ограниченности пары 
(а, Г) с локально нильпотентной С вытекает, что в ней 
имеется локальная система из таких подпар (G,, Г.), 
что все G, нильпотентны. Дальше ссылаемся на локаль- 
ную теорему и соответствующее свойство нильпотентной 
области действия. 

Значение правильных пар объясняется, в частности, 
следующим их свойством: 

1.6. Если (а, Г) — правильная пара, то каждая do- 
пустимая -nodepynna в С является членом некоторой 
нормальной системы 2, Г-группы G. 

самом деле, каждую такую подгруппу можно 
включить в некоторую полную неуплотняемую систему 
допустимых 9-подгрупп. Такая система в случае пра- 
вильной пары оказывается всегда нормальной системой. 

Приведем теперь некоторые замечания, относящиеся 
к представлениям ®-почти колец. Если (G, К) — обоб- 
щенный модуль, в котором К — 9-почти кольцо, то 
Q-rpynny G можно рассматривать как мультиоператор- 
ную 2,K-rpynny лишь в том случае, когда нуль группы 
С является неподвижным элементом относительно дей- 
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ствия КА. Напомним, что это условие мы включили 
раньше в определение обобщенных модулей над @-2pyn- 
пами. 


Следует еще уточнить понятие К-композиционного 
фактора в С: B/A является таким фактором, если Аи 
В —®,К-допустимы, А — идеал о,А-группы В и 
в ®,К-группе B/A нет нетривиальных нормальных 
систем. 


Заметим здесь, что идеал ®,К-группы С -— это то 
же самое, что и определенный в предыдущем параг- 
рафе К-допустимый идеал ®-группы G. 

Так как, согласно договоренности для обобщенного 
модуля (С, К), группу С можно рассматривать как 
О,А-группу, то имеют смысл такие понятия, как Z-MO- 


дуль, АМ-и ВАМ-модуль, правильный модуль. Приведен- 


ные выше локальные теоремы для свойств Z, АМ и RN 
при незначительных изменениях в доказательствах ос- 
таются справедливыми и для модулей. 

Что касается применений этих теорем к локально 
ограниченному случаю с локально разрешимой или ло- 
кально нильпотентной ®-группой С, то соответствующие 
утверждения проходят лишь для строгих модулей. Свя- 
зано это с тем, что для строгих модулей члены убы- 
вающего ряда коммутантов и нижнего центрального 
ряда области действия являются допустимыми идеалами, 
а в общем случае это не так. Отметим еще, что в до- 
казательствах соответствующие локальные подмодули 
каждый раз нужно также выбирать строгими. Такой 
выбор, очевидно, возможен. 

На строгие обобщенные модули непосредственно пе- 
реносятся также и локальная теорема о правильных 
модулях и следствие из этой теоремы. Сформулируем 
отдельно это следствие. 


1.7. Если строгий модуль (G, К) локально ограничен, 
С — локально нильпотентная ®-группа, то такой мо- 
Oylb является правильным. 


2. Неприводимоеть. В случае неабелевой ®-группы С 
мы вынуждены рассматривать несколько различных ти- 
пов неприводимых представлений. Это прежде всего 
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сильная неприводимость — отсутствие в С собственных 
допустимых (относительно действующего BG ®-почти 
кольца или действующей группы) ®-подгрупп. Можно 
также говорить о неприводимости в смысле отсутствия соб- 
ственных допустимых идеалов или нетривиальных возрас- 
тающих нормальных рядов 2, Г-(К-) группы С. Имея в виду 
тот факт, что всякая мультиоператорная группа обла- 
дает композиционными нормальными системами, пред- 
ставляется наиболее естественным выделить в качестве 
основного типа неприводимости представления непри- 
водимость в смысле отсутствия в G нетривиальных Oo- 
пустимых нормальных систем, т. е. нормальных систем 
2 ,Г-(К-)группы -G. Понятно, что это равносильно аб- 
солютной простоте соответствующей мультиоператорной 
группы, определенной в 8 1.2. Именно такого типа 
неприводимость мы и будем называть неприводимостью 
представления. Эта неприводимость является также от- 
рицанием той приводимости, которой был посвящен 
предыдущий пункт. Если задано представление группы Г 
относительно ®-группы G, и [H,]— некоторая компози- 
ционная нормальная система ®,Г-группы С, то скач- 
кам этой системы отвечают неприводимые представления 
группы Г. Аналогично обстоит дело и для представле- 
ний Q-noutu колец. Из определения Г-(или К-)компо- 
зиционного фактора в области действия С непосредст- 
венно следует, что индуцированные представления 
относительно таких факторов неприводимы. Введем еще 
следующее определение. 


Представление группы (®-почти кольца) относительно 
®-группы С назовем нормальным, если для всякого KOM- 


позиционного фактора B/A в С соответствующее пред- 
ставление относительно этого фактора является сильно 
неприводимым. 

Ясно, что если для пары (модуля) выполняется свой- 
ство АМ, то соответствующее представление является 
нормальным представлением. По этим соображениям, 
в частности, свойству RN и придается здесь особое 
значение. Легко также видеть, что правильные представ- 
ления являются нормальными представлениями. Дей- 
ствительно, пусть задано представление группы или 
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О-почти кольца относительно ®-группы С и пусть 
В/А — некоторый композиционный фактор в (С. Если до- 
пустить, что в ®-группе B/A имеется собственная до- 
пустимая & подгруппа, то, как мы уже знаем (тео- 
рема 1.6), в B/A имеется и нетривиальная допустимая 
нормальная система. Последнее противоречит неприво- 
димости представления относительно B/A, так что это 
представление должно быть сильно неприводимым, а 
исходное представление является нормальным. 

Всякое нетривиальное сильно неприводимое пред- 
ставление является, очевидно, циклическим, и поэтому 
к таким представлениям применимы замечания OO их 
обозрении из п. 2.0.1. Еще одно свойство сильно не- 
приводимых представлений содержится в следующем 
предложении, обобщающем классическую лемму Шура. 


2.1. Пусть (а, К) и (С, К)— два сильно неприводи- 
мых обобщенных модуля и пусть в — гомоморфизм пер- 


в0го из них во второй. Тогда, если соответствие п: К > К 


является изоморфизмом и С(" не совпадает с нулем в G, 
то отображение 1 является изоморфизмом данных мо- 
дулей. 

Доказательство этого предложения дословно повто- 
ряет известные рассуждения. Прежде всего, замечаем, 
что С" является K- допустимой _ © подгруппой в G. Дей- 
ствительно, пусть g*GG", вЕК и и= и", и ЕК. Тогда 
g’ou=g’ou*=(g ou)’ 6 С". Следовательно, G*—=G. Пусть 
Н — ядро гомоморфизма в: G>G. Покажем, что H 
К-допустимо. Пусть AEH и wEK. Имеем (hou)*— 
=—h*ou*=0o0u"=0. Тенерь ясно, что ядро Н совпадает 
с нулем в G, и в — изоморфизм модулей. 

Точно такое же утверждение имеет место, очевидно, 
и для сильно неприводимых представлений групп. 

Приведенная обобщенная лемма Шура позволяет, как 
и в классическом случае, сделать следующий вывод 
о централизаторе сильно неприводимого модуля: если 
(4, К) — сильно неприводимый модуль, то каждый эн- 
доморфизм ®-группы G, принадлежащий централизатору 
этого модуля, является автоморфизмом. 

самом деле, каждый энпдоморфизм 9 ®-группы С, 
принадлежащий централизатору модуля, задает гомо- 
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морфизм модуля (4, К) на его подмодуль (G*, К); 
остается применить лемму Шура. 


3. Радикал представления. Определим радикалы пред- 
ставлений групп и ®-почти колец относительно &-rpynn. 
Пусть задано представление группы Г относительно 
З-группы G. Радикалом этого представления называется 
пересечение ядер индуцированных представлений Г от- 
носительно всех Г-композиционных факторов @®-группы G. 
Этот радикал обозначим аз (Г). ос (Г) — это, конечно, не 
радикал в том смысле, как это понималось нами раньше. 
Однако, как мы увидим, в ряде случаев радикал пред- 
ставления оказывается «настоящим» радикалом. Из 
определения следует, что фактор-группа Г/ов (Г) изо- 
морфна подпрямому произведению групп, обладающих 
точным неприводимым представлением в композицион- 
ных факторах из С. Легко видеть, что ов (Г) есть от- 
носительно характеристическая подгруппа в Г. 

Приведем теперь несколько определений, играющих 
важную роль при рассмотрении свойств этого радикала. 

Пусть (G, Г) — некоторая пара. Нормальная система 
в С, состоящая из Г-допустимых подгрупп, называется 
стабильной относительно группы Г, если во всех фак- 
торах этой системы элементы из Г действуют как тож- 
дественные автоморфизмы. Группа Г называется ста- 
бильной (относительно С), если BG имеется возрастающий 
нормальный ряд, стабильный относительно Г. Г назы- 
вается слабо стабильной, если в С имеется стабильная 
относительно Г нормальная система. 

Очевидно, что для произвольной пары (G, Г) каж- 
дая композиционная нормальная система Г-допустимых 
®-подгрупп BG стабильна относительно радикала ag (Г), 
так что аз (Г) является слабо стабильной группой. 

Покажем теперь, что если в С имеется возрастаю- 
щий нормальный ряд из Г-допустимых подгрупп, ста- 
бильный относительно некоторой подгруппы > из Г, то 
эта подгруппа У принадлежит радикалу представления. 

Пусть А и В— две Г-допустимые ®-подгруппы в С, 
причем А — идеал в В. Если [H,]— ряд, удовлетво- 
ряющий условиям, то ряд, составленный из подгрупп 
вида (Н,[\В)-- A/A, после удаления повторений станет, 
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очевидно, возрастающим нормальным рядом в В/А из 
Г-допустимых подгрупп и стабильным относительно У. 
Если теперь В/А — композиционный фактор, то такой 
ряд должен быть тривиальным, и УХ действует тождест- 
венно в В/А. Значит, Х принадлежит радикалу ас (Г). 

Если [Н.|— некоторая нормальная система Q, 
Г-группы С, то Г-централизатором этой системы назы- 
вается нормальный делитель в Г, совпадающий с со- 
вокупностью всех элементов из Г, индуцирующих тож- 
дественные автоморфизмы во всех факторах этой 
системы. Из отмеченного выше свойства легко вытекает 
следующее утверждение: 

3.1. Если в а имеется возрастающий нормальный до- 
пустимый ряд, во всех факторах которого Г действует 
nen риводимо, mo Г-централизатор этого ряда совпадает 
с радикалом ав (Г). 

Действительно, если S— такой Г-централизатор, то 
мы уже знаем, что УС ас (Г). С другой стороны, co- 
гласно определению радикала имеем и обратное вклю- 
чение. 

В этом случае ас (Г) оказывается стабильной груп- 
пой. Понятно, что такая ситуация имеет место, если 
в а выполняется условие минимальности для Г-допу- 
стимых @-подгрупп. В дальнейшем (седьмая глава) бу- 
дет показано, что в случае точного представления из 
стабильности действующей группы вытекает, что такая 
группа обладает центральной системой, а если имеется 
конечный стабильный ряд, то действующая группа ниль- 
потентна. Поэтому, если в С выполняется условие ми- 
нимальности для допустимых @®-подгрупп и представле- 
ние является точным, то ос (Г) обладает центральной 
системой, а если еще выполняется и условие максималь- 
ности или Г— конечная группа, то радикал представ- 
ления нильпотентен. 

В связи со сказанным отметим здесь следующий 
нерешенный вопрос: будет ли радикал ос (Г) в случае 
конечной группы Г и точного представления всегда 
нильпотентной группой? 

Приведем еще следующее простое предложение: 

3.2. Если (С, Г) —пара ив @ задан некоторый, воз- 
растающий нормальный ряд допустимых 8-групп H,, 
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то радикал a, (Г) есть пересечение всех ИН, (Г) по всем 


факторам этого ряда. 

С одной стороны, очевидно, что a, (Г) принадлежит 
указанному пересечению. Пусть теперь В/А — некоторый 
Г-композиционный фактор в С. Легко видеть, что в за- 
данном нормальном ряде найдется такой скачок Д,, 
H,,,, что НПВС Аи А- (H,,, 1 В) =В. Рассматривая 
все эти группы как ®,Г-группы, имеем: 


BJA=A-+ (Hy. BA & (Н „ПВН, ПА). 


Так Kak BON A,CANA,,, то ясно, что @,0-rpynna 
B/A изоморфна некоторому композиционному фактору 
< Г-группы H,,,/H,. Отсюда следует, что каждый эле- 
мент из 9, 4, (Г) действует тождественно в В/А. Теперь 


уже ясно, что элементы пересечения всех таких а-ради- 
калов действуют тождественно во всех Г-композицион- 
ных факторах в G, и мы имеем обратное включение. 
Точно так же, как был определен радикал представ- 
ления группы, определяется и радикал представления 
Q-noumu кольца. Радикал a,(K) представления ®-почти 


кольца К относительно ®-группы С — это пересечение 
ядер представления А относительно всех К-компози- 
ционных факторов в С. Tak же как и раньше, замечаем, 
что K/a,(K) является подпрямой суммой ®-почти колец, 


обладающих точными неприводимыми представлениями. 
Если пара (G, Г) порождает модуль (а, К), то между 
их радикалами представлений имеется простая связь: 


(е- 4, (A) Г=а, (Г). 


Здесь е — единица в Г, и = Х — множество всех эле- 
ментов вида ¢-+ 2, ХЕХ. Формула эта проверяется не- 
посредственно. Так как Г порождает К, то всякий 
Г-композиционный фактор будет, очевидно, и К-компози- 
ционным, и наоборот. Пусть B/A— такой фактор в G 
исбх, (Г). Для любого g€ В/А имеем боз=8, во (—е-- 
+o)==-—gtg=—0 и —ес=—иба, (К). Отсюда в = 
—8--и, и тем самым доказано включение а, (Г) CT 
П (&«-- «,(К)). Аналогично проверяется обратное вклю- 
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чение: если иба,(К), то ёои=0, go(e+u)—g. Оле- 
довательно, если = и=с принадлежит Г, то этот эле- 
мент принадлежит также и a, (Г). 


Дальше мы рассмотрим некоторые свойства ради- 
кала a,(K). Этот радикал определен аналогично ради- 


калу Джекобсона в теории колец. Помимо того, что 
здесь рассматривается более общая ситуация, отличие 
состоит еще в том, что при определении &«,(К) мы исхо- 


дим не из всех неприводимых ®-модулей, связанных с К, 
а лишь из модулей, полученных за счет композицион- 
ных факторов ®-группы G. 

При рассмотрении свойств радикала «a,(K) мы orpa- 


ничимся нормальными представлениями, т. е. такими 
представлениями, для которых соответствующий модуль 
является нормальным. 

3.3. Покажем, что в таком случае радикал а, (К) 


является пересечением некоторых максимальных правых 
идеалов из К. 

Пусть В/А — К-композиционный фактор в Gu B/A— 
— ©. Так как модуль (©, К) сильно неприводим, то 
для каждого #@ © такого, что go К 0, модуль (©, К) 
эквивалентен фактор-модулю (К/К, К), где К,— это 
множество всех таких иЕК, что gou-0. Все эти К, 
являются, следовательно, более чем максимальными пра- 
выми идеалами в К; они являются также и максималь- 
ными допустимыми относительно умножений справа 
“-подгруппами в К. Наше утверждение теперь вытекает 
из того, что ядро представления А относительно © сов- 
падает с пересечением правых идеалов К, по всем #6 ©. 

Как обычно, через С: К обозначается правое част- 
ное, т. е. совокупность всех таких и ЕК, что при лю- 
бом v из К произведение vu принадлежит подмно- 
жеству Ё. Ядро представления А относительно © сов- 
падает также, очевидно, с частным К,:К, так что 
дополнительно можно заметить, что все частные К,:К 
совпадают между собой и совпадают с пересечением 
всех этих K,. 

Докажем. теперь следующую теорему: 

3.4. Пусть (G, К) — нормальный модуль и пусть 
Г. — допустимая относительно умножений справа ®-под- 
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группа в К. Гогда, если каждый элемент из Ё является 
внешним нильэлементом, то Ё принадлежит радикалу 
a, (К). 

Здесь под внешним нильэлементом понимается такой 
элемент иЕК, что для каждого g@G при некотором 
п —п (2) имеет место равенство гои” =0. Для доказа- 
тельства теоремы возьмем некоторый композиционный 
фактор B/A—@G в Си будем показывать, что в рас- 
сматриваемом случае Г принадлежит ядру представле- 
ния К относительно @®. Пусть 26 ©, и допустим, что 
боЁ--0. В таком случае множество боЁ, будучи до- 
пустимой ®-подгруппой в ©, должно совпадать со всей 
группой ©. Следовательно, при некотором vEL будет 
бои—=5. Но тогда и при любом натуральном п будет 
выполняться равенство £ Ov" = 2. Это равенство проти- 
воречит тому, что элемент V является внешним ниль- 
элементом. Следовательно, йо Г =0и Са, (К). 


Подобно тому как внешние нильэлементы служат 
обобщением нильпотентных элементов, так определяемые 
ниже внешние квази регулярные элементы являются 0006- 
щением квазирегулярных элементов из теории колец. 

Элемент UG К назовем внешним квазирегулярным эле- 
ментом, если для любого g@G найдется VE К такой, 
что (g—gou)ov=g. Легко проверить, что в случае 
коммутативной группы G каждый внешний нильэлемент 
из К является также и внешним квазирегулярным эле- 
ментом. 

В дальнейшем для простоты будем предполагать, что 
в К имеется единица =, действующая BG как единичный 
автоморфизм. Это условие, конечно, выполняется, если 
иметь в виду рассмотрение модулей, порождаемых пред- 
ставлениями групп. Отметим, что при этом условии 
можно писать: 


g—gou=go(e—u) и (g—gou)ov=—go(e—a)v. 


Имеет место следующая теорема: 

3.5. Если модуль (G, К) является нормальным, то 
каждая допустимая относительно правых умножений 
2-nodepynna LC К, состоящая из внешних квазирегуляр- 
ных элементов, принадлежит радикалу a,(K). Если, сверх 
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того, (G, К) — правильный строгий модуль, то все эле- 
менты из а, (К) внешне квазирегулярны. 


Вначале докажем первое утверждение. Пусть ®-под- 
группа С удовлетворяет отмеченным условиям и пусть 
В/А = @ — К-композиционный фактор в Си РЕФ. До- 
пустим, что бо [520 и, следовательно, бо Г, = ©. В этом 
случае найдется такой и @ С, что выполняется бои —=& и 
бо (е— и) =0. По условию, найдется такой vEK, что 
до (=— и) р ==8. Но тогда Во (г — и), = ==0ов==0, что 
ведет к противоречию. Следовательно, Lo принадлежит 
ядру представления К относительно ©, и потому 
Са, (К). 

Пусть теперь модуль (а, К) является правильным 
модулем и пусть элемент и принадлежит a,(K). Нужно 


показать, что этот элемент является внешне квазирегу- 
лярным. Рассмотрим в К совокупность (е— и)К всех 
элементов вида (=—и)х, х@К. Легко видеть, что при 
любом g@G множество ро (=—и)К есть допустимая 
-подгруппа. Покажем, что эта подгруппа содержит 
элемент г. Предположим, что это не Tak, и пусть НЯ — 
некоторая максимальная допустимая Э-подгруппа в оК 
среди содержащих го (=— и) К и не содержащих эле- 
мент 2. Такая непременно найдется, если только g не 
принадлежит go(e—u)K. Подгруппа Н является мак- 
симальной допустимой ®-подгруппой в ОК, так как 
всякая ббльшая подгруппа содержит g и, будучи допу- 
стимой, содержит и все гоК, так что такая большая 
3-подгруппа должна совпадать с 20 К. Так как исход- 
ный модуль (G, К) является правильным, то теперь за- 
ключаем, что Н — допустимый идеал в gOK и имеет 
смысл модуль (gO K/H, К). Этот модуль сильно непри- 
водим, и и принадлежит ядру представления А относи- 
тельно ®-группы gO K/H. Но это, в частности, означает, 
что gouGH. Так как и ро (= — и) ЕЛ, то # ЕН, и no- 
лучилось противоречие. 

Следовательно, & Его (= — и) К, и потому при неко- 
тором РЕКА будет go(e¢—u)v—g, что и требовалось. 
Теорема доказана. 

Отметим сейчас еще один класс модулей — подкласс 


в классе RN. ВМ-модуль (С, К) будем называть ВМ-мо- 
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дулем, если все композиционные факторы в С, рассматри- 
ваемые еще как Э-алгебры, коммутативны. Ясно, что если 
С — группа (без мультиоператоров), то RN и ВМ — это 
одно и то же. Аналогично тому как это было сделано 


для свойства АМ, можно доказать локальную теорему 


и для свойства RN. АМ-модули представляют интерес 
ввиду следующего их свойства. 

3.6. Если (G, К) — строгий ЕМ№М-модуль, то K/a,(K) — 
дистрибутивное ®-кольцо (с коммутативной ®-группой). 

Действительно, если В/А — некоторый композицион- 
ный фактор в Ц, и [Г — ядро представления А относи- 
тельно B/A, то K/L можно рассматривать как ®-под- 
кольцо в ®-кольце всех эндоморфизмов коммутативной 
алгебры B/A. Следовательно, K/L — (дистрибутивное) 
О-кольцо с коммутативной Э-группой. Из теоремы о под- 
прямых суммах теперь следует, что таким же будет и 


K Ja, (К). 


4. Радикал Джекобсона Q-nourn кольца. Радикалом Дже- 
кобсона 9-почти кольца естественво назвать радикал его 
регулярного представления. Нетрудно понять, что в слу- 
чае колец мы таким образом действительно приходим 
к классическому радикалу Джекобсона. Сейчас мы от- 
метим некоторые свойства такого радикала при допол- 
нительных предположениях относительно свойств самого 
почти кольца. Мы ограничимся 9-квазикольцами. 
З-квазикольцо будем называть правильным, нормальным 
и т. д., если соответствующим свойством обладает MO- 
дуль, определяемый регулярным представлением. 

Из предыдущего пункта следует, что радикал Дже- 
кобсона нормального @-квазикольца с единицей К — 
будем его обозначать через о (К) — совпадает с пересе- 
чением всех таких правых идеалов Н из К, что между 
Н и К нет допустимых относительно умножений справа 
-подгрупп ®-группы К. 

Мы видели, что а(К) есть пересечение некоторых 
таких Н. Остается заметить, что если НЯ — правый идеал 
с отмеченными свойствами, то a(K) принадлежит ядру 
представления К относительно A/H, и поэтому с по- 
мощью единицы е получаем е.в(К) = (К) С.Н. 


8 1] ПРИВОДИМОСТЬ И НЕПРИВОДИМОСТЬ 185 


Из другой теоремы предыдущего пункта получаем 
следующее утверждение: 

4.1. Если К — правильное ®-квазикольцо с единицей, 
то его радикал Джекобсона состоит из квазирегулярных 
элементов и содержит каждый правый идеал из К, co- 
стоящий из таких элементов. 

Здесь нам нужно только заметить, что внешняя ква- 
зирегулярность в регулярном представлении равносильна 
обычной квазирегулярности. В самом деле, если и—-такой 
внешний квазирегулярный элемент в К, то при некото- 
ром и для единицы е будет его (— и)и==е. Следова- 
тельно, (е— и)и=е, т. е. (=— и) обладает правым об- 
ратным. 

Напомним, что из рассмотрений п. 1 этого параграфа 
следует, что если ®-квазикольцо А обладает локальной 
системой [K,] такой, что все 8-группы A, нильпотентны, 
то А правильно. 


5. Обобщения. Везде раньше при определении радикала 
представления мы исходили из специального типа ком- 
позиционных факторов. Можно было бы также взять за 
основу и некоторую другую композиционность. Так, на- 
пример, можно было бы называть композиционными фак- 
торами такие допустимые факторы B/A, в которых A — 
максимальный допустимый идеал в В. При этом мы 
пришли бы к другому радикалу представления. 
Понятие радикала представления группы можно опре- 
делить также и для представлений относительно произ- 
вольных универсальных алгебр. Если задана пара (G, Г) 
с алгеброй С в качестве области действия, то факторы 
этой пары имеют вид H/p, где Н — допустимая под- 
алгебра в Си р— допустимая конгруэнция в НЯ. Теперь 
можно определять и композиционные в том или ином 
смысле факторы. Пусть, скажем, представление группы Г 
относительно алгебры © называется неприводимым по 
конгруэнциям в том случае, когда в © нет нетривиаль- 
ных инвариантных относительно Г конгруэнций. При 
этом H/o есть композиционный фактор, если р — макси- 
мальная Г-инвариантная конгруэнция в A. Легко пока- 
зать, что если задана пара (С, Г), в которой Q-anre6pa G 
обладает одноэлементной (нулевой) подалгеброй, тов С 
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имеется достаточно много (полная система) таких Г-ком- 
позиционных факторов. 


Прежде всего, заметим, что при указанном условии, 
если р — конгруэнция алгебры С или некоторой ее под- 
алгебры, то смежный класс [0},, содержащий нуль, яв- 
ляется подалгеброй в С, а если р— допустимая KOH- | 
груэнция, то [07 — допустимая подалгебра. Пусть теперь 


о — произвольный ненулевой элемент в С и пусть H = 


—{еоГ}”. Возьмем в H конгруэнцию р, максимальную 
относительно свойства: быть Г-допустимой и не склеи- 
вать © с нулем. Существование такой конгруэнции р 
устанавливается с помощью леммы Цорна. Из преды- 
дущих замечаний непосредственно следует, что р яв- 
ляется максимальной инвариантной относительно Г кон- 
груэнцией в Я и H/o — Г-композиционный фактор, в ко- 
тором элемент g не склеен с нулем. 


Точно так же, как определялись сильно неприводимые 
представления относительно ®-групп, можно определить 
и сильно неприводимые представления относительно про- 
извольных алгебр. Представление группы относительно 
алгебры @ называется сильно неприводимым, если в ® 
нет допустимых подалгебр, отличных от самой @ и от 
подалгебры, целиком состоящей из выделенных элемен- 
тов. Понятно, что теперь сильная неприводимость не 
обязательно «сильнее», чем неприводимость по конгру- 
энции, — они просто не сравнимы. В хороших случаях 
сильная неприводимость действительно сильнее непри- 
водимости по конгруэнциям, а в общем случае обе эти 
неприводимости не сравнимы. Учитывая это обстоятель- 
ство, под сильной неприводимостью в самой общей си- 
туации следовало бы понимать тот случай, когда в ал- 
гебре нет собственных допустимых факторов. Это равно- 
сильно тому, что имеет место как неприводимость по 
конгруэнциям, так и сильная неприводимость в опреде- 
ленном выше смысле — по подалгебрам. Ясно также, что 
сильно неприводимые представления являются цикличе- 
скими, и следовательно, все они могут быть реализованы, 
исходя из самой действующей группы. В связи со ска- 
занным сейчас естественно возникает и следующий во- 
прос: нельзя ли найти способ, который позволял бы 
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так же хорошо обозревать и неприводимые по конгру- 
энциям представления заданной группы? 

В первую очередь при этом следует научиться отве- 
чать на следующий вопрос. Пусть задано неприводимое 
по конгруэнциям представление группы Г относительно 
алгебры С из некоторого класса К. Можно ли утвер- 
ждать, что мощность основного множества С ограничена 
некоторой мощностью, зависящей от Г (и К)? Здесь, 
конечно, придется ограничиться некоторым разумным 
классом алгебр. 

Было бы интересно также подробнее изучить свой- 
ства радикала представления группы относительно уни- 
версальной алгебры того или иного класса, основанного 
на неприводимости по конгруэнциям. Здесь, в частности, 
нужно исследовать возможности обобщения теоремы 
Калужнина из $ 7.1 на группы автоморфизмов некото- 
рых универсальных алгебр. 


$ 2. РАЗЛОЖИМОСТЬ, ПОЛНАЯ ПРИВОДИМОСТЬ, 
ИМПРИМИТИВНОСТЬ 


1. Исходные замечания. Теорема Машке. Представле- 
ние группы Г или ®-почти кольца К относительно не- 
которой Э-группы С называется разложимым, если G 
можно представить в виде прямой суммы Г-(или соот- 
ветственно- А-) допустимых идеалов. Легко видеть, что 
если а —= У, — такое разложение, то исходное пред- 
ставление Г(К) относительно G эквивалентно прямой 
сумме индуцированных представлений этой же группы 
(З-почти‘кольца) относительно слагаемых G,, так что дей- 
ствие в каждом Са, определяет действие и во всей ®-группе 
С. Отметим здесь же следующее простое предложение. 
1.1. Пусть 9-группа разложена в прямую сумму 
G=SG,, где все идеалы С, являются характеристиче- 
скими &-nodepynnamu в (а, и пусть Г —группа всех авто- 
морфизмов ®-группы G, Г’ —группа всех автоморфизмов 
идеала G,. Тогда пара (G, Г) изоморфна полуполному слева 
прямому произведению пар (G,, Г.). 
сли с — элемент в Г, то ввиду характеристичности G, 
ему отвечает последовательность (5„), где ч,@ Г, — авто- 
морфизм ®-группы G,, индуцированный автоморфизмом с, 
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Отображение с“ — (с) есть изоморфизм Г в полное пря- 
мое произведение всех Г.. Обозначим это произведение 


через Г. Если, далее, (с,) — элемент в Г, то ясно, что 


ему отвечает автоморфизм ®-группы G, и п становится 
изоморфизмом между Ги Г. Если рассматривать p еще 
как естественный изоморфизм между С и прямой сум- 
мой всех ( то теперь ясно, что | устанавливает нуж- 


ный изоморфизм пар. Разложимость представления равно- 
сильна, очевидно, разложимости в прямую сумму мульти- 
операторной ®, Г-(или ®, К-)лгруппы G. При этом тео- 
ремы об изоморфизмах разложений мультиоператорных 
групп — теоремы типа Ремака— Шмидта — превращаются 
в случае представлений в теоремы об эквивалентности 
наборов индуцированных представлений, отвечающих 
различным разложениям. 


Теперь определим вполне приводимые представления. 
Представление группы Г или Э-почти кольца К отно- 
сительно ®-группы С называется вполне приводимым, 
если для всякого допустимого идеала А в С имеется 
допустимое дополнение В — допустимый идеал BG такой, 
что АПВ =0Ои A+ B=G. Другими словами, представ- 
ление вполне приводимо, если вполне приводима соот- 
ветствующая ®,Г-(или &,K-)rpynna С. Поэтому все 
сказанное о вполне приводимых мультиоператорных 
группах во второй главе применимо к теории вполне 
приводимых представлений. В частности, представление 
в том и только в том случае вполне приводимо, когда а 
распадается в прямую сумму минимальных допустимых 
идеалов. Зная действия Г (или К) в этих прямых сла- 
гаемых, мы однозначно восстанавливаем ее действие 
во всей группе G. При этом представления относительно 
таких слагаемых неприводимы лишь в том смысле, что 
в каждом из них нет допустимых идеалов. Вполне при- 
водимые представления — это в известном смысле про- 
стейший тип представлений. В классической теории 
такие представления тесно связаны с унитарными пред- 
ставлениями. 


Рассмотрим теперь некоторые факты, относя- 


щиеся к случаю, когда область действия G— абелева 
Q,K-rpymna, 
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Пусть в модуле (G, К) G обладает этим свойством и К 
содержит единицу. Понятно, что в этом случае все зо К, 
ЕС, являются допустимыми идеалами в С и покры- 
вают G. Допустим далее, что все ненулевые элементы 
из К обратимы. Тогда, во-первых, ясно, что в полу- 
группе AK нет нетривиальных правых идеалов, и поэтому 
каждая пара (gO K, К) эквивалентна регулярной паре 
(К, К). Во-вторых, различные го К могут пересекаться 
только по нулю — они являются минимальными К-до- 
пустимыми идеалами в С. Яено также, что 9®-группа G 
является прямой суммой некоторых из этих gO К. Таким 
образом, в рассматриваемой ситуации представление К 
относительно С вполне приводимо. Можно также 
сказать, что OHO кратно регулярному представле- 
нию (К, К). 

Имеет место также следующее предложение: 

1.2. Пусть задан модуль (G, К), в котором 
о,К-группы Gu К абелевы, К содержит единицу, и пусть 
еще регулярный модуль (К, К) вполне приводим. Тогда 
и (а, К) — вполне приводимый модуль. 

Допустим, что А = УК., аЕГ, — разложение К на 
неприводимые слагаемые. Все эти А, являются правыми 
идеалами в А, не содержащими других ненулевых пра- 
вых идеалов. Следовательно, для любого #ЕС, если 
gokK,~0, модуль (gokK,, К) сильно неприводим и 
эквивалентен модулю (K,, К). goK, является при этом 
и идеалом в С (ввиду абелевости), причем минималь- 
ным допустимым идеалом. Ясно также, что # ро К = 
—=2о УК, = {20К.}. Теперь уже очевидно, что С есть 
прямая сумма некоторых из goK,, ЕЕС, аЕГ, что и 
доказывает предложение. 

В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением пред- 
ставлений групп. По поводу полной приводимости пред- 
ставлений групп имеется следующая классическая тео- 
pema Машке, относящаяся к линейным представлениям: 
если Г — конечная группа и ее порядок не делится на 
характеристику основного ‘поля Р, то всякое представ- 
ление Г относительно векторного пространства G над 
полем Р вполне приводимо. Эта теорема обобщалась 


в разных направлениях. Приведем сейчас одно из таких 
обобщений. 
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1.3. Пусть задано представление группы Г относи- 
тельно абелевой ®-группы G и пусть Ф — подгруппа в Г 
конечного индекса п такого, что в G возможно однознач- 
ное деление элементов на п. Тогда, если Ф вполне при- 
водима, то и вся группа Г вполне приводима. 

Воспользуемся обычной для теоремы Машке конструк- 
цией (ср., например, М. Холл [2]). Возьмем в Г некото- 
рую полную (конечную, порядка п) систему представи- 
телей левосторонних смежных классов по Ф; обозначим 
ее через М. Пусть, далее, А — произвольная Г-допусти- 
мая ®-подгруппа в С. Так как А вто же время и Ф-до- 
пустима, то из полной приводимости Ф следует, что 
А обладает Ф-допустимым дополнением. Обозначим его 
через A’;G=-A-+ A’. Если дальше 2 @ С, в=а Ра’, аЕА, 
а'@ А’, то полагаем 51—а’. Отображение 1 является 
идемпотентным эндоморфизмом, отображающим С на A’. 
Легко видеть, что при любом ФЕФ выполняется 
(роФ) 1) ох" =21. Имеем воф=аох-а'оф. Так как 
a оФЕА', то (поз) т=@аоф и ((воф)т)оф "= а = 1, 
что и требовалось. Введем еще один эндоморфизм т по 
правилу: 


1 
gig! = — > (оз) 4) 0 977. 


3 ЕМ 


Здесь суммирование идет по всем o,@M. Деление на п 
возможно в силу договоренности. Нетрудно понять, что 
для абелевой ®-группы @ — это действительно эндомор- 
физм. 

Через В обозначим образ С при отображении т: 
В = Д*. Будем показывать, что 1) В Г-допустим, 2) G = 
—=А-- В и 3) эта сумма — прямая. 

Доказываем 1). Пусть сЕГ. Тогда 


(gt) oo= — №2 (205, y) 0 вв = 


с ЕМ 
=. ((g 09) 007%s,) 4) 0 a71s 
ae 805) 00%9;) 4) осу 5. 
3 ЕМ 
Элемент o's, можно представить в виде o's, =0$, 


где с, GM и Ф,ЕФ. 
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Теперь получим: 


вдов=+ У (коз) 09) 0$) 2) 097) 097. 
ofEM 


Здесь с, также пробегает все множество М. Кроме того, 


используя приводившееся выше замечание, получим: 


(gr) oo=— S (((g09)09,)09) 00} = (вод). 


o7EM 


Этим 1) проверено. Для доказательства 2) запишем 
равенство g==(g—gt)+ gt. Покажем, что g— gtGA. 
Имеем: 


ЕЕ УХ (вов) вр = 
=1 У — (в0°) 1) 03) =, У (ков, — (возд ой. 


Ясно, что (#095,) — (#05,) Е А. Поэтому и g—gtGA и 
—=А-- В. Легко заметить также, что для всех aGA 
выполняется равенство at=——0. Это означает, что 
ANB=0. Действительно, если а АПЬ, то а= 2%, и 
так как g—grt, gtGA, то и Е ЕА. Но для элементов 
из А должно быть gt = 0. Следовательно, а = 0. Теорема 
доказана. Отметим еще следующее простое утверждение. 
1.4. Пусть задана пара (а, Г), а — абелева, причем 
в Q-epynne G имеется локальная система из Г-допусти- 
мых Q-nodepynn G, таких, что каждый раз представле- 
ние Г относительно G, вполне приводимо. Тогда и пред- 
ставление Г относительно G вполне приводимо. 
Пусть С’ — цоколь ®,Г-группы С. Нужно показать, 


что G’==G. Допустим, что это не так, и пусть ЕС’. 
Найдем локальную подгруппу G,, содержащую элемент 2. 
Так как С, есть прямая сумма минимальных Г-допусти- 
мых ®-подгрупп, то должно быть а, С С’. Но тогда и 
ЕС’, что противоречит предположению, так что G=G’. 

Это предложение может быть обобщено и на случай 
неабелевой Э-группы С, если предположить, что все 
G,— идеалы в G. 

По поводу обобщений теоремы Машке см. также ра- 
боты Р. Бера [14], В. Гашюца [1], Д. Хигмена [1], 
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JI. Ковача и М. Ньюмена [1]. В последней работе, 
в частности, приводится предложение, сводящее об- 
щий вопрос о существовании допустимого Дополнения 
к аналогичному вопросу для абелевой области 
действия. 

Если представление группы Г относительно ®-группы С 
вполне приводимо, то в С необходимо имеются мини- 
мальные допустимые идеалы, и С есть сумма всех таких 
идеалов. В общем случае сумму всех минимальных до- 
пустимых идеалов мы называем Г-цоколем в С. Ясно, 
что Г-цоколь является прямой суммой некоторых мини- 
мальных допустимых идеалов из G, причем всякий до- 
пустимый идеал из G, лежащий в цоколе, дополняем 
в нем. Отправляясь от цоколя, можно определить верх- 
ний цокольный ряд в С. Легко видеть, что такой ряд 
в том и только в том случае дойдет до группы С, когда 
выполняется одно из следующих условий: 

а) в G имеется возрастающий ряд допустимых идеа- 
лов [Н.|, Но. =0, Н, = С, такой, что H,,,/H, — минималь- 
ный допустимый идеал в G/H,; 

6) для любого гомоморфного образа (G, Г) пары 
(а, Г) в С имеются минимальные допустимые идеалы. 

Наряду с цоколем в С целесообразно рассматривать 
еще идеал в С, порожденный всеми вполне приводимыми 
идеалами 2, Г-группы С (см. по этому поводу $ 9.2). 


2. Теорема Клиффорда. Пусть (а, Г) — некоторая пара, 
в которой группа Г вполне приводима (т. е. вполне при- 
водимо представление этой группы), и пусть ХУ — нор- 
мальный делитель в Г. Покажем, что этот нормальный 
делитель вполне приводим, если верхний У-цокольный ряд 
в а доходит Oo всей группы G. Это условие, конечно, 
является и необходимым для полной приводимости У, и 
оно автоматически выполняется в том случае, когда G 
удовлетворяет условию минимальности для идеалов. 
Указанное утверкдение составляет часть важной тео- 
ремы Клиффорда, доказанной им для линейных пред- 
ставлений. Остальная ее часть будет сформулирована 
и доказана несколько ниже. 

Пусть [Я] — возрастающий ряд ХУ-допустимых идеа- 
лов в G такой, что H,,,/H,— минимальный У-допусти- 
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мый идеал в G/H,, и пусть Я — произвольный У-допусти- 
мый идеал в а. Среди членов ряда |H,] найдется пер- 
вый такой, скажем H,, для которого H,(\H == 0. Легко 
видеть, что число В но является предельным, а отсюда 
уже следует, с помощью теоремы об изоморфизмах, что 
A, # — минимальный >-допустимый идеал Э-группы G, 
ay что при наших условиях каждый S-onycTuMptii 
идеал из G содержит некоторый минимальный Х-допу- 
стимый идеал ®-группы С. 
Допустим теперь, что 


Е Не р (1) 


есть разложение ®-группы GB прямую сумму минималь- 
ных Г-допустимых идеалов, и пусть G,— одно из пря- 
мых слагаемых здесь. Возьмем в С, некоторый мини- 
мальный У-допустимый идеал Н ®-группы С. Мы знаем, 
что при любом 1Е@Г пары (Н, У) и (Нот, yy) изо- 
морфны. Следовательно, вместе с H все Нот, ТЕГ, яв- 
ляются минимальными ХУ-допустимыми идеалами в С. 
Пусть G,— сумма всех таких Нот, Е Г. Ясно, что а, — 
Г-допустимый идеал, лежащий в G,. Поэтому G, совпа- 
дает с G,, и а, является прямой суммой некоторых ми- 
нимальных У-допустимых идеалов ®-группы G. Поступая 
аналогично со всеми такими G,, мы покажем, что G 
разложима в прямую сумму минимальных У-допустимых 
идеалов, т. е. S— вполне приводимая группа. 

Посмотрим дальше на С как на &, Угруппу. Эта 
группа вполне приводима, и пусть 


ее 255 SIG cee (2) 


— ее разложение на однородные компоненты (см. п. 1.2.6). 
Покажем, что эти компоненты являются системами 
импримитивности группы Г. Это и будет оставшейся 
частью теоремы Илиффорда. 

Вначале заметим, что если (А, S) и (В, У) — две 
о подпары в (4, Г), то подпары (A от, 1 Sy) 

и (Вот, |151) также эквивалентны. Пусть отображе- 
ние |1: А > В устанавливает эквивалентность пар (А, У) 
и (В, У). Определим отображение у: AOy—> Boy по пра- 
вилу: (40 4)’ =a" oy. 
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Имеем 


(аоТот '<1)° = ((аос) от)’ = (восгот==а" ов] = 
= (а“от) от ey = (аот)’от sy, с 63). 


и и вытекает эквивалентность пар (Аот, 1157) 
и (Вот, ТУ). 

Если теперь А — некоторый минимальный Х-допусти- 
мый идеал в (а, и А принадлежит члену С” разложе- 
ния (2), а Аот содержится в (8, то согласно предыду- 
щему замечанию получим от С G. Используя обрат- 
ное отображение, найдем, что G о1= 68. Так будет 
при каждом 1ЕГ, и следовательно, группу Г можно 
рассматривать как группу подстановок множества одно- 
родных компонент ®,‚У-группы С. 

Отметим, в частности, что в качестве > можно было бы 
взять и единицу группы Г, и следовательно, если в 
®-группе С выполняется условие минимальности для 
идеалов и некоторая группа Г вполне приводима отно- 
сительно С, то и сама а — вполне приводимая ®-группа. 


3. Импримитивность и примитивность. Если задано пред- 
ставление группы Г относительно ®-группы G, то наряду 
с импримитивностью, связанной с действием Г как группы 
подстановок множества G, имеет смысл еще рассматри- 
вать импримитивность другого рода: группа С нетри- 
виально представима в виде прямой суммы групп, являю- 
щихся системами импримитивности группы Г. С такой 
ситуацией мы встречались уже в теореме НИлиффорда. 
В этом параграфе под импримитивностью действующей 
группы мы будем понимать эту новую импримитивность. 
Соответственно понимается примитивность действующей 
группы. 

На понятие импримитивности группы Г можно взгля- 
нуть еще и следующим образом. Если задано некоторое 
прямое разложение ®-группы G, то каждый элемент из Г 
переводит это разложение в некоторое другое разложе- 
ние. Импримитивность группы Г означает существова- 
ние такого нетривиального прямого разложения области 
действия, которое инвариантно относительно всех эле- 
ментов из Г. 
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Разложимые представления — это частный случай 
импримитивных представлений. Из последующего мы 
увидим, что, так же как и разложимость, имприми- 
тивность представления ведет к естественным редук- 
ЦИЯМ. 

Приведем вначале важный пример импримитивного 
представления. 

Пусть Г — некоторая группа, У — ее подгруппа и В — 
некоторая полная система представителей правых смеж- 
ных классов Г по У. Допустим еще, что задано неко- 
торое представление группы » относительно ®-группы G, 
и пусть С, — экземпляр группы ©, поставленный в соот- 
ветствие элементу х«@Г/У. Тогда в соответствии с рас- 
смотрениями из п. 2.1.4 представление У относительно GO. 
и система представителей ВБ однозначно определяют 
представление группы Г относительно прямой суммы 
всех G,. При этом легко видеть, что все G, являются 
системами импримитивности группы Г, и Г действует 
транзитивно на этом множестве прямых слагаемых. Сей- 
час мы увидим, что этот пример является типичным. 

3.1. Всякое импримитивное представление группы Г 
с отмеченным свойством транзитивности может быть 
получено указанным способом. 

Действительно, пусть задано импримитивное пред- 
ставление группы Г относительно ®-группы С и пусть 


Ее GET, 


— прямое разложение группы С, в котором слагаемые 
являются системами импримитивности группы Г, и Г 
действует транзитивно на множестве этих слагаемых. 
Для каждого С, через >, обозначим Г-нормализатор 
этой ®-подгруппы, и пусть еще Х==>,. Совокупность 
всех с@Г, для которых G,Oo—G,, составляет смежный 
класс из Г/У, и мы получаем тем самым (ввиду тран- 
зитивности) взаимно однозначное соответствие между 
прямыми слагаемыми отмеченного разложения и смеж- 
ными классами из Г/У. Фиксируем теперь для этих смеж- 
aes классов некоторую полную систему представителей 

B=(..., t, ...). Ясно, что 3,—=7)St,, и изоморфизм 
между парами (G,, Хх) и (бот, 7 5 <, y= (Gy >,,) озна- 
чает, что действие Ув С определяет действие каждой >: 
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в соответствующей G,. Пусть теперь y — произвольный 
элемент в Ги & ЕС.. Этот g, можно представить в виде 
«= 80%, g,6G,. Дальше имеем g,07=g,01,7 = 
=(g,05)0%, где g==0(y, а) — некоторый элемент в >, 
удовлетворяющий условию <,1 = ots. Таким образом, дей- 
ствие Г в С определяется действием У, в С, и выбором 
системы представителей В. При этом роль В по отно- 
шению к С сводится лишь к тому, что элементы из В 
устанавливают систему изоморфизмов между G, и всеми 
остальными G,. Именно так и строилось представление 
группы Г вп. 2.1.4. 

Сохраним дальше обозначения предложения 3.1 и 
сделаем к нему некоторые добавления. Пусть через 3, 
обозначен Г-централизатор слагаемого G,. Ясно, что 
$. -— нормальный делитель BS, и что фактор-группу &,/3, 
можно рассматривать как подгруппу группы автомор- 
физмов ®-группы G,. Рассматривая 3&,/3, таким образом, 
обозначим ее через Ф, и пусть Ф — полное прямое про- 


изведение всех этих Ф.. Если теперь g = У, &, *) — элемент 


в Сиф= (.) — элемент в Ф, то, полагая gp = \ 8. *), 
мы зададим, очевидно, вложение Ф в группу (С) всех 
автоморфизмов ®-группы С. В дальнейшем будем счи- 
тать, что Ф, а также все Ф, — подгруппы в 9[(@). Co- 
гласно условию группа Г может также рассматриваться 
как группа, действующая на множестве индексов Г, 
т. е. мы имеем чистую пару (Г, Г). Ядром возникающего 
здесь представления служит, очевидно, пересечение всех 
Ss, «GJ. Обозначим это ядро через I. Мы допускаем, 
как и раньше, что пара (Г, Г) является транзитивной 
парой. | 
Используя элементы выбранной системы представи- 
телей В, для каждой пары слагаемых С, и Gz, a, BET, 
определим теперь изоморфизм и =, в:@,-> аз, полагая 
для а, ЕО, 
| at — a, O tt, 6 С.. 


Опираясь на эти изоморфизмы, сопоставим каждому эле- 
менту с@Г. новый автоморфизм $, по формуле а,5, = 
—а, 0 (tt...) qua каждого 4,6G,, «ЕГ. Отображение 


*) Здесь У — знак суммы. 
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с-> $, является гомоморфизмом. Действительно, 


4.5.5. = (Aq О Ty'Taoc) О ta dctaccy =A, О Ta Мио оф == @ бе. 
Ядром этого гомоморфизма служит, очевидно, под- 
группа I. Группу всех $, обозначим через 5. Эту группу, 
лежащую в °[ (С), можно, следовательно, рассматривать 
как некоторую группу подстановок множества Г. 

Имеет место следующая теорема: 

3.2. Подгруппа Ф инвариантна относительно 5, и про- 
екция Г относительно G содержится в произведении DS. 

Вначале заметим, что ввиду Х,=<.'У <, каждый т, 
индуцирует изоморфизм групп ©, и Ф.. Обозначим такой 
изоморфизм через ct." Покажем, что имеет место формула 


—1+* 


5 Фа ‚= $." ad е Фо», Ф.Ф. 


Пусть а ЕС,. Если Вос" ра, то очевидно, что обе 
части приведенного равенства оставляют a, неподвиж- 
ным. Пусть теперь Вос" =. Тогда 


9353 'фе8. == 1gSo- PS, == (Ag О TG" вов) Фво oS. == 
-- (4 2 78 38 ы o—) Boa О тво а ИВов—1в — 
ау Bagel) Fone, 


что и доказывает требуемое равенство. Если теперь 9 = 
(о) — произвольный элемент в Ф, то при любом а, ЕС, 


будет а;5-1$5, =a gl) a eos) где BOot—=a, и поэтому 
Ее Se Tae 
sles, = (of a) °)) 


Отсюда, во-первых, следует, что подгруппа Ф инва- 
риантна относительно ©. Кроме того, отсюда же сле- 
дует, что группу Ф5 можно рассматривать как сплете- 
ние групп ®, и. 

Теперь будем показывать, что проекция Г относи- 
тельно G принадлежит произведению ФБ. 

Пусть с — произвольный элемент в Г, u a,€G,, а, = 
—=4,0%, Hono, что при некотором o= 9 3) 63, выпол- 
няется равенство 1,5 = фтьос. 
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Теперь имеем: 
р eats parce ~] —1 ЕЕ 
A, Ос=—=а OF,5 =A, OUT = а, OTT фт Te te og == 
ПЕ ~1,! —1 
— 8, От, te ов. 


Введем дальше автоморфизм > = (с) по правилу 
а,ф = a, О фт, а. Е С, a. € р: 


Понятно, что t'¢t,G 3, и поэтому $ф — элемент в Ф. 
Возвращаясь к элементу а, ов, получаем: 


а.о. а. 


что и требовалось. 

Из этих выкладок видно, что отображение с- Ф (с) 5, 
можно также рассматривать как мономиальное пред- 
ставление группы Г. 

Если допустить еще, что сама группа Г является 
(истинной) группой автоморфизмов ®-группы G, то в пре- 
дыдущих условиях будет cds, и ГС $5. 

По поводу приведенных сейчас выкладок полезно 
еще заметить следующее. Как мы знаем (п. 2.1.4), для 
группы Г, ее подгруппы » и системы представителей В 
определено изоморфное вложение Г в сплетение групп У 
и S—s8 полупрямое произведение У7 \ 9. С другой сто- 
роны, произведение УГ) S естественным образом отобра- 
жается гомоморфно на (эпиморфно) группу OS. Такой 
гомоморфизм и приводит к рассмотренному сейчас гомо- 
морфизму группы Г в группу ®S. Мы предпочли, однако, 
проведение независимых выкладок. 

Итак, разобран случай, когда пара (Г, Г) транзи- 
тивна. Если пара (Г, Г) не является транзитивной, то 
разобьем множество J на Г-траектории вида ао Г, а ЕГ, 
и пусть Са.г обозначает сумму всех С... по всем $ ЕГ. 
Мы получим разложение С —= УС,.г. Обозначим еще че- 
рез Г..г проекцию группы Г относительно G,.r. Ясно, 
что группа Г... подчиняется разобранному случаю, 
а группа Г, если она действует точно, содержится в пол- 
ном прямом произведении всех I’, .r. 

Предположим дальше, что для импримитивной группы Г 
автоморфизмов ®-группы С существует такое разложе- 
ние < — УС, « ЕГ, на слагаемые, являющиеся системами 
импримитивности группы Г, которое дальше нельзя про- 
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должить с сохранением указанного свойства. Покажем, 
что для такого неприводимого разложения все группы Ф, 
уже примитивны. Сделаем это для D,, причем достаточно 
ограничиться транзитивным случаем. Допустим, что Ф, 
импримитивна, и пусть G, = ХС, ВЕГ,, — соответствую- 
щее разложение 9-группы G,. Этому разложению отвечают 
разложения („= УС", для различных aG/ (мы поль- 
зуемся старыми обозначениями). Так как каждый 1,9, 
с СГ, представим в виде т.с —= ф.., YES, то очевидно, 
что получаемое теперь уплотнение исходного разложения 
снова является разложением на системы импримитив- 
ности группы Г. Это противоречит условию, и следова- 
тельно, ©, — примитивная группа. По такой же причине 
все ©, примитивны. 

Поэтому, в частности, если группа С удовлетворяет 
условию минимальности для идеалов, то рассмотренная 
конструкция позволяет сводить изучение импримитивных 


групп автоморфизмов такой группы С к примитивным 
группам. 


А. Группа всех автоморфизмов вполне приводимой 
9-группы. Пусть G— вполне приводимая ®-группна, Г — 
группа всех ее автоморфизмов: Г = ((), и пусть еще 
G=3G,, «ЕВГ, — разложение группы С на однородные 
компоненты. Все эти С, являются характеристическими 
подгруппами, и поэтому группа Г представима в виде 
полного прямого произведения групп Г, =9[(@.). Это 
обстоятельство показывает, что достаточно ограничиться 
случаем однородных вполне приводимых групп. 

Рассмотрим случай однородной вполне приводимой 
группы без центра. Такая группа однозначно расклады- 
вается в прямую сумму изоморфных минимальных идеа- 
лов. Если G=3G,, «ЕВГ, —такое разложение, то оче- 
видно, что слагаемые С, составляют систему имприми- 
тивности группы Г, причем Г на множестве / действует 
транзитивно. Используя результат предыдущего пункта 
и тот факт, что группа Г исчерпывает всю группу < (С), 
получаем Г = Ф5. Здесь S — группа, изоморфная группе 
всех подстановок множества J, и Ф — полное прямое 
произведение изоморфных между собой групп 2(G,), 
где С, — всевозможные минимальные идеалы в С. 
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Нриведенными замечаниями можно воспользоваться, 
в частности, для описания группы автоморфизмов пря- 
мой суммы полей (cp. п.1.2.5). 

В заключение заметим, что некоторые конструкции 
‘этого параграфа, вероятно, могут быть обобщены и на 
тот случай, когда вместо прямых разложений за исход- 
ные принимаются некоторые другие типы разложений 
Q-rpynn. Интересно было бы также рассмотреть COOT- 
ветствующие обобщения для групп автоморфизмов про- 
извольных универсальных алгебр. 


$ 3. СТАБИЛЬНОСТЬ И ОТНОСЯЩИЕСЯ К НЕЙ РАДИКАЛЫ 


1. Финитная стабильность. у-радикал. Раньше уже было 
определено понятие стабильности действующей группы. 
Стабильную группу назовем финитно стабильной, если 
в области действия G имеется конечный стабильный 
относительно Г ряд. Hak уже отмечалось, если пара 
(а, Г) является точной, то финитная стабильность, ко- 
торая, очевидно, выглядит, как внешняя нильпотент- 
ность группы Г, влечет внутреннюю (абстрактную) 
нильпотентность этой группы. 

Определим теперь понятие Г-коммутанта ®-группы G. 
Если (а, Г)— некоторая пара, то Г-коммутантом 
3-группы G называется пересечение всех допустимых иде- 
алов Н из G, в фактор-группах по которым группа Г 
действует тождественно. Легко видеть, что Г-коммутант 
3-группы С может быть определен также как идеал, по- 
рожденный всевозможными коммутаторами вида [g, o] = 
—=—g+tgos, 5 ЕС, с ЕГ. Обозначается Г-коммутант че- 
рез [G, Г]. В фактор-группе G/[G, Г] группа Г также 
действует тождественно. Отправляясь от Г-коммутанта 
в С, мы можем определить нижний Г-стабильный 
ряд: 


G=—[G, г; OJ D[G, г; 1]>..., [G, T; «+1]J= 
| = [[G, Г; «], Г]. 


На предельных местах, как обычно, стоят пересечения 
предыдущих членов. 

Очевидно, следующее утверждение: группа Г тогда 
и только тогда финитно стабильна, когда нижний 
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Г-стабильный ряд в С на некотором конечном шаге до- 
ходит до нуля. 

Мы заметим еще, что Г-коммутант [G, Г] является 
Г-характеристической ®-подгруппой BG. Действительно, 
пусть пара (G, Г) содержится в паре (G, ®), причем Г — 
нормальный делитель в Ф. Понятно, что при каждом 
ФЕФ пары (G/[G, Г], Г) и (Са, Г]оф, Г) изоморфны. 
Следовательно, [G, Г] С[4а, Г]оф. Аналогично, с помо- 
щью обратного отображения, устанавливается противо- 
положное включение. 

По индукции устанавливается, что все члены ниж- 
него Г-стабильного ряда в С являются Г-характери- 
стическими ®-подгруппами. 

Нам понадобится дальше следующая лемма: 

1.1. Если У, и Ух — две финитно стабильные под- 
группы в Г и одна из них, например У, инвариантна 
относительно другой, то и произведение УХ, также 
является финитно стабильной подгруппой. 

Возьмем в С нижний У,/-стабильный ряд: 


G=|6, 35 956, >; ПЭ, > Ш 
> [6,3 i-+1]>D...D[G, %; п] =0. 


Этот ряд при некотором п доходит до нуля группы С, 
и все его члены У„допустимы. Так как У, — финитно 
стабильная группа, то, очевидно, и в каждом факторе 
IG, х; t/(G, х; i+1] группа >», действует как фи- 
нитно стабильная группа. Отсюда следует, что приве- 
денный выше ряд можно уплотнить до конечного 
У. стабильного ряда. Такой новый ряд будет стабильным 
и относительно 3,35, что и доказывает, что произве- 
дение Ух, — финитно стабильная группа. 

Имеет место следующая теорема: 

1.2. В произвольной действующей группе Г имеется 
локально финитно стабильный радикал. 

Перед тем, как доказать эту теорему, рассмотрим 
два вспомогательных предложения. Оба эти предложе- 
ния будут нужны нам и в дальнейшем. 

Пусть © — группа и Аи В— ее подгруппы. Будем 
говорить, что пара (А, В) является локально ограни- 
ченной парой, если 1) подгруппа А инвариантна относи- 
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тельно В; 2) В индуцирует в А (через внутренние авто- 
морфизмы) локально ограниченную группу автоморфизмов. 

1.3. Если (А, В) — локально ограниченная пара под- 
групп группы ®, то в подгруппе С = АВ имеется ло- 
кальная система из подгрупп вида C,—A,B,, 20e 
А. СА, В.С В, А, и В, имеют конечное число об pa- 
зующих и A, инвариантна относительно В.. 

Назовем на время доказательства всякую подгруппу 
СС С, обладающую разложением, удовлетворяющим 
условиям леммы, хорошей. Пусть 9% = [С.| — локальная 
система из всех подгрупп с конечным числом образую- 
щих в С. Пусть еще 5% .-— подмножество в IM, состоя- 
щее из всех хороших подгрупп группы С. Покажем, 
что каждая подгруппа из Qt принадлежит некоторой 
подгруппе из 5%. Возьмем одну из таких подгрупп С. 
и выберем в ней конечную систему образующих с, 
с..., Си (Индекс я мы опускаем). Наждый элемент с; 
может быть представлен в виде c,—a,b,, где а, ВА, 
Ь; СВ. Пусть A’=({a,, а.,..., аа} и В. = {6., 6,,..., 6, }. 
Обозначим, далее, через А, минимальную В,„-инвари- 
антную подгруппу, содержащую А’: А, = {аВа, аВа,..., 
аВа}. В силу условия 2) определения локально ограни- 
чениой пары, подгруппа A, имеет конечное число об- 
разующих. Таким образом, подгруппа C,—A,B, яв- 
ляется хорошей и содержит C,. Покажем теперь, что 5% 
является локальной системой в С. То, что Qt покры- 
вает С, очевидно. Пусть теперь С, и С, — две под- 
группы из системы Ot. Так как они порождают под- 
группу с конечным числом образующих, то обе они 
принадлежат некоторой подгруппе из IN, а последняя 
в свою очередь содержится в некоторой хорошей под- 
группе. Этим лемма доказана. 

1.4. Если Аи В— нормальные делители группы G, 
причем В локально нетеров, то пара (A, В) является 
локально ограниченной парой. 

Достаточно показать, что внутренняя (определенная 
через внутренние автоморфизмы) пара (©, В) является 
локально ограниченной. Пусть #6 ® и пусть еще У = 
— (b,, 6.,..., 6,) — конечное симметрическое множество 
(т.е. содержащее с каждым 6; и элемент b;') элементов в В. 
Обозначим через С подгруппу в @, порожденную всеми 


$ 3] СТАБИЛЬНОСТЬ И ОТНОСЯЩИЕСЯ К НЕЙ РАДИКАЛЯЫы 203 


этими 6; и всеми элементами вида [g, -b,]. Эта под- 
группа содержится, очевидно, в В и поэтому является 
нетеровой группой. Следовательно, подгруппа, порож- 
денная всевозможными сложными коммутаторами вида 


li ео Е о 


(она содержится в С), имеет конечное число образую- 
щих. Присоединяя к последней подгруппе элемент в, 
мы также получим подгруппу с конечным числом об- 
разующих. Кроме того, эта подгруппа будет минималь- 
ной {У)-инвариантной подгруппой, содержащей эле- 
мент г. 

Переходя к доказательству теоремы 1.2, напомним, 
что локально финитно стабильная группа — это такая 
действующая группа, в которой каждая подгруппа 
с конечным числом образующих финитно стабильна. 
Так как объединение возрастающей последовательности 
локально финитно стабильных подгрупп группы Г — 
снова такая же подгруппа, то достаточно проверить, 
что произведение двух локально финитно стабильных 
нормальных делителей из Г также локально финитно 
стабильный нормальный делитель. 

Пусть 3 u Ф— такие нормальные делители. Обоз- 


начим через S, Фи УФ образы 3S, Ф и УФв _в группе 


всех автоморфизмов ®-группы С. Ясно, что УФ = УФ 
и что группа УФ тогда и только тогда локально финитно 


стабильна, когда УФ — локально финитно стабильная 
группа автоморфизмов. Поэтому достаточно устано- 


вить локальную финитную стабильность группы УФ. 

Обе группы Уи Ф, как абстрактные группы, ло- 
кально нильпотентны. Следовательно, локально ниль- 
потентна и группа ХФ (см. п. 5. 2. 1). Так как всякая ло- 
кально нильпотентная группа является локально нетеро- 
вой, то подгруппы S и Ф составляют локально ограничен- 
ную пару. С помощью леммы 1.3 мы заключаем, что 
в группе УФ имеется локальная система из подгрупп 
P= 3,0, таких, что 3, и ©, имеют конечные системы 
бра 5 ФС Ф и У — нормальный дели- 
тель в Г,. Так как У, и ©, имеют конечные системы 
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образующих и содержатся в локально финитно ста- 
бильных подгруппах, то обе эти подгруппы финитно 
стабильны. 

По лемме 1.1 ХФ, — финитно стабильная подгруппа. 
Следовательно, УФ — локально финитно стабильная 
подгруппа. 


Локально финитно стабильный радикал группы Г 
будем обозначать через лс (Г). Рассмотрим сейчас одну 
новую характеристику этого радикала. 

Элемент с@Г назовем финитно стабильным элемен- 
том, если в С имеется конечный нормальный с-допу- 
стимый ряд, во всех факторах которого этот элемент дей- 
ствует тождественно. Можно также сказать, что финитно 
стабильный элемент — это такой элемент, который по- 
рождает финитно стабильную циклическую подгруппу. 
Обозначим дальше через В (Г) полный прообраз в Г ло- 
кально нильпотентного радикала (см. п. 5. 2. 1) проекции 
Г относительно G. Справедлива следующая теорема: 

1.5. Локально финитно стабильный радикал тс (Г) 
совпадает с совокупностью всех финитно стабильных 
элементов из В (Г). 


Пусть Х — множество всех финитно стабильных 


элементов из В (Г). Это множество инвариантно относи- 
тельно внутренних автоморфизмов группы Г. Очевидно 
также, что та (Г) С Х. Поэтому теорема будет доказана, 
если мы покажем, что подгруппа {Х}, порожденная 
этим подмножеством, локально финитно стабильна. 
Пусть X,— конечное подмножество в Х, У — подгруппа 


в Г, порожденная этим подмножеством, и »Х— проек- 
ция S относительно G. Ясно, что финитная стабиль- 


ность Х равносильна финитной стабильности &. Пока- 
жем, что Х — финитно стабильная группа. Эта группа 
нильпотентна (как абстрактная группа) и порождается 


конечным множеством Х, финитно стабильных элемен- 
тов. Воспользуемся уже применявшейся техникой. Если 
ZEX,, то циклическая подгруппа {7} финитно ста- 
бильна. Пусть 5 — некоторая максимальная финитно 
стабильная подгруппа в 3S, содержащая подгруппу {2}. 
Такая существует, так как Х — нетерова группа. В силу 
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леммы 1.1, подгруппа 5 инвариантна во втором норма- 
лизаторе N(N (S)), и ввиду нормализаторного условия 
в У она инвариантна в У. Но тогда 5 должна содер- 
жать все множество X,, и поэтому 5 =>. Отсюда сле- 


дует, что 3, а следовательно, и Х — финитно стабиль- 
ные группы. Так как подгруппы типа S составляют 
в {X} локальную систему, то {Х} — локально финитно 
стабильная группа. 


2. Одно замечание о локальной ограниченности пред- 
ставления. В дальнейшем нам понадобится следующее 
предложение: 

2.1. Если (4, Г) — некоторая пара и в &-epynne 
С имеется возрастающий допустимый нормальный ряд, 
во всех факторах которого группа Г действует как ло- 
кально ограниченная группа, то исходная пара (G, Г) 
также является локально ограниченной ` парой. 

Вначале отметим следующий простой признак огра- 
ниченного множества элементов действующей группы. 

Пусть aG@G, где С — вообще даже алгебра (Q-an- 
гебра) и У= (<, о.,..., в,) — конечное подмножество 
в Г, порождающее подгруппу У. Пусть еще >, — мно- 
жество всевозможных элементов вида 5:91... 9}, где 
е, — 1 и oj; — возможно повторяющиеся элементы 
из У, а s<k. 

Обозначим через {ао У} подалгебру в С, порожден- 
ную элементом а и элементами вида aos, об». Мы 
получим возрастающую последовательность — под- 
алгебр 


{аох,} С {а0о%х,} С... С {ао С... 


Все члены этой последовательности имеют конечное 
число образующих, а их объединение совпадает 
с {ао 3}*. Требование, чтобы подалгебра {ао У}? имела 
конечное число образующих, равносильно тому, что 
при некотором $ будет {20 3,}== {20,4}. Это также 
означает, что каждый элемент ао, o€3,,,, может 
быть представлен в виде аос == (аов,) (a OG,)...(404,) в, 
где wEQ и все 5; принадлежат S,. Последнее свой- 
ство и можно было бы принять за определение ограни- 
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ченного множества У, заметив, что $ зависит от У 
и от а. 

Опираясь на отмеченный факт, докажем теперь, 
что если У — произвольное конечное подмножество 
в Г, G—Q-rpynna и Н— Г-допустимый идеал в С та- 
кой, что в Ни G/H множество У действует как огра- 
ниченное множество, TO и во всей ®-группе G У дей- 
ствует как ограниченное множество. 

Пусть У = {У}, и 3, — такие же, как выше, a {ао 3} — 
соответствующие ®-подгруппы в С. Можно предпола- 
гать, что а не принадлежит Я. Через @ обозначим об- 
раз ав С/Н. Из условия следует, что найдется та- 
кое т, что {ао У} = {Zo $}. 

Пусть G,,3,,..., 6, — всевозможные элементы из Ум... 
Для каждого б,, i af 2,..., 1, элемент ао 5; представим 
в виде a08,—h,+2,, где. h,@H и 2z;@{aod,,}. Так 
как h;=a06,;,—2z;, то h,@{aod,,,}. Из того, что 
ЕН, следует, -что найдется такое s;, что {h;O №} = 
= {h;, о У}. Мы получим {#;0%,,} С {@0 %м.„,}. Пусть $ = 
— шах $; 1—1, 2,..., 1) и пусть с — произвольный эле- 
мент из Х,. Тогда 


доб: =; ос 1, Осб {ао Ушз.). 


Но 5; — произвольный элемент из Smie,4. Таким об- 
разом, установлено включение (20 Ув. ,.1} С {20 Ушь}, 
т. е. {40 \„.,}={ао>»}, что и доказывает отмеченное 
свойство. 

Теперь уже легко доказать и 2.1. Пусть ряд 


0=A,CH,C...CH,CH,4,C...CH,=G 


удовлетворяет условиям предложения, У — конечное под- 
множество в Гиа ЕС. ЕслиаЕН,, то ясно, что при неко- 
тором $ будет {ао х,} = [ао %,.,:}. Применяем индукцию. 
Пусть это уже верно для а, лежащих во всех Нв СВХ 1. 
Если о. то каждый а@С риа лани 
некоторой H,, B<y, и этот случай очевиден. Для не- 
предельного 1 можно воспользоваться предыдущими 
замечаниями при Н = ye Этим устанавливается, что 
У — ограниченное множество, что и требовалось. 


$31 СТАБИЛЬНОСТЬ И ОТНОСЯЩИЕСЯ К НЕЙ РАДИКАЛЫ 207 


3. Квазистабильность. В-радикал. Согласно предыдущему 
действующая группа Г называется квазифинитно ста- 
бильной, если пара (С, Г) обладает локальной системой 
подпар (G,, Г.) таких, что каждый раз Г, финитно ста- 
бильна относительно G,. Всякая локально финитно ста- 
бильная действующая группа является, очевидно, ква- 
зифинитно стабильной, а такие группы в свою очередь 
являются локально относительно нильпотентными груп- 
пами в смысле п. 2.4.4. Поэтому в случае точного 
представления квазифинитно-стабильная группа, рас- 
сматриваемая абстрактно, обладает центральной си- 
стемой. 

Группа Г называется квазистабильной, если пара 
(а, Г) обладает локальной системой из подпар (С, Г), 
в которых группа Г, действует стабильно относительно 
G,. Из предыдущего пункта непосредственно следует, 
что квазистабильные группы являются локально огра- 
ниченными группами. В седьмой главе будет также 
показано, что всякая точная квазистабильная действую- 
щая группа обладает центральной системой. Покажем, 
что 

3.1. Если в паре (С, Г) ®9-группа G является локально 
нетеровой Q-epynnott, то квазистабильность Г равно- 
сильна квазифинитно стабильности. 

Пусть (Н, У) — подпара в квазистабильной паре 
(С, Г), имеющая конечную систему образующих. Так как 
пара (С, Г) локально ограничена, то ®-группа Н имеет 
конечное число образующих и, следовательно, является 
нетеровой. В нетеровой ®-группе все возрастающие 
ряды имеют конечную длину, так что из стабильности 
пары (Н, №) вытекает ее финитная стабильность. Итак, 
все подпары из (G, Г), имеющие конечные системы об- 
разующих, финитно стабильны. Этим утверждение до- 
казано. 

Без дополнительных предположений этот факт не имеет 
места, и соответствующий пример будет позднее рас- 
смотрен. С другой стороны, отмеченное свойство при- 
менимо, например, к случаю, когда @ — векторное про- 
странство. 

Как показывают примеры, даже для векторного про- 
странства С действующая на нем группа Г может 
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не иметь квази(финитно)стабильного радикала. Сейчас 
мы приведем два случая, когда такой радикал суще- 
ствует. 

3.2. Если пара (а, Г) является локально ограниченной 
парой и С — локально нетерова ®-группа, то в Г имеется 
квази(финитно }стабильный радикал. 

остаточно показать, что в рассматриваемом слу- 
чае произведение двух квазистабильных нормальных 
делителей из Г есть снова квазистабильный нормаль- 
ный делитель. Пусть У и Ф — два таких нормальных 
делителя в Г. В группе УФ имеется, очевидно, локаль- 
ная система из подгрупи с конечным числом образую- 
щих вида Г. —=ХФ, где х=УПГ и Ф =ФПГ.. 
Допустим дальше, что Х — произвольное конечное под- 
множество в G, и Н— подгруппа в С, порожденная 
множеством ХоГ, при некоторой Г.. Эта подгруппа Н 
является нетеровой ®-группой. Ясно, что всякая квази- 
финитно стабильная относительно Н действующая группа 
является локально финитно стабильной группой, так что 
>, и Ф, локально финитно стабильны относительно Н. 
По доказанной раньше теореме группа Г, =>, 8, также 
локально финитно стабильна относительно Н. Но так как 
Г, имеет конечное число образующих, то такая группа 
финитно стабильна относительно Н. Следовательно, 
в (4, ХФ) имеется локальная система из финитно ста- 
бильных подпар, что и требовалось. 

Второй случай состоит в следующем: 

3.3. Если в паре (G, Г) Q-epynna G и группа Г ло- 
кально нетеровы, то в Г имеется квазистабильный ра- 
дикал. 

Пусть У и Фр— два квазистабильных нормальных 
делителя в Г. Так как группа Г локально нетерова, 
то в УФ имеется локальная система подгрупп вида 
ХФ, где 3, CS, ФСФ, &,, Ф, с конечным числом 
образующих и обе инвариантны BS, O,. Фиксируем одну 
такую подгруппу УФ, и покажем, что эта подгруппа 
квазистабильна. Пусть Х — произвольное конечное под- 
множество в а и Н— 9-подгруппа, порожденная мно- 
жеством Хо»... Так как ХУ— локально ограниченная 
группа" то Н — нетерова ®-группа. Допустим, что У — 
некоторая конечная система образующих в ДЛ, и пусть 
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ГР — ®-подгруппа в С, порожденная множеством УофФ.. 
Ясно, что НСКи Е— нетерова ®-группа. Ироме того, 
легко заметить, что F допустима относительно произ- 
ведения ХФ. Теперь, аналогично тому как это было 
в предыдущей теореме, заключаем, что группа УФ, ло- 
кально финитно стабильна относительно РГ, и следова- 
тельно, пара (F, ХФ) финитно стабильна. Но тогда 
пара (С, УФ) квазифинитно стабильна, и утверждение 
доказано. 

В дальнейшем мы увидим, что в случае, когда С — 
группа с пустым ®, в приведенных теоремах требова- 
ние локальной нетеровости G может быть отброшено. 
Всюду дальше квазистабильный радикал действующей 
группы Г будем обозначать через В (Г). Если этот ра- 
дикал не существует, то Вс (Г) — это просто подгруппа 
в Г, порожденная всеми ее квазистабильными нормаль- 
ными делителями. Ясно, что всегда 1в (Г) © Be (Г). 

Мы пока еще ничего не говорили о свойстве «ло- 
кальная стабильность». Одно замечание по поводу этого 
свойства будет сделано в следующем пункте, а подроб- 
нее оно будет рассмотрено в седьмой главе. 


4. О нильмножествах в действующей группе. Пусть 
(а, Г) — пара с Э-группой G и пусть & ЕС, сЕГ. Вак и 
раньше, обозначим [&, 0] = © бов. Элемент [g, <] 
называется коммутатором, составленным из g и с. Co- 
ответственно определяются сложные коммутаторы: 


[2; бт, бо, ..., в] = [8; б1, Foy eo ey неа [5 б„]. 


Если здесь, в частности, с — внутренний автомор- 
физм аддитивной группы С, то получаются обычные 
коммутаторы элементов области действия. 

Пусть теперь У— некоторое множество элементов 
из Г. Это множество, в частности, может состоять из 
одного элемента, а также может совпадать и со всей 
группой Г. Множество УХ называется нильмножеством, 
если для любого #ЕС найдется подходящее натураль- 
ное число n==n(g, У), такое, что все сложные комму- 
таторы вида [2;5,5.,...,5,„|, где в, >, равны нулю 
группы G. Множество У называется нильпотентным 
(или, точнее, унипотентным), если для всех ЕС суще- 
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ствует общее п—=п ($). Если множество УХ состоит из 
одного элемента с, то соответственно получаем опреде- 
ления внешнего нильэлемента и внешне нильпотентного 
(унипотентного}) элемента действующей группы. В том 
случае, когда Г есть истинная группа автоморфизмов 
-группы G, внешние нильэлементы из Г называются 
еще нильавтоморфизмами. 

Определим теперь параллельные понятия для пред- 
ставлений Я-почти колец. Пусть задан обобщенный 
модуль (G, К), состоящий из 8-группы С и Ч-почти 
кольца с единицей К, и пусть Ф — некоторое подмно- 
жество в А. Ф называется нильмножеством, если для 
любого g@G найдется такой показатель n, что произ- 
ведение любых п элементов из Ф принадлежит анну- 
лятору элемента g. Как обычно, множество Ф нильпо- 
тентно, если для некоторого п произведение любых п 
элементов из Ф есть нуль в К. 

Пусть теперь пара (С, Г) содержится в точном мо- 
дуле (G, К) и пусть У— подмножество в Г, —e+ х— 
подмножество в А, состоящее из всех элементов вида 
—eto, E>. 

Очевидно следующее утверждение: 

4.1. Множество У тогда и только тогда является 
нильмножеством или нильпотентно, когда —е-- 3 — co- 
ответственно нильмножество или нильпотентно как 
подмножество ®-почти кольца К. 

Дальше мы рассматриваем только пары (С, Г). 

Легко доказывается следующее свойство: 

4.2. Бсякое конечное нильмножество из Г является 
ограниченным множеством. 

Вначале заметим, что если AH — Э-подгруппа в С, 
то для всякого внешнего нильэлемента o из Г включе- 
ние НосСс Н влечет совпадение Hoo—H. Пусть 
Носс НийЕН. Нужно показать, что ос" ЕАН. С этой 
целью обозначим h=h,, h,=[h, <], ..., Й, 1 = [Й,, 9]. 
Допустим, что h,,,-—h,+h,oc=0. Существование 
такого п вытекает из того, что с является внешним 
нильэлементом. Теперь имеем h,ooc—h, и Йост = Й,. 
Применим индукцию. Пусть уже доказано, uTOh,,, 00 ' EH. 
Применяя с" к обеим частям равенства h,,, —=—й, + 
+h;os, получим Вос" = —Й, оч -Й,. 
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Отсюда #; об ЕН. При 1—0 мы получим требуемое 
включение. 

Пусть дальше х— произвольное конечное нильмно- 
жество в Г, ©-- некоторый элемент в С. Пусть еще 
[2, >] — У-нильт раектория злемента g, т. е. подмноже- 
ство в С, состоящее из элемента g и всевозможных 
сложных коммутаторов [2; 9, 5.,..., 8], 5,;@ 5. Обозна- 
чим, далее, через Н 8-подгруппу в G, порожденную 
(конечным) множеством [g, У]. Легко видеть, что для 
сх Носс Ё, а ввиду предыдущих замечаний Нов —А, 
так что Н— {У}-допустимая 8-подгруппа, и потому 
Н = {во {>»}}*. Этим доказано, что S— ограниченное 
множество. 

4.3. Если группа Г квазистабильна, то каждое конеч- 
ное подмножество из Г является нильмножеством. 

Это утверждение достаточно проверить для стабиль- 
ны группы. Пусть У — конечное подмножество в = 
— {У}, и пусть ряд O=G,CG,C...CG,CG,,,C.. 

. С G,= С является стабильным относительно > рядом. 
Нужно показать, что для каждого # ЕС найдется такое 
n==n(g, У), что все сложные коммутаторы вида 
[2;81,9.,..., 6], 9; @ У, обращаются в нуль. Этот факт оче- 
виден для g, принадлежащих G,. Применим дальше ин- 
дукцию. Пусть утверждение уже доказано для всех g, 
принадлежащих каждому С, при а< В. В случае пре- 
дельного 8 сразу же получаем справедливость соответ- 
ствующего свойства и для С. Допустим теперь, что 


3 — непредельное число, и и g@G,. Все элементы 
[g,5,] по всем с; @У принадлежат G,,, и для каждого 


из них найдется п; такое, что [[g, в AN OP Gy i ny Coleen 

при любых o,@Y. При этом для n= max n,-+1 все 
су 

[83 5, 5, ..., 9, |, в; @ У, обращаются в нуль, так что индук- 


ция проходит, и утверждение доказано. 

Интересно отметить, что для абелевой 9®-группы G 
справедливо и обратное утверждение. 

Прежде всего, отметим, что если С — абелева 
Э-группа, то для любого подмножества У СГ можно 
говорить о верхнем стабильном ряде в Ца. Пусть А’, =0 
и А, = (У) — У-центр в С. Так как С абелева, то 

'— идеал, и можно перейти к фактор-группе G/A,. 
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Дальше. определяем индуктивно: A,,,/A,—= Zea, (У), а на 
предельных местах берутся объединения предыдущих 
членов. Все эти А, являются характеристическими 
9-подгруппами относительно подгруппы S, порожденной 
множеством У. Объединение всех A, мы назовем верл- 
ним У-центром ®-группы С и обозначим его через 
Гс (У). Ясно, что Ze (У) = Ив ({У}). 

4.4. Пусть Н — подгруппа аддитивной части. абелевой 
9-груипы G, порождающая всю Q-epynny а, и пусть 
ху — подгруппа в Г такая, что Н — У-допустима. Тогда, 
если Х порождается некоторым Н-нильмножеством У, 
то верхний У-стабильный ряд в G доходит Oo всей 
9-группы С. 


Для доказательства допустим, что Ив (Х)= ААС. 
В этом случае Н не может содержаться в А, и пусть 


ЕН, ЛЕА. Для этого h можно указать такое пер- 
вое А, что сложные коммутаторы вида [й; с, “.,..., o], 
с, СУ, принадлежат А. Если теперь h’ = [Й; с; , с..,.. 9 _| 
не принадлежит A, то смежный класс h’+ А являет- 
ся У-неподвижным элементом в G/A. Это противоречит 
максимальности A, и следовательно, А —(. 

Можно даже заметить, что длина верхнего У-ста- 


бильного ряда в С не превосходит первого предельного 
числа. 


Действительно, пусть г — произвольный элемент в С. 
Назовем У-порядком этого элемента такое наименьшее 
число п, что [$; в, в.,..., 0,| =0 при всех o,@Y. Пусть 
теперь G,—n-i член верхнего У-стабильного ряда BG. 
Непосредственно видно, что всякий элемент из G У-по- 
рядка п принадлежит С„. Отсюда следует, что объеди- 
нение всех G, совпадает с G. 


Теперь уже. очевидно, что если в Г все конечные 
подмножества являются нильмножествами и G абелева, 
то группа Г локально стабильна. 

Имеет место также следующая теорема: 

4.5. Если в ®-группе G имеется возрастающий paz- — 
решимый нормальный ряд из Г-допустимых ®-подгрупп, 
то группа Г в том и только в том случае локально ста- 
бильна, когда всякое конечное подмножество из Г яв- 
ляется нильподмножеством. 
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Пусть ряд [H,] BG удовлетворяет условиям теоремы, 
и пусть У— подгруппа в Г, порожденная конечным 
нильмножеством У. По предыдущему, группа ХХ ста- 
бильна относительно каждого H,,,/H,. Отсюда, очевидно, 
следует, что S стабильна и относительно С. Поэтому, 
если каждое конечное подмножество из Г является 
нильподмножеством, то Г — локально стабильная группа. 
Обратное уже отмечалось, причем даже для квазиста- 
бильности, так как мы видим одновременно, что в рас- 
сматриваемой ситуации квазистабильность равносильна 
локальной стабильности. 


5. Отношения между тремя радикалами. Позднее будут 
приведены примеры, показывающие, что в общем слу- 
чае Вс (Г) и радикал представления ag (Г) не инцидентны. 
Сейчас нас будут интересовать условия, при которых 
такая инцидентность имеет место. 

Вначале рассмотрим одно вспомогательное предло- 
жение. 

5.1. Пусть (G, Ф) — некоторая пара, и Г — подгруппа 
в Ф. Допустим еще, что в (G, Ф) имеется локальная си- 
стема подпар (G,, Ф,) таких, что в G, имеется стабиль- 
ная относительно пересечения ФГ] Г нормальная си- 
стема Ф-допустимых подгрупп. Тогда и в С имеется 
стабильная относительно Г система Ф-допустимых 8-под- 
групп. 

Заметим, что если в этом предложении взять в ка- 
честве Г также группу Ф, то получится следующая ло- 
кальная теорема: 

5.2. Если пара (G, Г) обладает локальной системой 
из слабо стабильных подпар, то и сама пара (G, Г) яв- 
ляется слабо стабильной. В частности, всякая квазиста- 
бильная пара является слабо стабильной. 

Для доказательства предложения 5.1 запишем неко- 
торым набором формул УЙП тот факт, что в G имеется 
стабильная относительно Г система Ф-допустимых ®-под- 
групи. 

Вначале поступаем так же, как и при. доказательстве 
локальной теоремы из п. 1.1. Основным множеством бу- 
дут служить индексы членов подходящей нормальной 
системы. Основные предикаты такие же, как и в п. 1.1, 
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откуда мы берем и обозначения. Единственное измене- 
ние, которое мы сейчас сделаем, состоит в следующем: 
через Ри, a,,. « «an; by, ь....)(@) теперь обозначается пре- 
дикат, означающий содержательно, что одна из двух 
групп по п элементов здесь принадлежит Н„, а вторая 
не принадлежит. Обозначим через IN, группу аксиом, 
означающих, что все НЯ, являются Ф-допустимыми ®-под- 
группами в Са, причем a< В влечет Н.С Нь, и Н. =0, 
На =. В этой группе аксиом добавим следующие 
группы аксиом: 9%.) Для всех aGG, а-20 и всех сЕГ: 
(Ча) [-—— А„ (а) & Аш, «1 (а)]; 9%) Для всех a, БЕС: 
(Ча) Poa; ») (4) — (AB) (Ра; ь (В) & Ам; ы (В). И, наконец, груп- 
па 9), состоит из аксиом вида: 


(На) Pa, @2,...› On; 61, 62,..., Dy) (a) —> (1B) (Раза. « «yy; by, bo,.. +, bn) (B) & 
& Ata, а... «5 An; 81, bo,. . «, би; WJ (B)). 


Эти аксиомы составляем для всех «@® и по всем соот- 
ветствующим наборам элементов из С. 

Аксиомы набора QW, означают, что после уплотне- 
ния системы ®-подгрупп H, будет выполняться условие 
стабильности относительно Г. Две последние группы 
аксиом означают, что уплотненная система является 
нормальной системой, так что, если обозначить через SW 
объединение наборов 9), 9%, 9% и My, то совмест- 
ность набора 5 и означает, что в С имеется нормаль- 
ная стабильная относительно Г система Ф-допустимых 
®-подгрупп. 

Легко видеть, что из условий предложения выте- 
кает локальная совместность набора Yt. По теореме 
Гбделя-Мальцева 9% — совместный набор, и предложе- 
ние доказано. 

Теперь докажем следующую теорему: 

5.3. Включение Ве (Г) С ас (Г) имеет место в следующих 
двух случаях: 

1) ®-группа G является локально нетеровой, и пред- 
ставление Г относительно С локально ограничено. 

2) Пара (G, Г) является ЕМ-парой, и группа Г ло- 
кально нетерова. 

Пусть © обозначает произвольный Г-композицион- 
ный фактор ®-группы С, и У— квазистабильный нор- 
мальный делитель в Г. Чтобы установить требуемое 
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включение, нужно показать, что каждый раз подгруппа > 
действует тождественно в ©. Рассмотрим дальше от- 
дельно оба случая. 

1. Пусть Г, — подгруппа в Г, имеющая конечное 
число образующих. Так как © вместе с С — локально 
нетерова группа и пара (©, Г) локально ограничена, то 
в © имеется локальная система из Г-допустимых нете- 
ровых ®-подгрупп. Пусть Н — одна из таких подгрупп. 
Пересечение УГГ, квазистабильно относительно НД, 
а так как Я — нетерова ®-группа, то У [Г] Г, — локально 
финитно стабильная относительно Н группа. Дальше 
отметим следующий вспомогательный факт. 

Если группа Ф локально финитно стабильна отно- 
сительно нетеровой ®-группы A, то нижний Ф-стабиль- 
ный ряд в Н доходит до нуля на некотором, быть мо- 
жет трансфинитном, шаге. 

Для доказательства этого утверждения достаточно 
установить, что группа Н отлична от своего Ф-комму- 
танта. Пусть [Ф ] — множество всевозможных подгрупп 
с конечным числом образующих в Ф. Легко видеть, что 
система всех идеалов [H, ,] является локальной си- 
стемой в Ф-коммутанте [Н, ®]. Так как Н — нетерова 
®-группа, то для некоторой Ф, будет [Н, Ф | —=[Н, Ф]. 
С другой стороны, [Н, ®,]-4H, и требуемое утвержде- 
ние доказано. 

Возвращаясь к нашему случаю, замечаем, что ниж- 
ний УГ Г-стабильный ряд в Н доходит до нуля. 
Так как все его члены Г.-допустимы, то мы находимся 
в условиях применимости рассмотренного выше локаль- 
ного предложения. Применяя это предложение, заклю- 
чаем, что в © имеется стабильная относительно У нор- 
мальная система, состоящая из Г-допустимых ®-под- 
групп. Понятно, что это возможно лишь в том случае, 
когда Х действует тождественно в GO. 

2. Пусть теперь пара (а, Г) является ВМ-парой и 
Г — локально нетерова группа. Пусть Г, — снова под- 
группа с конечным числом образующих в Г. Так как 
группа Г является локально нетеровой группой, то пе- 
ресечение Г, () Х также имеет конечное число образую- 
щих. Имея в виду, что при наших условиях © — абе- 
лева ®-группа, мы можем утверждать, что в © имеется 
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верхний Г. [| У-стабильный ряд, доходящий до всей 
группы @. Такой ряд Г-допустим. Снова ссылаясь на 
локальное свойство, получаем, что B® имеется стабиль- 
ная относительно ХУ система Г-допустимых 9-подгрупи. 
Это означает, что Х действует в @ тождественно. 

Теорема доказана. 

Назовем еше Э-группу G финитарной, если в С об- 
рываются как возрастающие, так и убывающие ряды 
-подгрупп. Соответственно определяются локально фи- 
нитарные ®-группы. Векторные пространства являются, 
очевидно, локально финитарными ®-группами. Теперь 
можно доказать следующее утверждение. 

5.4. Если представление группы Г относительно ло- 
кально финитарной ®-группы С является локально огра- 
ниченным, то радикалы ов (Г) и Be (Г) совпадают. 

Из предыдущей теоремы имеем включение Вс (Г) С ag (Г), 
так что достаточно показать, что радикал представле- 
ния оз(Г) является квазистабильной группой. Пусть 
(Н, У) — подпара в (С, аз (Г)), имеющая конечную си- 
стему образующих. Так как пара (G, ос (Г)) слабо ста- 
бильна, то слабо стабильной является и пара (В, У). 
Но Н-— финитарная Э-группа, и следовательно, ста- 
бильная относительно Х нормальная система превра- 
щается в конечный У-стабильный ряд. Поэтому пара 
(Н, УХ) стабильна и ag (Г) — квазистабильная группа. 

Приведем еще следующую теорему. 

5.5. Если группа Г является локально нетеровой груп- 
пой, то для любой пары (G, Г) радикал те (Г) принадле- 
жит радикалу ас (Г). 

усть — некоторый Г-композиционный фактор 
9-группы С и пусть Г, — подгруппа с конечным числом 
образующих в Г. Пересечение Г, Г] 1‹(Г) также имеет 
конечное число образующих, и поэтому нижний Г. [| 7 (Г)- 
стабильный ряд ®-группы © на конечном шаге дохо- 
дит до нуля. Члены такого ряда Г-допустимы. Отсюда 
следует, что в © имеется тс (Г)-стабильная нормальная 
система Г-допустимых Э-подгрупп. Это означает, что 
7в (Г) действует тождественно в ©. 


6. Радикалы области действия. В теории пар (G, Г), 
в которых область действия есть @-группа, важную 
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роль играют и радикалы области действия. Общее оп- 
ределение радикала в С приводилось в п. 2.1.0. 

Здесь мы отметим два специальных случая. 

Из теоремы п.2 непосредственно следует, что при 
любой. паре (а, Г) в С имеется локально ограниченный 
радикал. Действительно, поскольку объединение возра- 
стающей последовательности локально ограниченных 
идеалов в С Также является локально ограниченным 
идеалом, то в С имеется некоторый максимальный до- 
пустимый локально ограниченный идеал. Пусть Я — та- 
кой идеал. Согласно упомянутой теореме в фактор- 
группе G/H уже нет нетривиальных допустимых локально 
ограниченных идеалов. Следовательно, вне Н нет ло- 
кально ограниченных идеалов (это следует из теоремы 
об изоморфизмах), и Н является локально ограничен- 
ным радикалом в G. 

Легко также видеть, что в области действия С все- 
гда имеется локально стабильный радикал. Покажем 
теперь, что 

6.1. Если в паре (С, Г) область действия локально 
нетерова, то в С имеется квазистабильный радикал. 

Пусть H — максимальный допустимый квазистабиль- 
ный идеал в С. Для того чтобы показать, что Н яв- 
ляется квазистабильным радикалом в С, достаточно 
установить, что в G/H нет нетривиальных допустимых 
квазистабильных идеалов. Допустим, что это не так, 
и пусть F/H — допустимый квазистабильный идеал в С/Н. 

Покажем, что F — квазистабильный идеал BG. Пусть 
(А, У) — подпара в (F, Г), имеющая конечную систему 
образующих. Так как пара (F, Г) локально ограничена, 
то А— нетерова ®-rpynna. Легко видеть, что пары 
(АПРА, 3) и (А/АПНЫ, 3) квазистабильны, а так как 

нетерова, то обе эти пары локально финитно ста- 
бильны. Учитывая теперь, что УХ имеет конечное число 
образующих, мы заключаем, что эта группа (финитно) 
стабильна как относительно А Г H, так и относительно 
ААПН. Отсюда, очевидно, следует, что Х стабильна 
относительно А. Мы показали, что (F, Г) — квазиста- 
бильная пара, и получили противоречие со свойством 
максимальности Н. Таким образом, Н — квазистабиль- 
ный радикал в G. 
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В дальнейшем мы увидим, что если С — группа без 
(мульти-)операторов, то для такой группы приведен- 
ная теорема верна без предположения о локальной нете- 
ровости. | 

Сейчас естественно было бы рассмотреть поведение 
радикалов в Си Г при тех или иных конструкциях; 
прямых произведениях, сплетениях и т. д. 

Мы ограничимся лишь следующим замечанием: 

6.2. Если С — вполне приводимая ®-группа без центра, 
то 1в (Г) принадлежит ядру представления. 

Пусть < — вполне приводимая ®-группа без центра 
и с@\с (Г). Согласно определению 1 (Г) в С имеется 
такой собственный допустимый идеал В, что в G/B с 
действует тождественно. Пусть А — дополнение к В: 
G=A-+ В, и пусть А’— минимальный идеал в А. 
Тогда а= А’ В’. Если аВ А’, то аос=а-Е6, DEB". 
С другой. стороны, во вполне приводимой @-группе без 
центра должно быть: либо А’ос= А’, либо A’ooC В’. 
Последнее невозможно ввиду аоз=а-РЬ. Следова- 
тельно, А’ос—= А’, b=0O, и при любом а А’ будет 
аос—=а, так что на все элементы из А с действует 
тождественно. Дальше, исходя из В в качестве С, мы 
повторим наши рассуждения. Так по индукции будет 
доказано, что с действует тождественно в G. 


7. Общая треугольность. Если W — некоторое абстракт- 
ное свойство пар, связанных с представлениями отно- 
сительно мультиоператорных групп, то, исходя из этого 
свойства, можно определить ряд новых свойств. При 
этом 0с0обо выделяются свойства локального типа, CBA- 
занные со свойством W, а также соответствующие свой- 
ства треугольного (или разрешимого) типа. Несколько 
общих замечаний о последних сейчас и будет сделано. 

Прежде всего определим нижний W-pad. Через [G, Г" 
обозначим пересечение всех допустимых идеалов Н из С, 
для которых пара (G/H, Г) обладает свойством W. За- 
тем, как обычно, полагаем: 


[С, Г" =[(, Г; 1, ..., [@, Г; а |" = 
== [б, Г; а", Г", ..., 
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причем на предельных местах стоят пересечения преды- 
дущих членов. Все эти члены нижнего И’-ряда в С яв- 
ляются Г-характеристическими ®-подгруппами. Если при 
некотором конечном п будет [G, Г; п] =0, то такую 
пару (а, Г) назовем Й’-разрешимой. 

Введем теперь следующее определение: нормальная 
допустимая система [Н.] в области действия С назы- 
вается И/’-треугольной (разрешимой) системой (АЙ’-систе- 
мой), если все пары (Н.../Н., Г), связанные с факторами 
этой системы, обладают свойством W. В частности, 
стабильная система — это Й/-треугольная система, где W 
обозначает тождественное действие группы Г. 

Допустим теперь, что 6 — абстрактное теоретико- 
групповое свойство, замкнутое относительно полных 
прямых произведений, подгрупп и гомоморфизмов, и 
пусть @ обозначает еще свойство пары (С, Г), состоя- 
щее в TOM, что проекция Г относительно G является 
0-группой. Для такого @ легко проверяется следующее 
утверждение: | 

7.1. Если (G, Г) — некоторая пара, то нормальная 
допустимая система в С тогда и только тогда является 
9-т реугольной системой, когда эта система является 
стабильной относительно 8-коммутанта группы Г. 

9-коммутант в Г— это пересечение всех нормальных 
делителей S из Г, для которых Г/У-— 0-группа. Если 
9 (Г) — этот 0-коммутант, то в силу условий Г/9 (Г) 
также является 0-группой. Пусть теперь система 
[9] является 0-треугольной и пусть (Н/Н» Г)— 
некоторая пара, связанная © этой системой. Если 
Хх, — ядро представления Г относительно 7,,,/H,, то Г/У, 
есть 0-группа, и поэтому 08 (Г) С 3S, так что система [Н.] 
стабильна относительно 0 (Г). Пусть, обратно, выпол- 
няется это последнее свойство. Тогда каждый раз ядро 
представления >, содержит 0(Г), и следовательно, Г/У, 
есть 0-группа. 

Аналогично получается следующее утверждение: 

Нижний 0-треугольный pad в С совпадает с нижним 
0 (Г)-стабильным, рядом в G. 

Для абелевой ®-группы С можно определить и верх- 
ний 09-треугольный ряд. В качестве первого члена такого 
верхнего 0-треугольного ряда берется радикал Op(G), 
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т. е. совокупность всех 0-злементов из С (см. § 2.4). 
Обозначим его через H,, и пусть для всех «<ВН, уже 
определены. Все эти H, являются ®-подгруппами в С, 
и если С абелева, как мы и будем предполагать, все 
Н.— идеалы. Дальше поступаем обычным путем: если 


В — предельное, то полагаем Н,—= 0) Н., а если суще- 
«< В 
ствует В—1, то Н, — такой идеал в С, что 


НН, = (СН... 


Понятно, что если абелева ®-группа С обладает воз- 
растающим 0-треугольным рядом, то ее верхний 0-тре- 
угольный ряд доходит до всей группы С. Если С обла- 
дает конечным 0-треугольным рядом, то длины верхнего 
и нижнего 0-треугольных рядов такой ®-группы совпа- 
дают. Очевидно также и следующее утверждение: 

7.2. Верхний 0-треугольный ряд абелевой ®-группы С, 
входящей в пару (С, Г), совпадает с верхним 9(Г)-ста- 
бильным рядом в G. 

Допустим теперь, что @ обозначает свойство группы 
быть абелевой. Если для этого 0 в С имеется конечный 
9-треугольный ряд, то группу Г назовем внешне разре- 
шимой группой. Если пара (С, Г) является точной парой, 
то внешняя разрешимость группы Г влечет ее внутрен- 
нюю разрешимость. В самом деле, если Г внешне раз- 
решима, то коммутант этой группы Г’ является финитно 
стабильной (внешне нильпотентной) группой. В случае 
точной пары такая группа Г’ оказывается нильпотентной 
группой, и поэтому Г — разрешимая группа. 

В заключение пункта заметим еще, что в п. 2.1.5 
шла речь о верхнем И’-радикальном ряде области дей- 
ствия. 

Понятно, что если свойство W является радикаль- 
ным свойством относительно областей действия, то та- 
кой верхний И’-радикальный ряд является и И’-тре- 
угольным рядом (в верхнем И’-радикале). 


8. Обратимость эндоморфизма Ф-группы. Приведем не- 
которые определения. Пусть с — эндоморфизм ®-группы С, 
С° — Га (5) — образ С при этом отображении, и С. = 
— Кег (5) — ядро гомоморфизма в. Понятно, что с в том 
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и только в TOM случае является автоморфизмом 
9-группы G, когда выполняются следующие условия: 

1) G,=0 (условие мономорфизма), 

2) 4” —С (условие эпиморфизма). 

Если для с выполняется хотя бы первое условие, то 
такой эндоморфизм называется мероморфизмом, а если 
выполнено второе условие, то с называется автоэпимор- 
физмом. Как и в книге В. Шпехта [1], 8-группу С на- 
зовем и-группой, если каждый ее мероморфизм является 
автоморфизмом, и 4-группой, если каждый ee автоэпи- 
морфизм есть автоморфизм G. В книге В. Шпехта приво- 
дятся различные достаточные признаки и-групп и д-групп. 
Отметим простейшие из относящихся сюда фактов. 

Пусть с -- мероморфизм Q-rpyunst С. Будем смотреть 
на с с одной стороны как на изоморфизм между ®-груп- 
nama С и G’, а с другой — как на оператор, действую- 
щий в Си С°. Так как, очевидно, с-изоморфизм и с-опе- 
ратор перестановочны, то с-изоморфизм является опера- 
торным изоморфизмом. Это, в частности, означает, что 


если С” — собственная ®-подгруппа в С, то С° — соб- 
ственная ®-подгруппа в С°. Итак, если мероморфизм a 
не является автоморфизмом, то в С имеется строго убы- 
вающая последовательность ®-подгрупп 


G==6, об). DG, sas 


где G,—=G™. 

Из сказанного следует, что если ®-группа С удовле- 
трет условию минимальности для ®-подгрупи, то та- 
кая ОЭ-группа является и-группой. 

О отм теперь, что с — автоэпиморфизм 8-группы G. 
Ясно, что все положительные степени с также являются 
автоэпиморфизмами ®-группы G. Обозначим через G* 
ядро гомоморфизма с": G*'—G,r. Мы получим в С воз- 
растающий ряд идеалов — вергний ядерный ряд для с: 
0=GcGic...cG*C..., причем в рассматриваемом 
случае все СС  изоморфны Q-rpyune С. 

Посмотрим дальше на с как на изоморфизм между С 
и С/С! и как на оператор в Си в G/G'. Тогда о-изо- 
морфизм является операторным изоморфизмом, и поэтому, 
если G' не совпадает с нулем в С, то ядро с в G/G! 
также не совпадает с нулем этой ®-группы. Но послед- 


222 МУЛЬТИОПЕРАТОРНЫЕ ГРУППЫ [ГЛ. 11 


нее ядро — это, очевидно, С?/(`, так что подгруппа G? 
отлична от С". Все это означает, что если с не является 
автоморфизмом ®-группы G, то соответствующий верх- 
ний ядерный ряд является строго возрастающим рядом. 

Теперь можно заключить, что всякая ®-группа, удов- 
летворяющая условию максимальности для идеалов, яв- 
ляется 4-группой. 

По аналогии с $ 2.4 эндоморфизм с можно назвать 
почти периодическим, если для каждого g@G найдется 
такой показатель # = (а, в), что с" оставляет элемент g 
неподвижным. Однако легко видеть, что почти периоди- 
ческий эндоморфизм является мероморфизмом, а также 
автоэпиморфизмом, и следовательно, почти периодиче- 
ский эндоморфизм является автоморфизмом. 

Приведем теперь другой тип условия, при котором 
эндоморфизм является автоморфизмом. 

8.1. Если o— эндоморфизм ®-группы G и в G имеется 
возрастающий нормальный ряд с-допустимых 2-nodepynn 
такой, что во всех факторах этого ряда a действует 
как автоморфизм, то сз является автоморфизмом 
9-группы G. 

Применим индукцию. Пусть ряд 


0=G,CG,C...CG, CGC... Са, = 


удовлетворяет условиям теоремы. В частности, в С, с дей- 
ствует как автоморфизм. Допустим сразу, что с дей- 
ствует как автоморфизм во всех G,c a<y. Для того 
чтобы показать, что с — автоморфизм группы G, нужно 
показать, что а, —=0 и С° =С. Рассмотрим вначале слу- 
чай предельного 1. Так как в этом случае G,= |) (G,), 
“< 1 
и в силу предположения все (G,), совпадают с нулем, 
то G,=0. Пусть С°’=-С и пусть & — элемент в С, не 
принадлежащий С°”. При некотором «< 1 Е ЕС,, и, оче- 
видно, g@(G,). Это, однако, противоречит тому, что 
(G,)° =G,, так что G°=G, и случай предельного 1 ра- 
зобран. Заметим здесь, что точно такими же рассужде- 
ниями показывается, что эндоморфизм 8-группы С яв- 
ляется ее автоморфизмом, если в С имеется локальная 
система допустимых ®-подгрупп, в каждом члене кото- 
рой этот эндоморфизм действует как автоморфизм. 
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Пусть теперь 1 — непредельное. Так как G, П С ce 
с (G,_1),» то G, пересекается с С. лишь по нулю, Но 
тогда, если G 570, то в G/G,_, Имеется нетривиальное 
ядро гомоморфизма с, содержащее G, -1 + G,/G,-. Таким 
образом, G,= 0. Остается показать, ‘ato (° =. 

Пусть g — произвольный элемент BG. Так как в С/Ц =i 
с действует как автоморфизм, то найдутся такие atG 
и bEG,,, что b-+-ac=g. Ho предположению индукции 
существует c@G,_, такое, что со=6б. Теперь имеем 
сс | аа = и (c-+a)o=—g. Этим установлено, что G’ =С, 
и теорема доказана. 

Приведенная теорема может рассматриваться как 
обобщение очевидного факта, что треугольная (конеч- 
ная) матрица с ненулевыми членами на главной диаго- 
нали является обратимой матрицей. Из нее также выте- 
кает следующее замечание: если с — эндоморфизм 
О-группы С, причем в С имеется возрастающий с-допу- 
стимый ряд, во всех факторах которого с действует то- 
ждественно, то с — стабильный автоморфизм. Это заме- 
чание и послужило поводом включить сюда Ве 
пункт. 

Легко построить пример, показывающий, что анало- 
гичная теорема для убывающих рядов уже неверна. 
Пусть, например, группа С является прямым произве- 
дением счетного множества бесконечных циклических 
групп А, —= {е;}. Определим эндоморфизм с следующим 
правилом: ев =—е, + е,-1. 

Этот с может быть представлен бесконечной матрицей 
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Нетрудно проверить, что с является мероморфизмом 
группы С, но не автоморфизмом (например, е, не при- 
надлежит С“). Обозначим через С’ подгруппу в С, поро- 
жденную всеми A, с номерами k >i. Система подгрупп G* 
составляет в С убывающий ряд, во всех факторах кото- 
рого с действует как тождественный автоморфизм. 
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Пусть дальше _с<— произвольный — эндоморфизм 
®-группы С и пусть С, — объединение всех членов верх- 
него ядерного ряда эндоморфизма с. 9-подгруппу G, на- 
зовем верхним ядром преобразования с. Верхнее ядро 
может быть также определено как совокупность всех 
#@а, для которых существует такое п, что 25"—=0. 
Отсюда следует, что ядро оператора с в фактор-группе 
G/G, совпадает с нулем, и с действует в этой фактор- 
группе как мероморфизм. Понятно, что в будет действо- 
вать как автоморфизм в С/С, в том и только в TOM слу- 
чае, когда группа С порождается верхним ядром G, и 
образом С°. 

Эндоморфизм с ®-группы С называется нильэндомор- 
физмом, если верхнее ядро С, совпадает со всей груп- 
пой G. Из теоремы 8.1 непосредственно вытекает сле- 
дующее утверждение: 

8.2. Если со — нильэндоморфизм Я-группы G и раз 
ность = — в (=-—единичный эндоморфизм) является также 
эндоморфизмом, то эта разность является стабильным 
автоморфизмом ®-группы G. 


$ 4. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 
ОБ ОБОБЩЕННЫХ МОДУЛЯХ 


1. Аннуляторные свойства. Везде в этом параграфе 
речь будет идти о строгих модулях, и все рассматри- 
ваемые здесь ®-почти кольца обладают дистрибутивными 
образующими. Пусть (G, К) — некоторый такой модуль 
и [Н.]— нормальная система в G. Аннулятором этой 
системы называется совокупность всех таких иЕА, что 
в каждом скачке системы выполняется H,,, ouC H,. 
Этот аннулятор обозначим через U. Легко видеть, что 
U — 9-подкольцо в К (в дальнейшем для простоты 
мы будем говорить «®-подкольцо» вместо «®-под(почти)- 
кольцо»). Ёсли система [Н.| является допустимой, то U, 
будучи пересечением ядер представлений, есть идеал в К. 

Будем дальше говорить, что некоторая нормальная 
система [Н.] в С является аннуляторной относительно 
9-подкольца (С К, если U принадлежит аннулятору 
этой системы. 8-подкольцо U называется слабо аннуля- 
торным, если в С имеется аннуляторная относительно U 
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нормальная система. U называется аннуляторным, если 
в С имеется возрастающий нормальный ряд, аннулятор- 
ный относительно U. Нетрудно понять, что радикал 
представления ос (К) является слабо аннуляторным под- 
кольцом. Соответственно определяются локальные анну- 
ляторные свойства. В частности, квазианнуляторное 
подкольцо U в К-—-это такое подкольцо, что модуль 
(G, U) обладает локальной системой подмодулей (G,, 0.) 
таких, что И, аннуляторно относительно С.. 

Обычным путем определяется нижний аннуляторный 
ряд в С относительно ®-подкольца U. Через [G, 0] 
обозначим идеал в С, порожденный множеством GOoU, 
а итерацией определяются и все [G, U; а]. Если U — зам- 
кнутое относительно умножений справа ®-подкольцо в К, 
то идеал |G, 0], а следовательно, и все [G, U; a] допу- 
стимы относительно К. 

Прежде всего, ясно, что множество Со является 
К-допустимым подмножеством в С. Если теперь и — строго 
дистрибутивный элемент в А, то отображение u:G—>Gou 
есть эндоморфизм G, и поэтому [G, И] си есть идеал 
в Сои, порожденный множеством (GOU)ouw. Так как 
GoUu принадлежит [G, U], то и [G, О] ои принадле- 
жит [G, 0]. Следовательно, идеал [G, U] допустим отно- 
сительно всех строго дистрибутивных элементов. Так 
как строго дистрибутивные элементы порождают все К, 
то этим установлена А-допустимость идеала [G, 0]. 

Если Са — коммутативная ®-группа, то можно опреде- 
лить и верхний О-аннуляторный ряд в С. Первый член 
ряда H, состоит из всех А ЕС таких, что при любоми в 0 
выполняется Йои —0. Так как все элементы из А дей- 
ствуют в С как эндоморфизмы, то AH, — ®-подгруппа и, 
значит, идеал BG. Дальше по индукции определяются 
все Я.. Если U замкнутое относительно умножения 
слева ®-подкольцо в К, то все Н, являются К-допу- 
стимыми идеалами. 

Дальше будем предполагать, что 9-модуль (G, К) 
порождается групповой парой (а, Г). 

Легко доказывается следующее утверждение. Если 
» — подгруппа в Г, то эта подгруппа тогда и только 
тогда квазистабильна, когда ®-подкольцо S в А, поро- 
жденное элементами вида =—0, е— единица и сВУ, 


ar ™ == — 
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является квазианнуляторным. Проверим это утвержде- 
ние. Пусть У— квазистабильная подгруппа в Гис, 
с.,.... 0, — конечное множество элементов в У. Пусть 
еще >» -— подгруппа в У», порожденная этими элементами, 
и (H, У) — подпара в (С, 3) с конечной системой обра- 
зующих и действующей группой %. В A имеется ста- 
бильный относительно 3S, ряд. Если [Н,] такой ряд, 
то все элементы вида =г—5, об», принадлежат анну- 
лятору этого ряда. Поэтому, если 5, — ®-подкольцо, 
порожденное всеми e—o,, i==1, 2,..., п, то это под- 
кольцо аннуляторно относительно Н. Так как все (H, S,) 
составляют локальную систему в (С, 5), то в одну сто- 
рону утверждение справедливо. В обратную сторону про- 
верка аналогична. 

Докажем теперь следующую лемму: 

1.1. Если U — квазианнуляторный идеал в К и 
= — множество всех элементов вида e+-u, и ВО, принад- 
лежащих Г, то подгруппа в Г, порожденная множеством У, 
является квазистабильным нормальным делителем в Г. 

Пусть е+- и СГ и сЕГ. Тогда ©" (е Ри) = ous, 
и следовательно, У» — инвариантное множество в Г, а под- 
группа, порожденная этим множеством, является нор- 
мальным делителем в Г. Точно так же, как это делалось 
только что, можно показать, что каждое конечное под- 
множество из Х порождает квазистабильную подгруппу. 
Следовательно, и Х порождает квазистабильную под- 
группу, которая, как мы видели, инвариантна. 

Следующая лемма говорит об обратном свойстве. 

1.2. Пусть в локально ограниченной паре (а, Г) 
Q-epynna G и группа Г локально нетеровы. Тогда сово- 
купность L —= —в | Вс (Г) принадлежит некоторому квази- 
аннуляторному идеалу ®-почти кольца К. 

Прежде всего заметим, что в рассматриваемом слу- 
чае Вс (Г)— квазистабильная группа. Воспользуемся 
дальше следующими обозначениями. Пусть U — 9®-под- 
кольцо в А, и Х — подмножество в U. Тогда через XZ 
будем обозначать наименьший идеал BU, содержащий X. 
Обозначим еще ЛА — Г, 

Пусть дальше Х, — всевозможные конечные подмно- 
жества в К, А, — Э-подкольцо в А, порожденное мно- 
жеством X,, и 2, =(Х, П L)*. Система всех K, является 
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локальной системой в A. Очевидно также, что из X,C Хв 
следует L,C Lg, так что все L, составляют локальную 
систему в своем теоретико-множественном объединении. 
Это объединение обозначим через L’. По построению L’ 
содержит L. Легко видеть, что всякий идеал в К, co- 
держащий Г, содержит и L’. Теперь покажем, что [/— 
идеал в А. Пусть вначале и — произвольный элемент 
в К u v@L'. Тогда найдется L, такое, что vEL,,. Пусть 
Х,— такое конечное подмножество, что СЁ, = (Х., Г Г). 
Обозначим еще через X, объединение Х, и и. Понятно, 
что иЕК, И РЕГ... Ясно также, что элементы UV, VU 
и —и--- и принадлежат Ls, а потому и [/. Допустим 
теперь, что «Е @ — п-арная операция, и пусть U,, и., ... 
...U,GL/, v,, 1, ...,0,@K. Пусть дальше и, и.,... 

.. и, СГ, [.=(Х, П Г)", и пусть X, есть объедине- 
ние множеств X, ии, 0.,...,0,. Тогда Uy, Us, ..., u,€ Le, 
и так Kak Г, — идеал в A,, получим: 


Vo + + «V0 (и Vy) (Ug V9) . .. (и„ о) OE Lg CL 


Таким образом, L’— идеал в К, и следовательно, L/ ==f. 
Теперь будем доказывать, что каждое подкольцо L, 
является квазианнуляторным. 
Все элементы и; из Х, выражаются, по условию, 
с помощью аддитивных операций и операций из 2 через 
некоторые элементы о;, из Г. Всех этих оа,, — конечное 
число. Пусть, далее, пересечение Х, () Ё состоит из эле- 
ментов и,, $=1,2,..., т, и пусть и, = —е-с,, о, @Ве (Г). 
Обозначим через Ф, подгруппу в Г, порожденную всеми с; ; 
и всеми o,, i==1, 2,...,m. Пусть еще з,=Ф, ГП Ве (Г). 
Так как Ф, имеет конечное число образующих и Г — ло- 
кально нетерова, то и 4, имеет конечное число обра- 
зующих. Кроме того, 3, содержит все с,, #=1,2,..., т. 
3 условия леммы следует, что в С имеется локаль- 
ная система из Ф-допустимых нетеровых @-подгрупп. 
Обозначим эти подгруппы через (>. Так как GY — нете- 
рова ®-группа и 3, имеет конечное число образующих, 
то нижний ряд 3-коммутантов в С” через конечное 
число шагов доходит до нуля. Пусть ряд 
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является таким рядом. Все его члены допустимы и отно- 
сительно Ф,, а потому и относительно K,. Аннулятор 
этого ряда в А, — обозначим его через A, — является 
идеалом в А, и содержит все v;. Так как пересечение 
Хх. ПГ принадлежит A, то и L, содержится в А.. Этим 
доказано, что ZL ‚ — квазианнуляторное Q- -подкольпо. 
Отсюда следует, что Ё — квазианнуляторный идеал в К, 
и лемма доказана. 

Из двух последних лемм получаем следующую тео- 
рему: 

1.3. Если 8-группа С и группа Г локально нетеровы 
и (С, Г)-- локально ограниченная napa, то в К имеется 
такой квазианнуляторный идеал Г, что 


В (Г)=ГП- 2). 


Действительно, если взять Г, из предыдущей леммы, 
то по поро лемме мы получим включение MetLyc 
С В (Г). Если, с другой т с@ Вс (Г), то —е- о = 
=и СГ, и ‹ == иб(=-- 2) ПГ. Это дает требуемое ра- 
венство. 

Рассмотрим дальше аналогичную конструкцию для 
радикала 1, (Г). ®-подкольцо U С К называется финитно 


аннуляторным, если в С имеется конечный ряд, анну- 
лируемый этим подкольцом. U называется локально фи- 
нитно аннуляторным, если каждое ®-подкольцо из U, 
имеющее конечное число образующих, финитно аннуля- 
торно. Легко видеть, что подгруппа SCT тогда и только 
тогда локально финитно стабильна, когда ®-подкольцо 
в А, порожденное элементами вида = — с, 6G 3, локально 
финитно аннуляторно. Так же, как и в предыдущем слу- 
чае, доказывается, что если U — локально финитно анну- 
ляторный идеал в А, и У\— множество всех элементов 
вида e-+u, uGU, принадлежащих Г, то подгруппа, 
порожденная У в Г, является локально финитно ста- 
бильным нормальным делителем. Интересно заметить, 
что если модуль (G, К) является точным, то уже мно- 
жество Х является таким нормальным делителем. Дока- 
жем это последнее замечание. Пусть с и $ф — два произ- 
вольных элемента в У: og==e-+u, ф—е-рь, и, vEU. 


Тогда  оф=:(е | и) (е-Р о) =е-нь Чи ии. Е У. — Если 
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модуль (G, К) является точным, то при некотором п 
(—и)”" =0. Отсюда непосредственной проверкой находим, 
что если обозначить —u—=U,, TO а =е-и ри -- 
—...- 171, и следовательно, o1 GS, так что множе- 
ство Х являётся подгруппой, а этого нам достаточно. 

Точно такими же рассуждениями, как и в квазиста- 
бильном случае, и с некоторыми упрощениями за счет 
того, что в С не нужно брать локальные 8-подгруппы, 
доказывается следующая теорема: 

1.4. Если группа Г локально нетерова, то совокуп- 
ность [==е--1,(Г) принадлежит некоторому локально 


финитно аннуляторному идеалу Г, и имеет место равен- 
ство: (= Г)ПГ==1, (Г). Здесь в качестве Г, можно 
взять [/. 


2. Аннуляторные свойства и нильсвойства. В п. 3.4 были 
определены нильмножества действующего ®-квазикольца. 
По поводу таких нильмножеств отметим вначале сле- 
дующее свойство. Если Н — допустимый идеал в Си 
конечное множество S С К действует как нильмножество 
в Ни СН, то ив С © действует как нильмножество. 
Действительно, пусть g@G. Тогда при некотором т эле- 
менты вида роии....и„, и, @5, принадлежат Н. Таких 
элементов имеется конечное число, и для каждого из 
них найдется, вообще говоря, свой показатель M,, такой, 
что произведение любых т, элементов из 5 аннулирует 
данный элемент из Н. Теперь понятно, что найдется и 
такой показатель и, что произведение любых п элемен- 
тов из 5 аннулирует g. Из этого свойства непосред- 
ственно следует, что если U — квазианнуляторное ®-под- 
кольцо в К, то всякое конечное подмножество из 0 яв- 
ляется нильмножеством. 9-подкольцо в А, обладающее 
этим последним свойством, будем в дальнейшем назы- 
вать внешне локально нильпотентным. 

В классических"(линейных) модулях квазианнулятор- 
ные кольца и внешне локально нильпотентные кольца — 
это равносильные понятия. Поэтому естественно поста- 
вить следующий вопрос: в каких еще случаях внешне 
локально нильпотентные ®-почти кольца оказываются 
квазианнуляторными. Для того чтобы привести одну 
теорему, относящуюся к этому вопросу, напомним, что 
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Q-rpynna С называется сильно разрешимой, если убы- 
вающий ряд сильных коммутантов этой группы на ко- 
нечном шаге доходит до нуля. Ёсли С@ — группа (с пу- 
стым 2), то это — обычная разрешимость. Векторные 
пространства над полями, очевидно, сильно разрешимы: 
модуль (G, К) квазисильно разрешим, если в нем имеется 
локальная система подмодулей (G,, К.) таких, что все G, 
сильно разрешимы. Согласно локальной теореме каждый 
такой модуль является нормальным. Имеет место сле- 
дующая теорема: 

2.1. Если модуль (а, К) квазисильно разрешим, то 
всякое внешне локально нильпотентное ®-подкольцо в К 
является квазианнуляторным. 

Рассмотрим вначале случай, когда ®-группа С сильно 
разрешима. Пусть ряд 


G6=6, в 0 


является нижним рядом сильных коммутантов в С. Все 
члены этого ряда допустимы относительно строго ди- 
стрибутивных элементов, и следовательно, OTHOCH- 
тельно К. Пусть 5 — конечное нильподмножество в К 
и © некоторый произвольный фактор приведенного 
ряда. Так как © — коммутативная Э-группа, то все эле- 
менты из А действуют в @ как эндоморфизмы. Пусть 
теперь & — произвольный элемент BG, ип — наименьший 
показатель со свойством бои.и,...и,=0, u,ES. Все 
элементы вида боци....и,., а среди них имеются 
отличные от нуля, аннулируются элементами из 5. Сле- 
довательно, если H, — совокупность всех элементов из ©, 
аннулируемых элементами из 5, то H, отлично от нуля. 
Легко видеть, что НЯ, — @-подгруппа и, значит, идеал 
в $. Отправляясь от этого H,, можно построить верх- 
ний аннуляторный ряд относительно 5 в ®-группе G. 
Такие ряды можно строить во всех факторах ряда силь- 
ных коммутантов. Беря полные прообразы членов этих 
рядов, мы получим в С некоторый ряд [A,], такой, что 
множество 5 принадлежит аннулятору этого ряда. Сле- 
довательно, 5 порождает аннуляторное относительно G 
®-подкольцо. Этим доказано, что если U — внешне ло- 
кально нильпотентное подкольцо в А, то оно также и 
локально аннуляторное. 
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Переходим к общему случаю. Пусть U внешне ло- 
кально нильпотентно и 5 — конечное подмножество BU. 
В модуле (G, К) имеется, очевидно, локальная система 
из строгих подмодулей (G,, K,), таких, что все К, co- 
держат 5 и все С, сильно разрешимы. Если теперь 5 — 
О-подкольцо, порожденное множеством S, то по преды- 
дущему все подмодули (С, 9) аннуляторны, Tak что 
(7 — квазианнуляторное ®-подкольцо в К. 

Докажем дальше следующую теорему: 

2.2. Если Q-epynna G локально сильно разрешима и 
представление К относительно G является локально огра- 
ниченным, то сумма всех квазианнуляторных идеалов из К 
также является квазианнуляторным идеалом ~— квазианну- 
ляторным радикалом в К. 

Достаточно ограничиться Двумя слагаемыми. Пусть 
Ги Г— два квазианнуляторных идеала в К. Нужно 
показать, что их сумма —- квазианнуляторный идеал. 
Пусть Х — конечное множество элементов из суммы 0 -|- Г. 
Эти элементы имеют вид и; 0, и; ВО, в, ЕГ. Все ane- 
менты и; и и; выражаются с помощью аддитивных опе- 
раций и операций из ® через некоторые в;; и фл, являю- 
щиеся строго дистрибутивными элементами. 

Обозначим через А’ ®-подкольцо, порожденное всеми 
этими с;; и Фу. Пусть еще (A, К’) — подмодуль с конеч- 
ным числом образующих. Тогда 9-подгруппа А имеет 
конечное число образующих и сильно разрешима. Пусть 
ряд 

АА ВЕ DA DAY Due 0 


является убывающим рядом сильных коммутантов в А. 
Все члены этого ряда допустимы относительно А’. Пусть 
A™/A™*! — В — произвольный фактор приведенного ряда. 
Наше утверждение будет, очевидно, доказано, если мы 
покажем, что множество Х является аннуляторным 
в модуле (В, К’). 

аметим, что поскольку В — коммутативная Э-группа, 
то все элементы из К’ действуют в В как эндоморфизмы. 
Пусть (С, К’) — подмодуль в (В, К’) с конечным числом 
образующих. Модуль (В, К’) является локально огра- 
ниченным, и поэтому ®-подгруппа С имеет конечное 
число образующих. Обозначим, далее, U'—U Г K’, 
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у! —= ИПК... О'и ТИ’ — идеалы в А’, причем оба они 
квазианнуляторны относительно С. Покажем, что их 
сумма квазианнуляторна относительно С. Пусть W — 
ядро представления К’ относительно Си К’, 0, Г’ — 
образы соответственно А’, U’ и Г’ при естественном 
гомоморфизме А’-> КИ’. Так как С имеет конечное 
число образующих, то U' u Г’— локально нильпотент- 
ные О-кольца, т. е. такие ®-кольца, что для каждого 
конечного подмножества их элементов найдется такое 
число п, что произведение любых п элементов этого 
подмножества есть нуль. Действительно, если У — конеч- 
ное подмножество, например, в U', и g,, 6.,..., 9, — не- 
которая система образующих в С, то найдется такое 
число п, что произведение любых п элементов из У 
аннулирует каждый g,. Такие произведения будут анну- 
лировать и всю ®-группу С. Следовательно, произведение 
любых п элементов из У есть нуль. Hak и в теории 
колец, теперь легко проверить, что сумма 0’-- И’ — также 
локально нильпотентное Ф-кольцо. Но тогда П’- У!’ 
локально аннуляторно относительно С. Tak как 
ХС О’-Е И’, то теорема доказана. 

Рассмотренный здесь радикал мы обозначим через 
В‹ (К). Этот радикал совпадает также с суммой всех 
внешне локально нильпотентных идеалов из КА, так как 
в нашем случае ввиду предыдущей теоремы квазианнуля- 
торность и внешняя нильпотентность — это одно и то же. 

Используя дальше теорему предыдущего пункта, для 
локально ограниченного модуля (G, К) с локально сильно 
разрешимой ®-группой G, порожденного парой (G, Г), 
в которой Г — локально нетерова, мы получаем следую- 
щую формулу: (e+ В (К)) ПГ=8(Г). Отметим еще, 
что в рассмотренном случае радикал Вс (К) принадле- 
жит радикалу представления ос (К) (так как в любом 
нормальном модуле (G, К) внешне локально нильпотент- 
ные идеалы из К принадлежат радикалу оз (К); 
см. п. 1.5). | | 

О-почти кольцо U нильпотентно, если при некотором п 
произведение любых п элементов из U есть нуль. Финитно 
аннуляторное ®-подкольцо из К в случае точного пред- 
ставления является нильпотентным подкольцом. С по- 
мощью уже применявшихся рассуждений легко показать, 
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что если @-rpynna С сильно разрешима, то верно 
и обратное. 

Нетрудно также проверить, что если G— сильно 
разрешимая ®-группа, то в этом случае К существует 
радикал Yq (К), определяемый всеми локально финитно 
аннуляторными идеалами. Если при этом модуль (Ц, К) 
порождается парой ((, Г), в которой группа Г локально 
нетерова, то имеем равенство (¢-+-y¢(K)) ПГ==че (Г). 


3. Радикал Левицкого ®-почти кольца. В предыдущем 
пункте нам уже приходилось говорить об определении 
локально нильпотентного ®-почти кольца. Наряду с такой 
(слабой) локальной нильпотентностью целесообразно 
рассматривать еще сильную локальную нильпотентность. 
О-почти кольцо К называется сильно локально нильпо- 
тентным, если всякое Ф®-подкольцо из А, имеющее 
конечное число образующих, нильпотентно. Если ®-почти 
кольцо К обладает дистрибутивным базисом и локально 
нильпотентно, то такое кольцо и сильно локально ниль- 
потентно. В самом деле, всякое Э-подкольцо из К 
с конечным числом образующих содержится в некотором 
Э-подкольце, порожденном конечным числом дистрибу- 
тивных образующих. Допустим теперь, что ®-подкольцо U 
из К порождается конечным множеством Х дистрибу- 
тивных элементов. Пусть п — такое натуральное число, 
что произведение любых пи элементов из Х есть нуль. 
Произведение n элементов из U может быть выражено 
с помощью основных операций через произведения п 
элементов из Х. Отсюда следует, что произведение 
любых п элементов из U есть нуль и U нильпотентно. 

®-почти кольцо К назовем локально сильно разреиии- 
мым, если в К имеется локальная система из ®-подколец 
К. таких, что все Э-группы К, сильно разрешимы. 
Легко видеть, что это условие в том случае, когда в К 
имеется единица, равносильно квазисильно разрешимо- 
сти модуля (К, К). Покажем, что если @-почти кольцо К 
с дистрибутивным базисом локально сильно разрешимо, 
то всякое его локально нильпотентное ®-подкольцо U яв- 
ляется сильно локально нильпотентным. 

Вначале заметим, что если (С, К) — точный модуль 
и О — локально финитно аннуляторное подкольцо в К, 
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то И сильно локально нильпотентно, а для того, 
чтобы U было локально финитно аннуляторным, доста- 
точно, чтобы каждое конечное подмножество из U при- 
надлежало аннулятору некоторого конечного нормального 
ряда ®-группы С. 

Последнее замечание следует из того что аннулятор 
ряда всегда является ®-подкольцом. 

Пусть дальше (G, К) — точный, с сильно разрешимой 
О-группой G модуль и (И — локально нильпотентное 
О-подкольцо в К. Покажем, что U сильно локально 
нильпотентно. Мы уже знаем, что для любого конечного 
подмножества Х из U можно построить такое уплотне- 
ние ряда сильных коммутантов группы ©, что получится 
конечный нормальный ряд, аннулируемый множеством Х. 
Следовательно, U локально финитно аннуляторно, а по- 
этому и сильно локально нильпотентно. 

Пусть теперь регулярный модуль (А, К) квазисильно 
разрешим, (И — локально нильпотентное Я-подкольцо 
в А, и Г— @-подкольцо в U, порожденное конечным 
множеством элементов Vy, и.,..., V,,. Каждый и; можно 
выразить через некоторые дистрибутивные элементы G,,, 
Е —1,2,..., п,. Обозначим через А’ ®-подкольцо в К, 
порожденное всеми с. Пусть еще И — ядро представ- 
ления К’ относительно ®-группы К’, и К’и Г — образы 
К’ и V при естественном гомоморфизме K'-> K'/W. Так 
как ®-группа А’ сильно разрешима, то, применяя пре- 
дыдущий абзац к точному модулю (K’, К’), можно заклю- 
чить, что V сильно локально нильпотентно, а значит, 
и нильпотентно. Отсюда уже следует, что и Г — ниль- 
потентное ®-подкольцо, а U сильно локально нильпо- 
тентно. 

Точно так же, как и для колец, для ®-почти колец можно 
доказать, что сумма двух локально нильпотентных идеа- 
лов, также является локально нильпотентным идеалом. 
Поэтому в ®-почти кольце всегда имеется единственный 
максимальный локально нильпотентный идеал. Этот 
идеал, так же как ив случае колец, естественно назы- 
вать радикалом Левицкого. Радикал Левицкого ®-почти 
кольца А обозначим через L (К). 

Отметим еще, что если (4, К) — точный модуль 
с сильно разрешимой областью действия, то, как это 
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следует из предыдущих рассмотрений, внешний радикал 
Ya (К) совпадает с внутренним радикалом L (К). 

Ввиду замечания в конце предыдущего пункта, это 
означает, в частности, что если модуль (G, К) поро- 
ждается парой (G, Г) с локально нетеровой группой Г, 
то внешний 1-радикал в Г может быть определен внут- 
ренними средствами ®-почти кольца К. 

В заключение параграфа приведем еще следующее 
предложение: 

3.1. Если в нормальном ®-почти кольце К выполняется 
условие минимальности для замкнутых относительно 
умножений справа ®-подгрупп, то радикал Джекобсона 
такого К совпадает с радикалом Левицкого. 

Из условия обрыва следует, что в ®,К-группе К 
имеется такой возрастающий нормальный ряд [H,], что 
все модули (H,,,/H,, К) неприводимы. 

огласно определению радикала Джекобсона а(К) 
принадлежит аннулятору ряда [H,]. Отсюда, как нетрудно 
понять, следует, что &(К)— локально нильпотентное 
О-подкольцо в К. Это значит, что а(К) С Ё(К). Обрат- 
ное включение выполняется ввиду теоремы 1.3.4 
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1. Общие замечания. В действительности весь этот пара- 
граф состоит из общих замечаний, так как более глубокие 
факты требуют большей специализации. Пусть С — неко- 
торая ®-группа и пусть эта группа представлена в виде пря- 
мой суммы своих идеалов: 


оао (1) 


Обозначим через G,, ©,,..., ®,... суммы попарно изо- 
морфных слагаемых разложения (1). Мы получим укруп- 
нение разложения (1): 


C=6,46,+...46,4... (2) 


В группе 9 (С) всех автоморфизмов Я-группы С 
выделим подгруппу Г, состоящую из всех таких авто- 
морфизмов, которые переводят каждое слагаемое разло- 
жения (1) в некоторое слагаемое этого же разложения. 
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Группа Г импримитивна — мы назовем ее полной импри- 
митивной группой автоморфизмов, отвечающей фиксиро- 
ванному разложению (1). Легко описать строение такой 
группы Г. 

По условию каждая группа G, есть прямая сумма неко- 
торых (попарно изоморфных) слагаемых разложения (1). 
Обозначим через Г, полную импримитивную подгруппу 
в 91 (G,), отвечающую такому разложению Я-группы ©. 
Каждую группу Г, можно рассматривать как подгруппу 
в Г, причем нетрудно понять, что группа Г является 
полной прямой суммой всех таких Г,. Что касается Г,, 
то, применяя к ней рассмотрения из п. 2.3 этой главы, 
можно заключить, что эта группа представима в виде 
полупрямого произведения Г, —=Ф,Л5;, где 5, — группа, 
изоморфная группе всех подстановок соответствующего 
множества прямых слагаемых в G,, а Ф,— полное пря- 
мое произведение изоморфных между собой групп I (G,) 
всех автоморфизмов этих слагаемых. По существу, каж- 
дая Г, является некоторой полной мономиальной группой. 

Будем теперь рассматривать всевозможные прямые 
разложения @-группы С, изоморфные разложению (1), 
причем два таких разложения считаются разными, если 
У них различны составы слагаемых. Обозначим множе- 
ство таких прямых разложений через J. Само разложе- 
ние (1) также содержится в J, и как элемент из I 060- 
значим его через $. 

Каждый автоморфизм ®-группы С индуцирует некото- 
рую подстановку на множестве J, и такое соответствие 
определяет гомоморфизм группы %[(С) в группу всех 
подстановок множества J. Поступим дальше следующим 
образом. Пусть 7 — некоторый элемент в J и пусть еще 
между слагаемыми Bi u j фиксировано некоторое взаимно 
однозначное соответствие, при котором сопоставляемые 
слагаемые изоморфны. Беря для таких слагаемых под- 
ходящие изоморфизмы, мы фиксируем некоторый изомор- 
физм разложений i и 7. Наждый такой изоморфизм 
понятным образом определяет некоторый автоморфизм 
в С. Однако это не означает, конечно, что каждая 
подстановка множества J индуцируется некоторым авто- 
морфизмом С, отсюда только следует, что группа 2 (G) 
действует транзитивно на множестве J. Обозначим теперь 
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через 5 образ группы % (С) в S; при указанном выше 
гомоморфизме. Нетрудно понять, что группу $ (С) можно 
вложить в сплетение группы Ги группы подстановок ю. 

Поясним это подробнее. Очевидно, что совокупность 
всех автоморфизмов из L(G), оставляющих инвариант- 
ным разложение #,— это в точности группа Г, а если 
через Г, обозначить аналогичную подгрупну для разло- 
жения у, то ГГ; и Г; сопряжены в Wl (С). Пересече- 
ние T° таких Г, по см 1@1 совпадает с ядром отме- 
ченного гомоморфизма группы Ql (С) в S;. Таким образом, 
исходя из мономиального представления, мы вложим 


группу % (С) в полупрямое произведение группы Г’ 
и группы S. По поводу интересных специальных случаев 
мы сошлемся теперь на работы К. Шода[1, 2]. 


2. Треугольные группы автоморфизмов, связанные е пря- 
мыми разложениями. В этом пункте мы следуем работе 
В. Г. Житомирского [2]. Пусть снова задано разложе- 
ние некоторой ®-группы С в прямую сумму ее идеалов, 
причем для простоты изложения ограничимся лишь 
случаем конечного числа слагаемых: 


ees Ce НЕЕ: ПРЕ (1) 


Этому разложению отвечают инвариантные ряды в С, 
и пусть 


ООО Се ® Сы сС®. 6, (2) 


6, —=©,,-РГа,, — один из таких рядов. 

В группе %1 (С) всех автоморфизмов ®-группы G вы- 
делим треугольную относительно этого ряда часть Ф, 
т. е. подгруппу, состоящую из всех тех автоморфизмов, 
которые оставляют неподвижной каждую ®-подгруппу G,. 
В треугольной группе Ф выделим еще стабильную отно- 
сительно ряда (2) часть У — Ф-централизатор этого ряда. 

Обозначим дальше через Ф прямое произведение 
групп 2(G,). Мы можем считать, что все группы 2 (G,) 
и Ф являются подгруппами в Ф. Нетрудно видеть, что 
при этом Ф [Г] У==е. Будем называть Ф диагональной 
частью группы Ф. 

Если 9 G9, то для каждого g,@G, имеем g,o = 
=h,,+ gi, где ЕС; ий, Е ©, |. Если теперь положить 
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g.—=g, и (%5;,)ф= Уе;ф, то легко понять, что ф есть 
автоморфизм ®-группы G, принадлежащий Ф. Понятно 
также, что автоморфизм ob принадлежит S. Таким 
образом, доказана следующая теорема: 

2.1. Группа Ф есть полупрямое произведение своей 
стабильной части ХУ и диагональной части ТФ. 

Рассмотрим теперь подробное строение группы У. 
Пусть 3S, обозначает 5 (©, ,)-централизатор отрезка 
ряда (2) до G,,. Ясно, что Х,„, можно рассматривать 
как подгруппу в %—=>%,, причем если 3, — Уцентрали- 
затор ®-подгруппы ©, ,, то имеем 3S, = 3/3... 

Так как 3, действует тождественно в G/G,, и G.., 
то эта подгруппа абелева (седьмая глава). Легко также 
видеть, что У является полупрямым произведением нор- 
мального делителя 3, и группы У: = Л х,1. Цосту- 
пая аналогично с подгруппой У„_, мы и ее представим 
в виде полупрямого произведения. Продолжая процесс, 
мы получим две системы подгрупп ОХ... и 
ди” Фиша, +++ Такие, что УХ; =), Л Х,. 

Отметим дальше, что каждая подгруппа 3, является 
прямым произведением подгрупи 31 (1<]<1— 1), где 
$] есть подгруппа в $;, состоящая из всех таких с, что 
при каждом #@С; выполняется [g, с] 6 С, 

Группа >, как мы знаем, является нильпотентной 
группой. 

Найдем сейчас ее центр. 

Вначале приведем одно интересное вспомогательное 
свойство. Мы покажем, что все [g, <], & ЕС, с ВУ, при- 
надлежат центру аддитивной группы Gt. Если 6$, 
то утверждение очевидно. Допустим, что оно установ- 
лено для всех g&é@,., и пусть g6éG,, g=g,+¢2’, 
51 EG,, ГЕО. 

Имеем [g, с] =—g’-+[g,, 9-8’ --[=’, 5], и поэтому 
достаточно установить, что элемент [gZ,, <] принадлежит 
центру группы Gt. Так как [g,, s]€G,_,, то нужно лишь 
проверить, что этот элемент перестановочен с каждым 
#ЕФ,_,. Последнее равносильно TOMY, что &с переста- 
новочен с каждым таким Й. Теперь имеем: 


—h+ goth=—h- git ho'o=—h-+ (g, | #8") в = 
St Ce hea i ho Be ee 
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что и требовалось. Отсюда, в частности, следует, что 
~~ . 

если рев, то [g, <] =) [6 с]. 
4 4 


Используя этот факт, легко также показать, что 
совокупность всех неподвижных относительно »Х эле- 
ментов в G есть нормальный делитель аддитивной 
группы. 

2.2. Центру группы автоморфизмов У принадлежат 
те и только те автоморфизмы в, для которых при лю- 
бых gE&G и 1ЕХ выполняется: 1) [g, s]ly=[g, <] и 
2) [g, rlo=[g, 1]. 

То, что каждый автоморфизм с отмеченными свой- 
ствами принадлежит центру группы S, легко проверить 
непосредственно — в более общей ситуации это делается 
в седьмой главе. Пусть теперь автоморфизм с принад- 
лежит центру группы », и допустим вначале, что первое 
условие не выполнено. Это означает, что для некоторого 
элемента 6 С — можно считать, что этот # принадлежит 
одному из слагаемых С,, — коммутатор [g, | =и He 
принадлежит У-центру (>). Пусть #ЕС; и пусть 
ит = и. Автоморфизм 1 индуцирует некоторый автомор- 
физм 1’, принадлежащий S,,. Для такого |’ имеем 
и =] и =. Если теперь и =и-Ро, 520, то 
получим goy’—=(g+u)y’=g-+u-+v. С другой стороны, 
gy'o—= go—g--u. Противоречие с oy’ =“. 

опустим далее, что не выполнено второе условие. 

Это значит, что найдется коммутатор U—[g, 71|], на 
который `автоморфизм с действует не тождественно. 
Имеем go=g-+h,, uo=u-+h, где й, и й, принадлежат 
центру группы Gt, и по предположению h,-A0. Тогда 
goy = (Е) 1=8-а-Н№ и ве = (аи) =Е РЕ 
+u-+h,, а это снова ведет к противоречию с переста- 
новочностью си 71. Этим утверждение доказано. 

Более точное описание свойств группы S может 
быть получено, если еще допустить, что все G, являются 
попарно изоморфными абелевыми ®-группами. В этом 
случае можно показать, что У-коммутант совпадает 
с ©, и Уцентр есть G,. Поэтому центр группы Х сов- 
падает с 3». И вообще нетрудно установить, что 1-й фак- 
тор верхнего центрального ряда BS изоморфен прямому 


произведению групи $5, $1, ..., ди. 
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Некоторые обобщения приведенных фактов на случай 
бесконечных прямых сумм содержатся в заметке В. Г. Жи- 
томирского [5]. Что касается рассмотренного случая, то 
все здесь — обобщение известной картины, относящейся 
к группе всех треугольных матриц заданного порядка. 


3. Обобщенные матрицы. Как хорошо известно, эндомор- 
физмы и автоморфизмы векторных пространств могут 
быть представлены матрицами над соответствующими 
полями. Это матричное представление играет большую 
роль в теории линейных групп — групп автоморфизмов 
векторных пространств. Аналогичная конструкция BO3- 
можна и для прямых сумм произвольных MYJIbTH- 
операторных групп. Сейчас мы рассмотрим эту конст- 
рукцию. 

Допустим, что фиксировано некоторое разложение 
О-группы С в прямую сумму. Мы будем предполагать, 
что число слагаемых конечно, хотя аналогично тому, 
как это делается в следующем параграфе, можно рас- 
смотреть и общий случай. Пусть 


CSG Ge nicl Se ЕР (1) 


— такое разложение. Каждый элемент a@G имеет вид 
п 


а = >) a,, иесли с — эндоморфизм группы С, то ав = »а,с, 


$—1 
так что для задания эндоморфизма с достаточно ука- 
зать, как с действует на элементы из слагаемых G,. 


Если ас = Уа,„ то будем писать а; = Da,9,,. Так как 
элемент а,,—=а,5;, однозначно определяется элементом а; 
и отображением с, то с,, дает однозначное отображение 
С; в G,. Легко проверить, что это отображение является 
гомоморфизмом О группы G, в Q-rpynny G,. 

Покажем еще, что любые две подгруппы из G, вида 
Go, и Gs, при 15^] перестановочны поэлементно. 
Пусть а,6С,, 6,€G,. Тогда (a,+6,)o=as+b в = 
—=Ь < Г а,в, и следовательно, имеем равенство Ура 
Deg b 5, + Хао. Используя дальше по- 


элементную перестановочность различных слагаемых 
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разложения (1), получим: 
n п 
ад + 8 594 > аси, 4 66 „= 
п п 
=b,6 +-4,5,, +- 2 фа. -|- 4 C8. 


Отсюда 4,9;,-+-5,5,,—=b,5,,--a,9,,. Аналогично прове- 
ряются равенства: 


09;,+05,—=b5,,+45,;,, ЁК==2, 3, ..., n. 


Мы проверили перестановочность по сложению. Кроме 
этой перестановочности, имеет место еще и перестано- 
вочность следующего типа: если wo GQ — п-арная опера- 
ция и al, > .... a7 — наборы по п элементов в G,, TO 


[авы (Saha) -- (Bata) = 
= № ож) (A35;3,) ++ + (AZ5;4) © 
Проверим это соотношение. Пусть at = >, ai, a” = Lia} sop 
andj a> a. Тогда 
(ala? ... а"5) «== >) (ala? ... ато) в == 
=> (> (aia? ... ат); 1) = (2 (aia? ... ато) oa) = 
$ k k $ 
= > (2 (ау) (@2o,,) - +» (A7o,,) 0) ; 


(a's) (a’a) ... (as) ® = (2 al я (7 а ae (2. aja) o= 
= 8+) 4) 


k 


=2 (2 ais, ь) (2 а5; n° : (ато) © 
Сравнивая окончательные результаты двух последних 
выражений, получаем требуемое соотношение. 

Таким образом, эндоморфизму с отвечает матрица 
из 7” гомоморфизмов с„:@,—> С, удовлетворяющих 
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дополнительным условиям перестановочности. Обозначим 
эту матрицу через с" = (5,„). 

Непосредственной проверкой устанавливается, что 
и обратно, всякая такая матрица с отмеченными усло- 
виями перестановочности определяет —эндоморфизм 
Э-группы С, и следовательно, между эндоморфизмами 
9-группы С и обобщенными матрицами (;,) имеется 
взаимно однозначное соответствие. 


Условимся еще применять следующее обозначение: 
п 


если а= Ха, — элемент в G, то через а” будем обозна- 
$—1 

чать строку (а, а., ..., а,). При этом легко проверить 

формулу (а°)" = а" +в", где справа строка умножается 

на матрицу, -— смысл такого «умножения» нетрудно 

ПОНЯТЬ. 

Найдем дальше матрицу, отвечающую произведению — 
эндоморфизмов. Пусть аЕС, с и $ф— эндоморфизмы 
9-группы С и пусть этим эндоморфизмам отвечают ма- 
трицы (с;„) и ($,;). Вычислим asg: 


(2) 9 (3 Bea) +=(Яелья) = 
— > (2. (= (ас) Фь i > (Xa (2 449k 3)) = 
= 2 (24, (9).5) 


При этом суммирование по Ё производится в ®-группе 
H(G,, G,) всех ‘отображений С; в (,. Мы видим, что и 
здесь имеет место обычное матричное умножение. И со- 
жалению, со сложением и с операциями системы ® 
дело обстоит хуже: если обычным путем (покомпонентно) 
определить все эти операции для матриц, то такие дей- 
ствия, вообще, не соответствуют действиям в ®-почти 
кольце K(G). Для того чтобы соответствующее свойство 
выполнялось, нужно потребовать, чтобы все слагаемые 
были абелевыми ®-группами. Если, дополнительно, все 
слагаемые коммутативны, то все операции ®-группы 
переносятся и на матрицы, и мы, таким образом, при- 
дем к матричному представлению @-кольца всех эндо- 
морфизмов прямой суммы коммутативных ®-групп, 


у 


$51 ГРУППЫ АВТОМОРФИЗМОВ ПРЯМЫХ СУММ 9-ГРУПП 243 


Рассмотрим теперь следующий, естественный здесь, 
вопрос. Пусть задан некоторый автоморфизм < ®-группы С, 
переводящий разложение (1) в новое разложение: 


в=6.-- 6+... 46:4... +6, (2) 


где С’, —=Сл, и пусть с — эндоморфизм ®-группы G. До- 
пустим, что эндоморфизму с в старом разложении отве- 
чает матрица (с,,) и в новом — ($;,). Требуется найти 
связь между этими матрицами. Такая постановка во- 
проса требует уточнения, так как здесь приходится 
учитывать то обстоятельство, что элементы матрицы 
также отнесены к определенным разложениям и не 
являются (как в обычных матрицах) самостоятельными 
объектами. В связи с этим нам понадобится еще одно 
определение. 

Пусть даны две ®-группы 6, и @,, и пусть o—HeKOTO- 
рый гомоморфизм ©, в ©.. Допустим далее, что задан 
некоторый изоморфизм 2 между группами $, и ©, (Фе = 
— @') u G, и ©. (©$.ф = ©.). При этом гомоморфизмуз отве- 
чает гомоморфизм a: ia Gf, определяемый следующим 
образом. Если a’ 6 ®., a’=ag, то полагаем a's! = афо' = 

— (а) $ = (а). Этот гомоморфизм естественно назвать 
результатом перенесения с на пару @, и ©, за счет 
изоморфизма o. Мы могли бы даже обозначить o той же 
буквой с. 

Теперь понятно, что матрицу (5,,), связанную с раз- 
ложением (1), можно отнести и к разложению (2): каждому 
о: : С, — G, сопоставляется соответствующее отображение 

: С. <> G, t. Понятно также, что при этом матрице (c,,) 
_ отвечать новый эндоморфизм ®-группы С. Обозначим 
его через с’ и найдем связь между си св. Пусть a— 
произвольный элемент в С. 

Тогда 


Te 2 (2 (at), и, = pa (> A,O,,7 = pa (x 1,9, TSS act. 


Отсюда to! == от и of’ —=1 ют. Если теперь выбрать матрицу 
автоморфизма tT по второму разложению, TO мы найдем, 
что матрицы (с,,) и ($;,) сопряжены, а это и есть реше- 
ние поставленного вопроса. 
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Возможен и другой подход к этой задаче. Мы 
могли бы определить матрицу перехода от одного раз- 
ложения к другому — элементами такой матрицы служат 
гомоморфизмы слагаемых одного разложения в слагае- 
мые другого разложения. В таком случае нужную связь 
мы устанавливаем прямым матричным счетом, причем 
здесь уже не нужно вводить эндоморфизм с’! Действи- 
тельно, если А— матрица перехода, а” и а! — строки, 
отвечающие элементу а в одном и другом разложениях, 
то имеем а^А = а". Дальше получаем (ас) =a’. oh’ == 
== (aA) o = (ao!) А. . 

тсюда уже выводим интересующее вас соотношение 
Ас” = oA. Понятно, что представляет интерес также и 
следующий вопрос: указать алгоритм, который позво- 
лял бы для каждого эндоморфизма по его матрице рас- 
познать, будет ли этот эндоморфизм автоморфизмом. 
В классической теории этот вопрос решается, как 
известно, с помощью определителей. Возможно, что 
нечто аналогичное (при подходящих ограничениях) 
может получиться и в рассматриваемом случае. Мы 
этот вопрос оставляем без рассмотрения и лишь заметим 
попутно, что в работе Ф. Хиггинса [2] определяются 
детерминанты эндоморфизмов ®-группы. 

Используя обобщенные матрицы, можно, вероятно, 
глубже изучить группу всех автоморфизмов однородной 
вполне приводимой Э®-группы с условием минимальности 
для идеалов. На этом языке можно также сделать более 
наглядными результаты из предыдущего пункта. Некото- 
рые результаты о группах автоморфизмов прямых про- 
изведений абелевых групп имеются в работе 3. М. Киш- 
киной [1], в которой используются обобщенные матрицы. 

В заключение отметим, что значительно сложнее 
обстоит дело с полными прямыми суммами бесконечного 
числа слагаемых. 

Мало известно о группе всех автоморфизмов прямой 
суммы (даже конечной) универсальных алгебр. Не 
изучались группы автоморфизмов приведенных прямых, 
свободных и приведенных свободных (вербальных) про- 
изведений общих алгебраических систем. 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ 


ГРУППЫ АВТОМОРФИЗМОВ ВЕКТОРНЫХ 
ПРОСТРАНСТВ 


$1. ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ И ЛИНЕЙНЫЕ ПАРЫ 


1. Введение. Многие из рассматривавшихся раньше во- 
просов возникли в порядке обобщения некоторых фактов 
теории линейных представлений и теории групп авто- 
морфизмов векторных пространств. Теперь мы идем 
в обратном направлении, и свойства линейных групп 
и линейных представлений рассматриваются с общих 
позиций предыдущих глав. 

В роли ®-группы здесь будут выступать линейные, 
как правило, левые модули над некоторым кольцом, 
а в основном над полем или телом, т. е. векторные 
пространства. В том случае, когда, как сейчас, система 
операторов ® сама является хорошей алгебраической 
системой, возникают новые задачи и новые возможности. 
Здесь будут сделаны некоторые добавления к предыду- 
щему, связанные с этими новыми возможностями. Абст- 
рактные свойства линейных групп рассматриваются 
еще в девятой главе. В настоящей главе приводятся 
некоторые замечания о группах автоморфизмов линейных 
алгебраических систем. 

Каждый линейный модуль (правый или левый) над 
кольцом можно трактовать как @-группу, в которой 
Q состоит из унарных операторов — элементов основного 
кольца. Такая ®-группа абелева, а коммутативной она 
будет, если коммутативно основное кольцо. Векторное 
пространство над телом ТГ — это абелева мультиопера- 
торная группа, а векторное пространство над полем — 
коммутативная ®-группа. Векторные пространства (над 
телами или полями) обладают важной для нас особен- 
ностью — они локально нетеровы и, более того, локально 
финитарны. Последним свойством обладают также вполне 
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приводимые модули, а локально нетеровыми являются 
левые (правые) модули над нетеровым слева (справа) 
кольцом (CM. об этом, например, Зарисский — Са- 
мюоэль [1]). 

Всюду дальше слово модуль будет употребляться 
только в указанном сейчас смысле — это абелева Группа 
е системой операторов, являющейся кольцом. В ана- 
логичном смысле мы говорим 0 подмодулях — они 
должны быть допустимыми относительно всего кольца. 
Кроме того, мы всегда предполагаем, что если в основ- 
ном кольце имеется единица, то она действует как то- 
ждественный оператор. 

Пусть, далее, С — некоторый левый линейный модуль 
над кольцом L, и 5 — совокупность всех однозначных 
отображений множества `С в себя. В 5 имеется умно- 
жение, и, как мы знаем из п. 1.1.6, 5 можно наделить 
также сложением и всеми операциями из L. При этом 
совокупность всех эндоморфизмов модуля С оказывается 
замкнутой относительно сложения и умножения и обра- 
зует кольцо — кольцо всех эндоморфизмов модуля G. 
Обозначим это кольцо через H(G). Легко видеть, что 
Н (G) выдерживает также умножение на элементы из L, 
принадлежащие центру L, и следовательно, Н (С) ста- 
новится кольцом с операторами — кольцом операторов 
служит центр кольца L. Если С — тело, то Н (G) — (ли- 
нейная) алгебра над центром тела L, а если СЁ, — поле, 
то НЯ (@а) — алгебра над тем же ГД. 

В дальнейшем, если G— векторное пространство над 
некоторым телом 7, то под Я =Н (@) всегда будем по- 
нимать алгебру всех эндоморфизмов пространства G, рас- 
сматриваемую над центром тела Т. Нетрудно понять, 
что даже в том случае, когда пространство G конечно- 
мерно, алгебра Н может и не быть конечномерной. 
Можно лишь утверждать, что если тело Т имеет ко- 
нечный ранг над своим центром, то из конечности раз- — 
мерности С вытекает, что и Н имеет конечную раз- 
мерность. 

Группа всех автоморфизмов Г-модуля G называется 
полной линейной группой этого модуля. Она состоит из 
всех обратимых элементов кольца Я (С) и обозначается 
через I'L (С). 
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Допустим теперь, что вместе с Г-модулем С задано 
еще кольцо А, для которого центр L служит системой 
операторов. В таком случае каждый гомоморфизм опе- 
раторного кольца КА в операторное кольцо Н (С) по- 
рождает представление К относительно С. Мы при- 
ходим здесь к (вообще двухстороннему) модулю (С, К). 
В этом модуле левое кольцо Ё играет только вспо- 
могательную роль и поэтому оно не участвует в 0бо- 
значении. Соответственно, если Г — группа, то каждый 
гомоморфизм этой группы в полную линейную группу 
ГГ (С) определяет представление Г относительно С 
и пару (4, Г). Такая пара называется линейной парой, 
а соответствующее представление называется линейным 
представлением. Отметим еще, что линейные группы — 
это всевозможные подгруппы полной линейной группы. 

Сейчас мы увидим, что с каждым модулем типа (G, К) 
или линейной парой (С, Г) естественно связаны не- 
который сопряженный модуль и сопряженная пара. 

Пусть @— левый Г-модуль. Через С* обозначим 
множество всех линейных отображений Г-модуля С 
в кольцо С, рассматриваемое как левый Г-модуль. Если 
для любых пар и, и ЕС*, а ЕГ, u a€G, положить 


а (и и) =аи Ра и а (ис) = (ап) а, 


то, как нетрудно проверить, таким образом мы пре- 
вратим G* в правый Г-модуль (ср. п. 1.1.6). Этот 
правый [Г-модуль называется сопряженным левому 
модулю G. 

Если, далее, задано представление кольца А (или 
группы Г) относительно G, то этому представлению 
отвечает сопряженное — уже левое представление от- 
носительно модуля G*. Определяется оно следующим 
образом. Если o€K (или сЕГ), то для любого uGG* 
считаем, что сои есть элемент в G*, действующий по 
правилу 

а (сои) = (аос)и 
при любом а ЕС. 

To, что так действительно определяется предста- 
вление, легко проверить. 

связи с определением сопряженного модуля и 
сопряженного представления полезно еще заметить 
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следующее. Если М — произвольное множество и Г, — 
KOJIbILO,TO множество всех функций, определенных на М 
и со значениями в L, также является кольцом — это 
кольцо, как мы знаем, совпадает с полной прямой 


суммой в". колец, изоморфных кольцу L. Если, далее, 
некоторая группа Г действует в качестве группы под- 
становок на множестве М, то, в соответствии с рас- 
смотрениями п. 2.1.4, группа Г начинает действовать 


в качестве группы автоморфизмов кольца Г”. До- 
пустим теперь, что G— левый [.-модуль. В таком случае 
сопряженный модуль G* — это совокупность всех линей- 


ных функций из L°. С* не является подкольцом в Lo 
и замкнуто только относительно сложения и умножения 
на элементы из Г, справа. Нетрудно понять, что сопря- 
женное представление Г относительно С* происходит 


из отмеченного выше представления Г относительно ba 
При рассмотрении линейных модулей наряду с исход- 
ным основным представлением целесообразно рас- 
сматривать еще так называемое присоединенное п редстав- 
ление. Приведем соответствующие определения. 
Напомним вначале, что если К — кольцо, то, полагая 


uov==u-+v—uv, и, , ЕК, 


мы определим в К ассоциативное умножение, которое 
называется присоединенным умножением. При этом нуль 
кольца играет роль единицы в присоединенном умноже- 
нии, так что относительно присоединенного умножения 
К становится полугруппой с единицей. Если само кольцо 
К обладает единицей =, то соответствие и->=— и оп- 
ределяет изоморфизм присоединенной полугруппы К 
и мультипликативной полугруппы кольца К. Действи- 
тельно, 


Ной — пор—=— (ии — wD) = (е— и) (Е —5). 


Допустим теперь, что задано правое представление 
кольца А относительно левого Г-модуля С, и пусть 
действие А в С обозначено через ги, # ЕС, и ЕК. Для 
любых ЕС и циЕК мы положим: 


gou—g— 8 и. 
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Непосредственно проверяется тождество 
(gou)ov=go(uov). 


Таким образом, мы получаем представление присоединен- 
ной полугруппы К эндоморфизмами модуля С; такое 
представление называется присоединенным представ- 
лением кольца К. Нуль кольца А действует при этом 
в С как единичный оператор. 

Обозначим, далее, через К’ мультипликативную полу- 
группу кольца K° и через K°— соответствующую при- 
соединенную полугруппу. Пусть еще (С, К’) и (С, К°) — 
отвечающие им пары; первая задана исходным предста- 
влением, а вторая — на основе присоединенного предста- 
вления. Допустим, кроме того, что в К имеется единица, 
которая действует в С как единичный оператор. Опре- 
делим отображение »:(G, K)—>(G, К°) по правилу: 
u тождественно на С ии“ =е— и для иЕК. Имеем: 


(g ou)" =gou—g— и =8(е—и) = и". 


Это означает, что пары (G, К’) и (С, К°) изоморфны. 

Элемент WE К называется присоединенно об ратимым, 
если имеется такой и, что пор =вои =0. Совокупность 
всех присоединенно обратимых элементов из К образует 
группу — эту группу обозначим через Ф. Если К обла- 
дает единицей, то и тогда и только тогда присоединенно 
обратим, когда =— и — обратимый элемент кольца К. 
Следовательно, если К — кольцо с единицей и Г — группа 
всех его обратимых элементов, то Г== — Ф и группы Г 
и Ф изоморфны. Если еще задано представление К от- 
носительно С и = действует в С тождественно, то пары 
(а, Г) и (С, Ф) также изоморфны, причем здесь Ф дей- 
ствует в С как группа автоморфизмов. 

Понятие присоединенного представления, так же как 
и понятие присоединенного умножения, полезно при 
рассмотрении радикала Джекобсона. 

Пусть, например, К — кольцо и U — его идеал, все 
элементы которого присоединенно обратимы. Покажем, 
что если задано некоторое неприводимое представление 
К относительно абелевой группы С, то U принадлежит 
ядру представления. Пусть g&@G, пЕО и gu0. Так 
как представление неприводимо, то при некотором и 
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должно быть вир =. Пусть и’=ио и пусть и’ — при- 
соединенно обратный к и’. Имеем 0 —= g — gu’; О —=Оой = 
=(gou')ov'’ = во(шои) = go0=g. — Противоречие 
cg=40. Следовательно, Ри —=0, и U принадлежит ядру 
представления (ср. Н. Джекобсон [4]). 

Из этого замечания следует, в частности, что если 
все элементы кольца К присоединенно обратимы, TO 
в любой присоединенной линейной паре (G, К°) радикал 


представления ас (К°) совпадает со всей группой K°. 
При этом (ср. $ 7.3) сразу же возникает вопрос, ответа 
на который мы не знаем: обладает ли каждая такая 
группа А? всегда центральной системой. 

Наконец, заметим, что, говоря о линейных предста- 
влениях, нельзя не упомянуть о полулинейных предста- 
влениях (см., например, Р. Бер [7]). Это пример дву- 
основных представлений (ср. п. 2.2.4), а определенное 
ранее понятие гомоморфизма пар по типу аналогично. 
понятию полулинейного преобразования (см. также п. 4.4 
настоящей главы). 


2. Матрицы и матричные предетавления. Теория линей- 
ных представлений во многом выигрывает благодаря 
наличию удобного матричного языка. Сейчас мы опишем 
этот язык. 

Пусть М и № — два множества и С — кольцо. Будем 
рассматривать всевозможные функции A, В,... двух 
переменных, определенные на декартовом произведении 
MXN и со значениями в Ё. Такие функции назовем 
здесь М,М№-матрицами над L, а множество всех этих 
матриц обозначим через Н = Н (М, №, L). Как обычно, 
через а„ будут обозначаться значения функции при 
аргументах a и В: A(a, В) =а в, а сама функция-матрица 
обозначается также через (аз). Если А == (аз) и В == (6.3) — ° 
две М,М№-матрицы, то, полагая А-|- В — (ав-|- 5.3), мы` 
определим в H коммутативное сложение, относительно 
которого H становится абелевой группой. Если еще 
для любых uGL и A=(a,,)6H положить иА == (иа,в) 
и Аи— (аи), то мы придем, таким образом, к левому 
и правому модулям над L. 

ля того чтобы можно было определить умножение 
матриц, нужны ограничения. Если А = (a,,) — матрица, 
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то, фиксируя в ней первый аргумент, мы получим 
функцию одной переменной — строку а, == (а, (В)), и ана- 
логично, фиксируя второй аргумент, получим столбец 
а8 — (@? (а)). Матрица А называется конечнострочной, 
если во всех ее строках имеется лишь конечное число 
ненулевых значений. Соответственно определяются 
матрицы с конечными столбцами. Пусть теперь A—- 
М,М№-матрица и В — №, №'-матрица, причем А — конечно- 
строчная или В — конечностолбцовая. Тогда их произ- 
ведение С = АВ — М, №'-матрица, определяемая форму- 


лой 
—— QT 
ги pa Oe Dap 
т 


где «СМ, ТЕМ, BEN’, и мы считаем, что, суммируя 
бесконечное число нулей, снова получаем нуль. 

Согласно определению произведение М,М№-матрицы 
А и №" №-матрицы В определено лишь тогда, когда 
№ = М", и матрица А конечнострочна или матрица В 
имеет конечные столбцы. Если обе матрицы А и В ко- 
нечнострочны, то таким же будет и их произведение, 
и аналогично для конечностолбцовых сомножителей. 
Можно говорить также и об умножении трех матриц, 
причем такое умножение ассоциативно. Кроме того, если 
А, Ви Ср — три матрицы, А и В— М,М№-матрицы и 
С — М,М№’-матрица, причем Аи В — конечнострочны или 
С — конечностолбцовая, то (А-В) С = АС-- ВС. Ана- 
логично можно говорить и о левой дистрибутивности. 
Справедливы также следующие правила: (и А) В == и (AB) 
и А(Би)=(АВ) и при любом и 6 Г. Если, далее, А = (аз) — 
— М, №-матрица, то через А* мы обозначим транспониро- 
ванную М№,М-матрицу: А*(о, В) = А (8, в). При этом 
легко видеть, что если Ё коммутативно и А и В пере 
множаемы, то (АВ)* — В*А*. 

Квадратная матрица — это такая матрица, в которой 


М и № — одно и тоже множество. Функция а == (а) — 
главная диагональ квадратной матрицы (ав). Все конечно- 
строчные квадратные М,М-матрицы относительно опре- 
деленных операций образуют кольцо, это кольцо яв- 
ляется операторным кольцом над центром кольца Г. 
Обозначим такое кольцо через К =К(М, Г). Оно 
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называется полным матричным кольцом. Кольцо А содер- 
жит в качестве подкольца кольцо всех конечных матриц, 
т. е. таких матриц, у которых все значения а, за 
исключением конечного числа, — нули, а также под- 
кольцо всех матриц, одновременно конечнострочных 
и конечностолбцовых. Соответственно можно говорить 
о кольце K*—K*(M, L) всех конечностолбцовых 
матриц. Для коммутативного L К и К* — антиизо- 
морфные кольца. Этим кольцам отвечают некоторые 
группы — группы всех их обратимых элементов. В част- 
ности, такую группу для К называют полной матричной 
группой (и обозначают через ГР (М, L)). 

Квадратные матрицы естественным образом опреде- 
ляют некоторые линейные модули — представления. 

Пусть М — некоторое множество, L — кольцо и К* — 
кольцо всех конечностолбцовых М, М-матриц. Обозначим 


еще через L множество всех однозначных функций, 
определенных на множестве М и принимающих значения 
в Г. Это множество можно рассматривать также Kak 
левый Г[-модуль, а элементы его можно считать (1, М)- 
матрицами — строками над L. При этом 1 обозначает 
множество, состоящее из одного элемента, обозначенного 


через 1. Еслиа@ Г и АЕК*, то определено произведение 
aA, и это произведение принадлежит L. Исходя из этого 


умножения и определяется модуль (L, К*). Если огра- 


ничиться конечнозначными функциями из L и вместо 
К* взять кольцо А всех конечнострочных матриц, то 
и здесь аналогично получим модуль. 

Подобным образом можно определять левые К-модули, 
если элементы из Г, рассматривать как столбцы. Все такие 
модули-представления мы будем называть естествен- 
ными для соответствующих колец (и аналогично для 
групп). 

Отметим здесь одно интересное обстоятельство. Пусть 
Г, — левый модуль конечнозначных строк-отображений 
М в Ги пусть еще }— некоторый столбец-отображение 
М в Г. Легко видеть, что отображение хх. }, tEL,, 
есть линейное отображение модуля [, в кольцо Г, рас- 
сматриваемое как левый [Г-модуль. Таким образом, 
столбцу f отвечает некоторый определенный элемент из 
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сопряженного модуля L*. Такое соответствие, как не- 
трудно понять, есть гомоморфное отображение правого 
модуля столбцов в указанный сопряженный модуль. 
Если дополнительно предположить, что BL имеется еди- 
ница, то отмеченное отображение в действительности 
оказывается изоморфизмом правого модуля столбцов и 
сопряженного модуля Lo, и мы можем отождествить эти 
модули. При этом, если К — кольцо всех конечностроч- 
ных М,М-матриц над С и (L,, К) — соответствующий 
правый модуль, то умножение элементов из А слева на 
столбцы из Ly определяет сопряженное представление. 

Приведем теперь некоторые замечания о связях мат- 
pum © гомоморфизмами и эндоморфизмами. Будем при 
этом предполагать, что в L имеется единица, действую- 
щая всегда тождественно. Допустим, что заданы два 
левых [,-модуля С и С’, являющихся дискретными пря- 
мыми суммами циклических модулей 


G=DG,; G’=)>/Gs; G,=:Le,; бв= Les, 
a6 BEN 
причем будем предполагать, что выполняется следую- 
щее условие свободы: если ЛЕС и ^-20, то для любых 
базисных элементов @,, е должно быть Ле, 520 и Лев 0. 
Допустим далее, что задан гомоморфизм $: С —> С’. Этот 
гомоморфизм будет полностью определен, если мы будем 
знать образы базисных элементов е, «Е М. Используя 
условия относительно модуля G’, мы имеем: 


ef = a8 ($) ев, 


где ненулевых слагаемых конечное число и коэффициенты 
а. ($) определяются однозначно гомоморфизмом ф. Те- 
перь мы сопоставим гомоморфизму Y конечнострочную 
матрицу $" == А ($) = (аз (¢)). Такое соответствие является 
взаимно однозначным, причем если через Z обозначить 
центр кольца L, то левый 1-модуль Hom (G, С’) 
(п. 1.1.6) оказывается изоморфным левому й-модулю 
М,М-матриц над Г. Здесь исключительно важным 
является то обстоятельство, что за счет перехода 
К матричному изображению гомоморфизмы приобре- 
тают «самостоятельность», — теперь можно рассматри- 
вать их независимо от исходных объектов С и G’. 
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Этого не было в общих рассмотрениях предыдущего па- 
раграфа. 

переходе на матричный язык можно пойти еще 
дальше. Понятно, что в рассматриваемом нами случае 
[-модули G и С’ изоморфны Г-модулям М- и соответ- 
ственно М-строк над L. Если a€G, то через а” усло- 
вимся обозначать соответствующую строку, и тем же в мы 
обозначим переход от элементов из G’ к соответствующим 
М№-строкам. При этом справедлива следующая формула: 


(аф)" — а" +", 


сводящая применение гомоморфизма к матричному умно- 
жению. Если в случае коммутативного кольца L в этой 
формуле перейти к транспонированным матрицам: (а*9*)* — 
= (¢")*(a")*, то мы получаем новый, сопряженный, способ 
описания гомоморфизмов из С в С’. При этом здесь, 
и в аналогичной ситуации раньше, требования коммута- 
тивности L можно было бы избежать, если бы переход 
к транспонированной матрице сопровождался одновре- 
менно рассмотрением ее над противоположным кольцом. 
Ср. Н. Бурбаки [2]. 

риведем еще одно замечание относительно случая, 
когда в С отсутствует единица. Модули С и С’ мы 6y- 
дем сразу рассматривать как модули (конечнозначных) 
строк, соответственно М- и М-строк, над L. Если А— 
некоторая конечнострочная М, М-матрица над L, то 
отображение х->хА, хЕС, есть гомоморфизм из ав С’. 
Таким образом, и при отсутствии единицы в L матрице 
А все еще отвечает некоторый гомоморфизм, принадле- 
жащий Hom (С, С’). Однако при этом не каждый гомо- 
морфизм может быть так получен, и двум разным мат- 
рицам может отвечать один гомоморфизм. 

Возвращаясь к предыдущей ситуации, допустим, 
что G’=G. В таком случае мы приходим к описа- 
нию эндоморфизмов Г-модуля С конечнострочными мат- 
рицами. При этом мы имеем изоморфное соответствие 
кольца всех эндоморфизмов модуля С и кольца К всех 
конечнострочных М, М-матриц над ZL. Больше того, 
отмеченная только что формула определяет изоморфизм 
модуля (С, Н (С)) и естественного модуля (Ly, К), о кото- 
ром раньше мы уже говорили. 
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Отметим еще одно важное обстоятельство, связан- 
ное с модулем (L,, К). 

Присоединим к множеству М произвольный, не вхо- 
дящий в него элемент и новое множество обозначим 
через М’. Каждой М, М-матрице А мы сопоставим те- 
нерь М’, М’-матрицу A’, определяемую правилом, KOTO- 
рое легко уяснить из следующей таблицы (здесь 1 — еди- 
numa в L): 

ОО 402: 


0 


A 


Соответственно, если &— некоторая М-строка, то и ей 
мы сопоставим М’, М’-матрицу, определяемую правилом: 


4 а 


Е 


Здесь Ё — единичная М, М-матрица (на главной диаго- 
нали единицы, а на остальных местах вули). 

Пусть дальше Г — группа всех обратимых (конечно- 
строчных) М, М-матриц и Г’— такая же группа М’, М-- 
матриц. Легко проверить, что отображение A —> А’ опре- 
деляет изоморфное вложение Г в Г’, а отображение 
а-—>@ есть изоморфизм аддитивной группы строк в муль- 
типликативную группу Г’. При этом непосредственно 
проверяется следующая формула: 

(aA)! —= (А). а. A’. 


Эта формула показывает, что пара (L,, Г) изоморфна 
некоторой внутренней паре в группе Г". 

Если, далее, Х — обратимый элемент в Г, To сопо- 
ставим этому A матрицу 


OO... 
0 


Е 


№ == 
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Эта матрица обратима, причем легко проверяется формула 
(Ad) = №а' (yt. ` 


Кроме того, заметим, что матрицы A’ u А’ всегда пере- 
становочны. 

При выводе этих формул естественно воспользоваться 
правилом клеточного умножения матриц. Остановимся 
на этом правиле несколько подробнее. 

Пусть Г/-модуль G, как и раньше, есть прямая сумма 
циклических модулей: < —= УС, «ЕМ, с соблюдением 
условия свободы, и допустим, что множество М некото- 
рым образом разбито на подмножества M,, :ЕГ. В co- 
ответствии с этим разбиением мы укрупним исходное 
разложение, полагая ©; = У, «Е М;. Тогда G=3G,, 
(Г. Согласно общим рассмотрениям предыдущего пара- 
графа теперь каждому эндоморфизму Г-модуля @ отве- 
чает конечнострочная матрица, элементами которой слу- 
mat с; Ном (®,, G,), i, KEL. Умножение таких 
матриц осуществляется по обычным правилам матрич- 
ного умножения. С другой стороны, элемент в; можно 
представить M,, Муматрицей над кольцом L. Таким 
образом, умножение М, М-матриц сведется к умножению 
обобщенных (укрупненных) Г, [-матриц. Это правило 
клеточного умножения матриц легко распространить на 
умножение прямоугольных матриц. 

Вернемся теперь снова к полному матричному кольцу 
К —=К (М, L) и определим один класс гомоморфизмов 
этого кольца. Пусть U — идеал в Г. Если аЕГ, то че- 
рез @ мы обозначим сейчас образ элемента а при есте- 
ственном гомоморфизме кольца L, отвечающем идеалу 
О. Если, далее, А— (ав) ЕК, то положим А = (@,,). 
Легко видеть, что отображение А->А есть гомомор- 
физм кольца К. Ядром этого гомоморфизма служит 
идеал Н, состоящий из матриц, все элементы которых 
принадлежат (И. Каждый гомоморфизм такого типа ин- 
дуцирует гомоморфизм соответствующей полной линей- 
ной группы над L. При этом, если Г — такая группа, 
то ядро отмеченного сейчас гомоморфизма состоит из 
матриц из Г, имеющих вид H+ A, где Е — единичная 
матрица и АЕН. Здесь возникает интересная задача: 
изучать связи между свойствами матричных групп над 
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L и свойствами их образов при гомоморфизмах, отве- 
чающих идеалам из Г. (Ср. Д. А. Супруненко [5].) 

Допустим, далее, что С — левый Г-модуль конечно- 
значных ЛМ-строк и К рассматривается как кольцо опе- 
раторов этого модуля. Через U мы обозначим совокуп- 
ность всех строк с компонентами из U. Легко видеть, 
что О — подмодуль в С, допустимый относительно К, 
и, кроме того, U и Н аннулируют фактор-модуль G/U. 
Следовательно, этот фактор-модуль можно рассматри- 
вать как левый [//0-модуль, в котором справа действует 
фактор-кольцо К/Н. 

Между строением кольца L, модуля С и строением 
матричного кольца А имеются многие важные связи, 
хорошо изученные при М конечном. Пусть множество 
М состоит из п элементов. В этом случае модуль строк 
над Г, мы обозначим через L”, а соответствующее кольцо 
матриц — через L,. Известно (см. H. Джекобсон [4]), что 
если U — радикал Джекобсона в Г, то радикал Дже- 
кобсона в L, есть U,. Отсюда следует, что если L— 
коммутативное кольцо с единицей, то множество мат- 
риц вида E+ A, АЕО,, есть нормальный делитель 
в полной линейной группе Г —=Г(п, L), действующий 
тождественно во всех /,-композиционных факторах мо- 
дуля [/. Этот нормальный делитель, следовательно, яв- 
ляется слабо стабильной относительно L” группой. 


Идеал U есть пересечение всех максимальных идеа- 
лов из L. Если U"), iG Г, — все эти максимальные идеалы, 
то имеем И, —= ПО. Таким образом, фактор-кольцо 

16D 
[,/U,, можно рассматривать как подпрямую сумму колец 
над полями. Это соображение позволяет сводить многие 
вопросы относительно матричных колец и групп над 
коммутативными кольцами с единицей к соответствую- 
щим вопросам относительно групп и колец над полями. 

Заметим еще, что если вместо радикала Джекобсона 
исходить из радикала Левицкого кольца Г, — обозначим 
его через А, —то, как нетрудно проверить, группа мат- 
pun вида Ё-- А, АЕА,, оказывается локально финитно 
стабильной. Это и аналогичное замечание по поводу 
радикала Джекобсона имеют прямое отношение к @- и 
\"-радикалам полной линейной группы. Как показал 
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А. И. Токаренко, в действительности справедливы сле- 
дующие утверждения. Если Г — радикал Джекобсона в 
L, то нормальный делитель, состоящий из матриц 
E+ А, AG@V,, есть точно а-радикал вил (Г (п, L)), а если 
все А брать из R,, то мы также придем к 1-радикалу 
полной линейной группы. Было бы интересно рассмо- 
треть аналогичный вопрос и при М бесконечном. 

Приведем еще несколько замечаний о матричных 
представлениях, причем для определенности будем го- 
ворить о представлениях групп. Пусть, как и раньше, 
левый Г-модуль С есть прямая сумма свободных цик- 
лических модулей G,, a@M, и пусть задано пред- 
ставление группы Г относительно С. В соответствии 
с предыдущими рассмотрениями элементам из Г будут 
отвечать обратимые матрицы над кольцом L: 


с— А (с) = (а,в()), EL. 


Здесь (а.в (с)) — уже функции трех переменных a, BE M 
и сЕГ со значениями в L. Функция А (с) определяет 
матричное представление группы Г, ее значения — эле- 
менты полной матричной группы ГР (М, Г.) — группы всех 
обратимых элементов матричного кольца А. При этом 
имеем А(с$)—=А (с) А($%). Еще раз подчеркнем, что, 
переходя к матричному представлению, мы уже можем 
не думать о существовании области действия G, и изу- 
чение представления сводится, таким образом, к мат- 
ричным вычислениям. Такая чисто матричная точка 
зрения имеет ряд достоинств. Если, с другой стороны, 
задан некоторый гомоморфизм с-> А (с) группы Г в мат- 
ричную группу ГЕ (М, L), то, предполагая фиксирован- 
ным прямое разложение С на циклические модули, мы 
приходим к представлению группы Г автоморфизмами 
модуля (. 


3. Треугольность и стабильность в линейных парах. 
Здесь нам придется говорить о нормальных рядах и 
системах подмодулей модуля. Вообще говоря, слово 
«нормальный», поскольку речь идет об абелевых ®-груп- 
пах, можно было бы отбросить, но нам будет удобнее 
его писать, чтобы не спутать с другими системами -— 
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совокупностями подмодулей. Пусть задана линейная 
пара (G, Г), в которой С — левый модуль над некото- 
рым кольцом с единицей С. Этот модуль обладает раз- 
личными нормальными рядами и системами Г[Г-подмоду- 
лей, а таким системам и рядам отвечают Г-нормализа- 
торы, являющиеся в том или ином смысле треугольными 
группами (см. п. 3.3.7). Г-централизаторы нормальных 
систем и рядов являются слабо стабильными и стабиль- 
ными группами. Заметим еще, что согласно п. 3.3.4 в 
рассматриваемой ситуации квазистабильность и локаль- 
ная стабильность—равносильные понятия. 

Рассмотрим сейчас один специальный способ построе- 
ния нормальных систем. Пусть Г, — кольцо с единицей, 
[^— модуль n-ctpok над L и Г, — соответствующее 
матричное кольцо. Допустим, что кольцо L рассматри- 
вается как левый [Г-модуль, и пусть [L,, а61| — 
некоторая нормальная система в Г (все Г, — левые 
идеалы). 

Легко проверить, что все Гл составляют нормаль- 
ную систему подмодулей в Г”. Если при этом все L,— 
двусторонние идеалы, то указанная нормальная система 
оказывается также допустимой и относительно L,. Если, 
кроме того, U — двусторонний идеал в L, аннулирую- 
щий справа нормальную систему [L,, 2G@/], то идеал 
U, из L, аннулирует нормальную систему [L", a@/], 
и матричная группа Г, состоящая из матриц вида 
Е-РА, АЕО,, принадлежит централизатору этой нор- 
мальной системы. Учитывая связи между стабильностью 
и нильпотентностью, на этом пути можно строить раз- 
личные интересные примеры групп с заданными свой- 
ствами центральных систем (см., например, Ю. И. Мерз- 
ляков [3] и Ф. Холл — Хартли [1]). Особый интерес пред- 
ставляет при этом случай, когда кольцо L является 
локальным кольцом. 

Перейдем теперь к треугольности и стабильности 
другого рода. Допустим, что СЁ — кольцо с единицей и 
Г-модуль @ является прямой суммой свободных цикли- 
ческих модулей. В этом случае естественно рассматри- 
вать такие нормальные системы подмодулей, через ко- 
торые проходит некоторое такое разложение (т. е. члены 
рассматриваемой нормальной системы являются суммами 
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некоторых слагаемых фиксированного прямого разложе- 
ния на циклические слагаемые). Если модуль С вполне 
приводим, то указанным свойством обладают все нор- 
мальные системы и ряды. В рассматриваемых случаях 
треугольность и стабильность допускают треугольное 
(в прямом смысле этого слова) матричное воплощение. 
К этой матричной картине мы сейчас и переходим. 

Начнем с независимого матричного языка. Пусть 
М — множество, L — кольцо и К — кольцо всех конечно- 
строчных М, М-матриц над Г. До сих пор множество 
М нигде не предполагалось упорядоченным. Если же 
в М задана некоторая линейная упорядоченность, то 
у нас появляется возможность смотреть на матрицы как 
на некоторым образом «записанные» квадратные таб- 
лицы. Кроме того, каждый порядок на М определяет 
некоторую треугольность: матрица А = (а,з) треугольна, 
если все а при а >8 (или В`> а) — нули. 

Пусть дальше в Г, имеется единица, М упорядочено 
и левый Г-модуль С является прямой суммой свобод- 
ных циклических модулей G,==Le,, «СМ. 

Наряду с множеством М рассмотрим еще его попол- 
нение М, определяемое всевозможными дедекиндовыми 
сечениями на М. Если, далее, «Е М М, то для такого 
a через Н, мы обозначим сумму всех С; с В< а. Ка- 
ждому «@М мы сопоставим два подмодуля H, u Н,. 
Через Н, обозначим сумму всех G, с B<a, и пусть 
Н.— сумма всех G, с B<a. Все эти подмодули состав- 
ляют упорядоченную по включению систему подмоду- 
лей, и, как нетрудно понять, эта система является 
полной нормальной системой в (. Если исходное кольцо 
К рассматривать теперь как кольцо операторов модуля 
С, то каждая треугольная в отмеченном выше смысле, 
с B >a, матрица оказывается операторно треугольной 
относительно указанной сейчас нормальной системы, 
и наоборот. Это, в частности, можно сказать и про 
группу Г всех обратимых элементов из А. Специальная 
треугольная матрица — это такая треугольная матрица, 
в которой все элементы главной диагонали — единицы. 
Не каждая такая матрица обратима (см. п. 3.3.8 и 
теорему 8.1, которая указывает, в частности, условие 
обратимости специальной треугольной матрицы). Если 
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в некоторой подгруппе из Г все элементы являются 
специальными треугольными матрицами, то это, оче- 
видно, означает, что такая подгруппа слабо стабильна. 
Совокупность всех треугольных матриц из К (относи- 
тельно заданного упорядочения множества М) образует, 
как нетрудно понять, подкольцо в К. Группу Ф всех 
обратимых элементов этого подкольца мы назовем пол- 
ной треугольной группой, отвечающей заданному упоря- 
дочению, а все элементы этой группы, имеющие на 
главной диагонали только единицы, составляют ее спе- 
циальную часть, которую обозначим через >. Группу > 
можно также охарактеризовать следующим образом. 
Пусть 5 — подкольцо в КА, состоящее из всех треуголь- 
ных матриц с нулями на главной диагонали. Тогда 
матрица А в том и только в том случае принадлежит 
х, когда ее можно представить в виде А—=Е— ВБ, где 
В — присоединенно обратимая матрица в ©. Изучение 
таких специальных треугольных групп »Х при различ- 
ных упорядочениях бесконечного множества М пред- 
ставляет большой интерес, и сделано здесь еще очень 
мало *). Приведем сейчас одно замечание о нормальных 
делителях группы &. 

Пусть Е6М. Для каждого такого & через =, =, 
= и >) мы обозначим подгруппы, состоящие ответ 


а. из всех А—(а:) 6», для которых а,==0 при 
В<а<Ё или Back, или €<8<a, и в последнем 
случае — < Ва. Все эти подгруппы являются нор- 
мальными делителями в У. Это легко проверить матрич- 
ным счетом или, еще легче, опираясь на операторный 
язык. Пусть еще 2 ==) a =, 29 = 39 3. Из 


предыдущего следует, что эти подгруппы также инва- 
риантны, и кроме того, легко видеть, что все такие 
подгруппы абелевы. Если Е М\М, то такому & сопоста- 
BUM два вормальных делителя: =) и 3®, SO состоит 


из таких A—(d,.)@X, у которых a,,—0, если В Ca<é, 
а =f — из матриц, У которых a,,—=0 при §E<B<a. 


*) В ряде случаев полезно также рассматривать треугольность, 
основанную на Частичном упорядочении множества М. Интерес- 
ный пример такого типа имеется в работе Д. Маклейна [3]. 
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Пересечение = N 3) — также абелев нормальный де- 


литель в >». 

Если, в частности, множество М обладает последним 
элементом 1, то матрицы из У, в которых только по- 
следняя строка и главная диагональ состоят из ненуле- 
вых элементов, составляют абелев нормальный делитель 
в У. Обозначим этот нормальный делитель через 3, 
а через >, обозначим множество матриц А == (а,з), у ко- 
торых а,=0 при 8521. Тогда из одного замечания 
предыдущего пункта (стр. 200) следует, что внутренняя 
пара (3,, У.) слабо стабильна. Опираясь на эти же со- 
ображения, можно более детально, по-видимому, изучить 
центральную или разрешимую структуру группы Уи 
некоторых ее подгрупп. Вообще же группа 3S, как по- 
казывает пример из п. 7.3.0, может не обладать цен- 
тральной системой. 

Интересным и важным в теории линейных представ- 
лений является вопрос о триангулируемости представ- 
ления. Пусть задана линейная пара (С, Г). Требуется 
найти условия, при которых в С имеется допустимая 
относительно Г нормальная система с циклическими 
факторами. Если С-— векторное пространство, то эту 
задачу легко перевести на чисто матричный язык. Триан- 
гулируемость отмеченного сейчас типа можно было бы 
назвать слабой триангулируемостью. Более сильным 
является следующее требование: каждый Г-композицион- 
ный фактор в С является одномерным. Можно говорить 
также и о триангулируемости в ‘смысле возрастающих 
треугольных рядов, а также и о соответствующих ло- 
кальных свойствах. Заметим здесь, что локальная тео- 
рема из третьей главы о слабо стабильных парах в при- 
менении к рассматриваемой сейчас ситуации дает 
локальную теорему о приведении к совместному спе- 
циальному треугольному виду. Кроме того, с помощью 
теоремы 3.3.5.1 легко доказать следующее утверждение: 
если (С, Г) — линейная пара, в которой С — векторное 
пространство над полем, и каждая конечнопорожденная 
подгруппа из Г слабо триангулируема, то в G имеется 
нормальная система подпространств, инвариантная от- 
носительно Г и стабильная относительно коммутанта Г". 
Тем самым вопрос о совместной триангулируемости всей 
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группы Г сводится здесь к случаю коммутативной дей- 
ствующей группы. 

Что касается этого коммутативного случая, то, во- 
первых, мы увидим, что здесь общая локальная теорема 
о триангулируемости неверна, и, во-вторых, если основ- 
ное поле алгебраически замкнуто, то такая группа 
всегда локально триангулируема. 

Для доказательства второго утверждения достаточно 
проверить следующее свойство: если G— векторное про- 
странство над алгебраически замкнутым полем Р, с, 
с. +++) 09, эндоморфизмы этого пространства, поро- 
ждающие неприводимую коммутативную алгебру У, то 
G одномерно. Пусть Q—P[z,, т,,..., т,| — алгебра мно- 
гочленов от п коммутирующих переменных. Сопоставляя 
т,—>5;, мы зададим представление ( относительно G. 
Так как это представление неприводимо, то при неко- 
тором a@G получим aQ=—=G. Пусть Г — О-аннулятор а. 
Г. — максимальный идеал в 0, и, как хорошо известно, 
фактор-пространство Q/L одномерно. Tak как О-модули 
С и ОШ эквивалентны, то и С одномерно. Легко также 
показать (см., например, Ф. Холл [3]), что в случае про- 
извольного поля Р каждое неприводимое представление 
абелевой группы © конечным числом образующих ко- 
нечномерно. В упомянутой работе Ф. Холла рассматри- 
ваются и другие случаи конечномерности неприводимых 
представлений *). 

Теперь приведем пример. Пусть Р — поле комплекс- 
ных чисел, Р (1) = --поле рациональных дробей над 
P,u Г — мультипликативная группа этого поля. Будем 
рассматривать С как векторное пространство над Р и, 
исходя из регулярного представления, зададим линей- 
ную пару (С, Г). Здесь группа Г не триангулируема, 
но согласно предыдущему она локально триангулируема. 

Можно указать ряд дополнительных условий, при 
которых соответствующая локальная теорема справед- 
лива. Kpome того, можно ставить вопрос о триангули- 
руемости группы в некотором расширении основного 
поля. В такой постановке задачи начинает работать 


*) См. по этому поводу еще работы И. Капланского [2] и 
С. Amunypa [3]. 
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язык УЙЦП, и здесь уже локальная теорема верна. Ряд 
результатов по этой теме получен Е. М. Левичем, ра- 
бота которого находится в печати. 


А. Условия конечности. Различные условия конечности 
уже рассматривались в предыдущих главах. В настоя- 
щем пункте будут сделаны некоторые добавления при- 
менительно к линейным представлениям относительно 
вполне приводимых модулей. Всюду дальше область 
действия С есть вполне приводимый левый Г-модуль, 
в частности, векторное пространство над некоторым 
телом или полем. Заметим, что согласно теореме 3.2.1.2 
[-модуль С вполне приводим, если левый Г-модуль L 
вполне приводим. Кроме того, напомним, что размер- 
ностью вполне приводимого модуля называется число 
(мощность) множества слагаемых в некотором прямом 
разложении на неприводимые слагаемые. Эта размер- 
ность, как отмечалось в п. 1.2.0, является инвариан- 
том вполне приводимого модуля. Отметим еще, что каж- 
дый подмодуль вполне приводимого модуля также вполне 
приводим. 

Из общих результатов п. 2.4.6 следует, что линей- 
ная пара (G, Г) в том и только в том случае локально 
ограничена, когда для любой подгруппы > из Г, имею- 
щей конечное число образующих, в С имеется локаль- 
ная система из конечномерных »У-допустимых подмоду- 
лей. Определим еще другие ограничения конечности. 
Будем говорить, что пара (С, Г) сильно локально огра- 
ничена, если для любой конечнопорожденной S модуль 
С покрывается У-допустимыми подмодулями ограничен- 
ной в совокупности конечной размерности. Приведем 
сейчас один простой достаточный признак сильной ло- 
кальной ограниченности представления, относящийся 
к случаю, когда Г — поле и, следовательно, Са — век- 
торное пространство. 

Пусть группа Г содержится в некоторой линейной! 
алгебре К (в группе всех обратимых элементов из К). 
Такую группу Г будем называть локально конечномер- 
ной, если для любой подгруппы S из Г, имеющей ко- 
нечную систему образующих, линейная оболочка этой 
подгруппы — обозначим ее через <S>— конечномерна. 
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Допустим теперь, что задано представление алгебры А 
относительно векторного пространства С (над полем), 
и пусть Г — локально конечномерная подгруппа в К. 
Исходное представление алгебры К индуцирует пред- 
ставление группы Г. Такое представление сильно ло- 
кально ограничено. 

В самом деле, если УХ — подгруппа с конечным числом 
образующих в Г, то при любом #ЕС минимальное 
У-допустимое подпространство BG, содержащее элемент 
g, совпадает с g+<S>. Размерность этого подпро- 
странства ограничена размерностью линейной обо- 
лочки <>>. 

Этим утверждение доказано. 

Назовем еще пару (С, Г) локально финитной, если 
для любой подгруппы S из Г, имеющей конечную си- 
стему образующих, в С имеется такой конечномерный 
У-допустимый подмодуль H, что представление У отно- 
сительно Н точно. 

Покажем, что если в рассмотренной только что ситуа- 
ции представление А относительно ( точно, то пред- 
ставление Г относительно G является также локально 
финитным. 

Пусть У— подгруппа с конечным числом образую- 
щих в Г, и <— произвольный элемент в С. Допустим, 
что представление подалгебры <S> — относительно 
g-<>> не является точным, и пусть Г. — ядро этого 
представления. Тогда в С найдется такой элемент g,, 
что 82. 520. Обозначим H,—{g<>>, g,<S>}. H,—ko- 
нечномерное У-допустимое подпространство, и ядро 
представления <»З> относительно H, строго меньше, 
чем [.. Аналогично можно построить возрастающую 
последовательность конечномерных »У-допустимых под- 
пространств H,C H,C...C Нь таких, что ядро пред- 
ставления <S> относительно Н; строго меньше, чем 
соответствующее ядро для H,,,. Tak как <3>— конеч- 
номерная алгебра, то указанная убывающая последо- 
вательность ядер на некотором конечном шаге п 
должна дойти до нуля. Это означает, что представле- 
ние <>> относительно H, уже будет точным. Представ- 
ление группы S относительно H, также является точ- 
ным. С помощью простых примеров нетрудно убедиться, 
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что все рассмотренные сейчас условия конечности дей- 
ствительно являются различными. 

Из общих результатов п. 3.3.2 вытекает, что если 
представление группы Г относительно вполне приво- 
димого модуля С локально ограничено, то радикалы 
ас (Г) и Вс (Г) совпадают и квазистабильны, так что 
в этом случае, если представление точное, то ас (Г) 
обладает центральной системой. Покажем, что если 
представление Г локально финитно, то ас (Г)— ло- 
кально нильпотентная группа, а Вс (Г) — квазистабиль- 
ная группа и также локально нильпотентна *). 

Пусть Ф — локально финитная слабо стабильная 
группа автоморфизмов модуля G и пусть У—-под- 
группа в Ф, имеющая конечное число. образующих. 
Возьмем в С конечномерный У-допустимый подмодуль Н 
такой, что пара (H, У) является точной, 

Так как Ф — слабо стабильная группа и Н — ко- 
нечномерный подмодуль, то У— финитно стабильная 
группа. Учитывая, что представление У относительно Н 
является точным, теперь заключаем (по теореме Валу- 
жнина), что У — нильпотентная группа, так что Ф — ло- 
кально нильпотентная группа. Поскольку ag (Г) явля- 
ется слабо стабильной группой, для рассматриваемого 
случая теперь получаем, что ag (Г) — локально ниль- 
потентная группа. То же самое можно сказать и про 
Вс (Г), так как этот радикал порождается квазиста- 
бильными нормальными делителями, и квазистабильная 
группа всегда является слабо стабильной группой. 
Имея дальше в виду, что локально нильпотентная 
группа является локально нетеровой группой, теперь 
заключаем еще, что Вс (Г) — квазистабильная группа 
(см. теорему 3.3.3.3). 

В случае, когда группа Г сильно локально ограни- 
чена, все три радикала ос (Г), Вс (Г) и xq (Г) совпа- 
дают. Совпадение х = вытекает из предыдущих заме- 
чаний, а’ равенство В—1 содержится в следующем 
предложении: 


*) Пользуясь случаем, отметим, что в работе автора [20] ут- 
верждается еще, что BG (Г) Сас (Г), однако доказательство этого 
включения содержит ошибку. По-видимому, это даже не так, 


& 


8$ 1] ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ И ЛИНЕЙНЫЕ ПАРЫ 267 


4.1. Если группа Г сильно локально ограничена (от- 
носительно G), то квазистабильность ее равносильна ло- 
кальной финитной стабильности. 

Действительно, пусть группа Г сильно локально 
ограничена, и допустим еще, что она квазистабильна. 
Пусть У — подгруппа с конечным числом образующих 
в Ги пусть Н, — система У-допустимых подмодулей 
в С, покрывающих все С, причем размерности всех 
этих Hf, ограничены числом т, зависящим от У. Так 
как Г — квазистабильная группа, то У финитно ста- 
бильна относительно каждого Н.. Длина нижнего У-ста- 
бильного ряда в Н, не может быть больше т. Этим 
доказано, что при любом g@G все сложные коммута- 
торы вида [2; в, 5,..., %] по всем o,@S с длиной 
Е >2т обращаются в нуль модуля @. Отсюда следует, 
что и в С имеется стабильный относительно ХУ ряд 
с длиной < т. Таким образом, S— локально финитно 
стабильная группа. 

В связи с 4.1 имеет смысл отметить еще следующее 
свойство. Пусть задано точное представление некото- 
рой алгебры К относительно векторного простран- 
ства над полем С и пусть группа Г лежит в К. Тогда, 
если Г действует в С локально финитно стабильно, то 
Г — локально конечномерная в К группа. 

В самом деле, пусть выполнены отмеченные усло- 
вия и пусть Х— подгруппа с конечным числом обра- 
зующих а, с., ..., в,. Так как УХ финитно стабильна, 
то существует такое т, что произведение любых т 
элементов вида е—0; равно нулю алгебры К. Отсюда 
следует, что произведение любых т элементов вида G,, 
1. ‚ $ выражается линейно через произведе- 
ния из таких же элементов с меньшим числом сомно- 
жителей. Но отсюда, очевидно, следует, что под- 
алгебра <>> имеет конечную размерность. 

Приведем еще одно замечание по поводу локальной 
ограниченности. Пусть снова (G, Г) — линейная пара, 
в которой модуль С вполне приводим, и пусть еще 
Хх — подгруппа в Г, имеющая конечное число образую- 
щих. Используя теорему 3.3.2.1, нетрудно заключить, 
что такая подгруппа тогда и только тогда ограничена, 
когда в G имеется возрастающий нормальный ряд из 
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>-допустимых подгрупп с конечномерными факторами. 
В матричном выражении (для векторных пространств) 
это означает, что при подходящем базисе элементам 
из Х будут отвечать квазитреугольные матрицы вида 


te, 
. 
a 
. 
fe 
* 
. 
2 
* 
.. 
fe, 
ee 


где все клетки A,, конечны. 

В заключение параграфа заметим, что перечисляв- 
шиеся вп. 2.2.0 проблемы сохраняются и для теории 
линейных пар. Однако здесь эти проблемы конкрети- 
зируются. Так, например, отдельно рассматриваются 
случаи, когда Ё —- поле с теми или иными дополнитель- 
ными предположениями, тело или кольцо, также нахо- 
дящиеся в том или ином классе тел и колец. При этом 
теория линейных пар тесно смыкается с теориями по- 
лей, тел и колец. Отметим, в частности, что в боль- 
шом прогрессе теории конечных групп в последние 
годы немалая роль принадлежит матричным группам 
над конечными кольцами и полями. 

В теории матричных групп большое место занимает 
изучение абстрактных свойств таких групп, а также 
связей этих свойств с наличием сложения и конкрет- 
ного матричного задания элементов. Сюда же примы- 
кают исследования, посвященные условиям существо- 
вания точного представления или полной системы 
представлений абстрактной группы матрицами, удовлет- 
воряющими различным дополнительным требованиям. 
Такие представления находят часто глубокие применения 
в абстрактной теории групп. 

Несколько работ посвящено алгоритмическим воп- 
росам теории линейных групп и связям с языком УИП 
(см., например, А. И. Мальцев [17] и Ю. И. Мерзля- 
ков [3]. 

Отметим еще, что матричные группы служат одним 
из основных источников примеров групп. 
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$ 2. КОНЕЧНОМЕРНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ 
ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 


1. Вводные замечания. В этом параграфе, говоря о мат- 
ричных группах, мы имеем в виду, во-первых, конеч- 
номерный случай, а во-вторых, речь будет идти о мат- 
рицах над полями. Мы рассмотрим здесь два вопроса. 
( одной стороны — это абстрактные характеристики 
конечномерных матричных групп *), а с другой — роль 
характеров в теории конечномерных представлений. 
Каждая конечная группа допускает точное матричное 
представление над произвольным полем. Для бесконеч- 
ных групп это далеко не так. В связи с этим возни- 
KaeT следующая общая проблема: найти необходимые 
и достаточные условия, описываемые в терминах аб- 
страктной теории групп, точной матричной представи- 
мости группы над некоторым полем. Наряду с такой 
постановкой, относящейся к классу всех групп, анало- 
гичную задачу можно относить и к некоторым спе- 
циальным классам групп, например к периодическим, 
разрешимым и т. д., имея в виду, что в специальных 
случаях соответствующие условия могут выглядеть проще 
и доступнее для применений. Hpome того, можно `ста- 
вить вопрос о существовании точного представления 
над заданным полем или кольцом (например, над по- 
лем рациональных чисел или над кольцом целых чи- 
сел), или над полями и кольцами, удовлетворяющими 
различным дополнительным условиям. Во всей этой 
проблематике имеется много открытых вопросов. 

Что касается необходимых условий, то им посвя- 
щена довольно значительная литература — сюда отно- 
сятся все работы, посвященные абстрактным свойствам 
матричных групп. Hak уже отмечалось, интерес к изу- 
чению абстрактных свойств матричных (и вообще кон- 
кретных) групп вызван, в частности, и тем обстоя- 
тельством, что такие свойства являются инвариантами 
при различных представлениях группы в качестве 
группы автоморфизмов. 


*) По этому поводу см. еще § 9.2. 
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Достаточные условия впервые специально рассмат- 
ривались в работе А. И. Мальцева [3] и работе 
В. Л. Нисневича [1]. Сейчас мы приведем без доказа- 
тельства один результат В. Л. Нисневича. 

1.1. Для того чтобы свободное произведение групп 
Г, могло быть представлено точно посредством матриц 
над некоторым полем, необходимо и достаточно, 
чтобы каждая группа Г, допускала такое представление 
некоторого порядка п, общего для всех сомножителей 
и над одним и тем же полем. Ири этом, если все со- 
множители представлены матрицами порядка п, то их 
произведение представимо матрицами порядка п-- 1. 

Опишем используемую в этой теореме конструкцию 
(необходимость условий здесь очевидна). Пусть каждая 
из групп Г, представлена матрицами порядка п: A= 
— (а,,). Каждой такой матрице мы сопоставим матрицу 
А’ — ((а,,) 1). При этом будет получено представление 
группы Г, уже порядка п--1. Затем берем трансцен- 
дентную матрицу Х.= (<; ,), для каждой Г, свою, по- 
рядка п-{+- 1. Мы получим новое представление группы 
Г, рассматривая группу Ф, матриц вида ХИА’Х.. 
Утверждается, что матричная группа, порожденная 
всеми группами Ф, изоморфна свободному произведе- 
нию групп Г.. 

Параллельно этой теореме отметим еще такой оче- 
видный факт. Если некоторые группы Г., Г., ..., Г, 
..., Г, Допускают матричное представление степе- 
ней А; над некоторым полем Р, то и прямое произве- 
дение этих групп допускает точное матричное пред- 
ставлёние над тем же Р степени, равной сумме всех k,. 

Что касается других теоретико-групповых конструк- 
ций, TO многие из них не нашли еще хорошего матрич- 
ного воплощения. 

Отметим далее, что в теории линейных представле- 
ний 0с0бое внимание уделяется представлениям в по- 
лях простой характеристики, и здесь выделяют еще 
случай модулярных представлений. Модулярное пред- 
ставление — это представление конечной группы, поря- 
док которой делится на характеристику поля пред- 
ставления. Для таких представлений уже не верна, на- 
пример, теорема Машке (см. п. 3.2.1). 
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Представлениям в полях простой характеристики, 
и в частности в конечных полях, посвящена большая 
литература с проблематикой, связанной с различными 
разделами дискретной математики. 

В следующих двух пунктах излагаются результаты 
А. И. Мальцева из работы [3]. 


2. Локальная теорема. Имеет место следующая локаль- 
ная теорема: 

2.1. Если каждая конечнопорожденная подгруппа 
группы Г допускает точное представление степени п над 
некоторым полем, то и сама группа Г обладает таким 
же свойством *). 

Эта теорема является частным случаем теоремы 2.4.1 
из второй главы, так как все п-мерные векторные про- 
странства над полями (п фиксировано) составляют эле- 
ментарно аксиоматизируемый класс двухосновных мо- 
делей — последнее очевидно. Приведем сейчас еще одно 
доказательство теоремы, основанное на возможности 
матричного изображения элементов. 

С этой целью рассмотрим следующий набор фор- 
мул УИП. 

Пусть заданы группа Г и число п, и допустим, что 
каждому элементу &@Г отвечает матрица (5,5(#)) по- 
рядка п. Будем считать теперь, что основным множе- 
ством интересующих нас моделей служит поле, которое 
будем обозначать через Р. Определим еще преди- 
каты Р.: 


is (т, 12, А. 1», Тот, Loos se 9 Die) gél, 


в которых места заполняются элементами из Р, и пре- 
дикат считается истинным в TOM и Только в TOM слу- 
чае, когда элементу # отвечает матрица (5,3). Легко 
записать условие, согласно которому каждому g отве- 
чает единственная матрица. Мы потребуем еще, чтобы 
выполнялись следующие re 


Тов (5. h) = > Pax (8 Lag (®), 


*) Для счетных групп эта теорема была доказана также 
в упомянутой работе В. Л. Нисневича. 
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и если gh, то при некоторых a, В 1,5 (8) A 2. (#). 
Здесь все х; также берутся из поля P, и нетрудно по- 
нять, что оба эти условия можно записать форму- 
лами УЙП через основные предикаты поля и преди- 
каты P,. Вместе с аксиомами поля все такие формулы 
и составляют интересующий нас набор формул Mr. 

Очевидно, что группа Г тогда и только тогда об- 
ладает точным представлением степени п над некото- 
рым полем, когда набор формул Wr является совмест- 
ным набором. Из условий теоремы следует, что ука- 
занный набор является локально совместным. Остается 
применить локальную теорему Гёделя— Мальцева. 

Легко видеть, что теорема, аналогичная теореме 2.1, 
может быть отдельно сформулирована как для полей 
нулевой характеристики, так и для полей заданной 
характеристики р. 

Нам понадобится дальше следующее вспомогатель- 
ное предложение: 

2.2. Если некоторый набор аксиом, относящихся 
к полям, выполняется для бесконечного множества про- 
стых характеристик, то он выполняется и в поле ха- 
рактеристики нуль. 

Поля характеристики р среди других аксиом содер- 
жат аксиому (Vz) (рх =0), а нулевая характеристика 
задается бесконечным числом аксиом ~ (Vz) (рх =0) 
по всевозможным простым числам. Пусть теперь задан 
набор формул WN, удовлетворяющий условиям предло- 
жения (и содержащий аксиомы поля). Добавим ко всем 
этим формулам еще формулы вида — (Vz) (рх —=0) по 
всем простым р и этот новый набор обозначим 
через Qt. Нужно показать, что 5 — совместный набор 
формул. Пусть 9% — произвольная конечная часть на- 
бора 5%. Тогда найдется такое простое число р, что 
это р не участвует в формулах из 9%, но в некотором 
поле характеристики р все формулы набора WM выпол- 
ияются. Если Р — одно из таких полей, то легко по- 
нять, что в Р реализуются все формулы из 9%. Этим 
доказано, что 5% локально совместный, а следовательно, 
и совместный набор формул. 

Из этого предложения непосредственно выводится 
следующий факт: 
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2.3. Если группа Г при некотором п представима 
относительно полей простых характеристик для бесконеч- 
ного множества простых чисел, то она представима 
и в поле характеристики нуль. 

Для доказательства этого утверждения достаточно 
применить 2.2 к системе формул Wr. 

В рассматриваемой здесь работе А. И. Мальцева 
содержатся также некоторые другие замечания по по- 
воду существования точных представлений одной и 
той же группы в полях различных характеристик. 

Определим теперь понятие, двойственное понятию 
локальной системы подгрупп группы, — понятие двой- 
ственной локальной системы. Если Г — группа, то си- 
стема ее подгрупп [3S,] называется двойственной локаль- 
ной системой, если пересечение всех 3S, совпадает 
с единицей группы и для каждой пары S, и У; най- 
дется №, такое, что B,C dS, П 3s. Опираясь на это 
понятие, докажем еще теорему 2.4, параллельную тео- 
реме 2.1. Заметим только, что в этой теореме исполь- 
зуется лишь следующее свойство: если [S,| — двойствен- 
ная локальная система из нормальных делителей 
группы Г, то для любого конечного набора элементов 
из Г найдется такой член системы >, что в фак- 
тор-группе I'/S, образы всех этих элементов различны. 

2.4. Если группа Г обладает двойственной локаль- 
ной системой нормальных делителей У, такой, что 
каждый раз Г/Ух, обладает точным представлением сте- 
пени п, то и группа Г обладает таким представлением. 

Снова воспользуемся системой формул Wr, и пусть 
< — ее произвольная конечная часть. Допустим, что 
в аксиомах из $$ участвуют элементы 51, 85, ..., gE. 
Для этих элементов можно найти такую >,, что в фак- 
тор-группе I'/S, образы 8; всех g, различны. Теперь 
нетрудно понять, что из существования точного пред- 
ставления для L/S, вытекает совместность набора фор- 
мул 5%. Таким образом, и ЭХ: — совместный набор, 
что и доказывает теорему. 


3. Группы © конечным числом образующих. Локаль- 
ная теорема позволяет, в известном смысле, общую 
задачу существования точного матричного представления 
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свести к аналогичной задаче для групп с конечным 
числом образующих. И этому случаю мы сейчас и 
переходим. 

Вначале рассмотрим одно свойство матричной группы 
с конечным числом образующих над полем рациональ- 
ных чисел. Пусть Г-—такая группа и A,, А,,..., А„— 
некоторая симметрическая (т. е. замкнутая относительно 
обращения элементов) система ее образующих. Обозна- 
чим через Il множество (конечное) всех простых чисел, 
входящих в знаменатели элементов матриц A, (1=1, 
2,..., т), и пусть К — кольцо всех дробей, в знаме- 
натели которых входят только простые числа из II. 
Ясно, что всю группу Г можно теперь рассматривать 
как группу над К. Наждому простому числу р, не 
входящему в П, отвечает идеал U, в К, состоящий 
из дробей, числители которых делятся на р. Этому 
идеалу в свою очередь отвечает гомоморфизм группы Г 
на некоторую конечную группу. Отсюда непосред- 
ственно следует, что группа Г аппроксимируется ко- 
нечными матричными группами. 

Указанное свойство оказывается справедливым для 
произвольных полей. Для доказательства этого факта 
можно было бы воспользоваться аналогичными идеями. 
Мы, однако, пойдем, следуя А. И. Мальцеву, по дру- 
гому пути и используем следующие общие сообра- 
жения. 

Пусть группа Г имеет конечное число образующих. 
Фиксируем в этой группе некоторую конечную симме- 
трическую систему образующих с,, °.,..., с». Каждому 
из этих с, сопоставим трансцендентную матрицу Х; = 
— (1:8), t= 1,2, ...,mja,B-=1, 2, ...,n, элементы кото- 
рой — независимые переменные. Через ГР мы обозначим 
полугруппу, порожденную всеми такими матрицами. 
Г — свободная полугруппа, так как, очевидно, всякое 
соотношение между элементами из ГР привело бы к не- 
которому соотношению между переменными. Понятно, 
что отображение Х,->с‹, определяет гомоморфизм по- 
лугруппы Ё на группу Г. Пусть р— конгруэнция ука- 
занного гомоморфизма. Эта конгруэнция определяет 
некоторые связи между переменными, определяемые 
следующим образом. Будем рассматривать всевозможные 
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пары 

Е А Macey ok) ФО Л, АА) 
элементов из Р. Если элементы [и $ сравнимы по 
модулю р, то запишем равенство {(Х., Х.,..., Xm)— 
—o(X,, Х., ..., Хи) =0, а если эти элементы не срав- 
нимы, то получим неравенство 


О Kee ere ОР Эр сн, KOO 


Систему всех таких равенств и неравенств, переписан- 
ную в координатном виде, мы обозначим через Mr. Под- 
черкнем, что все элементы участвующих здесь матриц 
являются целочисленными полиномами от одного и 
того же множества переменных 2%. 

Допустим теперь, что группа Г обладает точным 
матричным представлением степени п над некоторым 
полем P, и пусть в: Г-> Г" — одно из таких представ- 
лений. Если в этом представлении элементам с; отве- 
чают матрицы (ав), то очевидно, что система всех 
этих diz даст нам решение системы равенств и нера- 
венств Qtr. 

Таким образом, если группа Г допускает точное 
матричное представление над некоторым полем, то си- 
crema г разрешима в этом поле. Пусть, с другой сто- 
роны, система Qtr разрешима в некотором поле Ри 
пусть 4.; — соответствующие значения переменных Liq. 
Сопоставляя каждому X, элемент (ai, ), мы получим го- 
моморфизм полугруппы `Р на  матричную над Р полу- 
группу. Выполнимость при этом системы Qtr означает, 
что эта последняя полугруппа есть группа, изоморфная 
Г. Итак, система Mtr тогда и только тогда разрешима 
в некотором поле Р, когда группа Г допускает точное 
матричное представление в этом поле. Это означает, 
что проблема точной представимости группы Г теперь 
уже может решаться средствами теории полей. 

Далее нам понадобится одна теоретико-числовая 
лемма. Приведем эту лемму без доказательства. 

3.1. Пусть дана система, состоящая из конечного 
числа условий вида 


(td Gy. «say. О ами Fly а О, 
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где левые части являются целочисленными полиномами 
от пвременных т, Xo, ..., Ly. Если эта система разре- 
шима в некотором поле характеристики нуль, то она 
разрешима в простых полях простых характеристик 
для бесконечного множества простых чисел. 

Пользуясь этой леммой, докажем следующую теорему: 

3.2. Пусть группа Г имеет конечную систему обра- 
зующих в, 5, ..., а, и допускает изоморфное представ- 
ление степени п над полем характеристики нуль. Тогда 
в Г имеется система нормальных делителей У, Do, 
wee) № ... Такая, что все Г|У, — конечные группы, допу- 
скающие точные представления той же степени в простых 
полях простой характеристики, и для любого конечного 
набора элементов из Г найдется У, для которого образы 
всеф этит элементов в фактор-группе Г|У, различны. 

В смешанной системе условий Qtr возьмем только 
равенства и обозначим эту совокупность через О. Си- 
стема О содержит вообще бесконечное число уравнений 
относительно переменных 2... Согласно хорошо извест- 
ной теореме Гильберта из этой системы можно выделить 
такую конечную подсистему О’, что все остальные урав- 
нения являются следствиями уравнений из Q,. Располо- 
жим далее все элементы группы Г в некоторую счетную 
последовательность 


93 ee eg Ск, 


и возьмем в ней некоторый начальный отрезок T,, т.,... 

.. ль. Пусть т, =, (©, 5, ..., 5,,) — одно из выражений 
элемента т; через образующие. Добавим теперь к си- 
стеме Q, конечную систему неравенств 


&(Хь Х», а: Xm) — F(X, Х,, а. Х „) FY, 
р, j=1, 2, ee К, 


и новую систему обозначим через Q*. Так как 0* C Mr, 
то система Q* разрешима в поле нулевой характери- 
стики. Теперь можно применить предыдущую лемму. 
По этой лемме найдется такое простое поле Р простой 
характеристики, что система Q* разрешима в этом. 
поле. Пусть 1. ==а, ав @Р — одно из таких решений. 
Легко видеть, что соответствие о, -> (43) определяет 
представление группы Г степени п в поле Р. В этом 
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представлении образы элементов 7, TT), ..., ^, все раз- 
личны. Если дальше через У, обозначить ядро такого 
представления, то ясно, что все эти У, составят нуж- 
ную последовательность нормальных делителей. 

Следующая теорема параллельна предыдущей и от- 
носится уже к случаю представлений в полях простой 
характеристики. 

3.3. Если группа Г с конечным числом образующих 
допускает точное представление степени п над некото- 
рым полем Р тарактеристики р0, то в Г имеется 
система подгрупп №, So, ..., У, ..., Удовлетворяющая 
свойству, сформулированному в конце предыдущей теоремы, 
и такая, что все I'/3, допускают точное представление 
степени п над конечными полями той же характери- 
стики р. 

Будем пользоваться уже введенными раньше обозна- 
чениями. Обозначим еще через К минимальное алгебраи- 
чески замкнутое поле характеристики р. Если некоторая 
группа Г с конечным числом образующих представ- 
лена матрицами из поля К, то она одновременно пред- 
ставлена и в некотором конечном подполе из К. Дей- 
ствительно, если образующим отвечают матрицы (218), 
то всем остальным элементам отвечают матрицы с эле- 
ментами из подполя, порожденного всеми а;,. Но в поле 
К всякое подполе с конечным числом образующих ко- 
нечно. 

Возьмем теперь систему равенств и неравенств О*. 
Здесь имеется лишь конечное число неравенств и все 
их можно свести к одному вида f(z,, TZ, ..., х,) 520. 
Что касается равенств, то, на этот раз, по теореме Гиль- 
берта о корнях, все они разрешимы в К. Обозначим 
через М соответствующее алгебраическое многообразие. 
Нужно показать, что в этом многообразии найдется 
точка, удовлетворяющая неравенству f (5, х.,..., 1,) 520. 
Но если бы полином f(z,, 1.,..., 2,) обращался в нуль 
во всех точках многообразия М, то, по той же теореме 
Гильберта, так было бы при любом основном поле. 
Но так как в поле Р соответствующая система равенств 
и неравенств разрешима, то и в М найдется точка, 
удовлетворяющая нужному неравенству. Следовательно, 
система Q* разрешима в поле К. Решению этой системы 
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отвечает некоторое представление группы Г. Еели У, — 
ядро такого представления, то группа Г/У, обладает уже 
точным представлением, причем в конечном подполе из 
‘К. Все такие », и составят последовательность, удов- 
летворяющую требованиям теоремы. 

Обратим еще внимание на то обстоятельство, что 
как в этой теореме, так и в предыдущей, получаемые 
здесь нормальные делители вообще не составляют двой- 
ственную локальную систему. Однако, беря всевозмож- 
ные пересечения конечного числа их, мы получим уже 
двойственную локальную систему из рые дели- 
телей с конечными фактор-группами. 

Обе приведенные теоремы вместе с теоремой 2.4 по- 
казывают, что рассмотрение представлений групи с ко- 
нечным числом образующих теперь уже сводится к пред- 
ставлениям конечных групп некоторой заданной степени. 
Кроме того, мы имеем здесь следующее замечательное 
обстоятельство: бесконечные матричные группы с конеч- 
ным числом образующих не могут быть простыми. 

Покажем дальше, что знаменитая проблема Хопфа, 
которая решена отрицательно в общем случае, для мат- 
ричных групп решается положительно. 

Докажем вначале одно интересное свойство конечно- 
порожденных групп. 

3.4., Если группа Г с конечным числом образующих 
имеет бесконечную возрастающую цепочку нормальных 
делителей НСН.С..., mo для каждого натурального 
п найдется такое k, что фактор-группы Г/Н, при $ >k 
уже не будут допускать изоморфные представления сте- 
пени п ни при какой характеристике поля. 

Возьмем в группе Г некоторую симметричную систему 
образующих с1, в., ..., 6, И возьмем еще некоторую по- 
следовательность элементов 81, 85, ... Bg, «++ такую, 
что £54,64H,,,\H,. Для каждого g, фиксируем некоторую 
запись через образующие &, ==}, (с1, с., ..., 5,,) © неот- 
рицательными степенями. Наждому с, мы сопоставим 
матрицу Х; порядка п, элементы которой 2:, рассмат- 
риваются как везависимые переменные. Введем еще 
в рассмотрение следующие матрицы: 


А, =А(Х, Х,... X,)—E 
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Элементами этих матриц служат полиномы OT 2... Мно- 
жество всех таких полиномов обозначим через ged По 
теореме Гильберта все полиномы из выражаются ли- 
нейно через конечное число их. Пусть эти базисные 


полиномы обозначены через Ё\, Fy, ..., Ё,. Наждый Ё; 
есть элемент некоторой матрицы A,,. Обозначим через 
k натуральное число, большее всех S,, 55, ..., $,. Будем 


доказывать, что для такого А выполняется нужное ус- 
ловие. 

Допустим, что задано некоторое представление в 
фактор-группы Г/Н, степени п. Нужно показать, что 
это представление не может быть точным. Представле- 
нию | отвечает также представление группы Г. При 
этом элементам Gj, в., ..., 6, отвечают некоторые мат- 
рицы B,, ВБ., ..., B,, == (bi,), где bi, принадлежат 
полю представления. Элемент р. будем "рассматривать 
как значение переменной Zi, в ДАННОМ представлении. 


При этом, очевидно, BHbITOJIHAIOTCH соотношения 


f,(B,, ВБ., ..., B,,) — Е =0, s=1, 2, ..., k, и, следова- 
тельно, все полиномы F,, Р., ..., Ё, обращаются в нуль. 
Но тогда и все разности f,(B,, В, ..., В, )— Е, $ — любое, 


также обращаются в нуль. Это означает, что при за- 
данном представлении, например, элемент g;,, переходит 
в единицу, т. е. представление группы Г/Ну не является 
точным. 

Проблема Хопфа решается теперь следующим обра- 
зом. Допустим, что матричная группа Г имеет конечное 
число образующих, и пусть она изоморфна некоторой 
своей истинной Ффактор-группе Г/Н. Тогда в Г имеется 
возрастающий бесконечный ряд нормальных делителей 
Н=Н СН, С..., такой, что все Г|/]Ы; изоморфны 
группе Г. Это невозможно в силу предыдущей теоремы. 
Отсюда же следует, что всякий автоэпиморфизм матрич- 
ной группы с конечным числом образующих является 
автоморфизмом этой группы. 

С другой стороны, для конечнопорожденных матрич- 
ных групп пока не решен следующий интересный воп- 
рос: верно ли, что каждая нетерова матричная группа 
содержит разрешимую подгруппу конечного индекса. 
В связи с этим вопросом отметим следующий любопыт- 
ный факт: если в матричной группе выполняется хотя бы 
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одно нетривиальное тождество, то в такой группе 
имеется разрешимый нормальный делитель конечного 
индекса. Доказательство последнего утверждения полу- 
чено В. П. Платоновым (работа печатается) с помощью 
структурной теории алгебраических матричных групп. 
Здесь используется тот факт, что замыкание (в топо- 
логии Зарисского) матричной группы, удовлетворяющей 
некоторому тождеству, также удовлетворяет этому то- 
ждеству (ср. п. 4.4.2). Из этой же теории следует, что 
алгебраическая матричная группа, удовлетворяющая 
условию максимальности, содержит разрешимую под- 
группу конечного индекса. Пользуясь далее результа- 
tamu Е. Колчина, отсюда можно вывести, что алгебра- 
ичность и нетеровость влекут даже конечность группы. 

Как уже отмечалось, большой цикл задач связан 
с конкретизациями полей представлений. Приведем не- 
сколько замечаний по этому поводу. 

Допустим, что группа Г с образующими в, 6,,..., 9, 
допускает точное матричное представление с, — (aig) сте- 
пени N над некоторым полем нулевой характеристики. 
Отнесем еще каждому в; матрицу Х, = (28), где все Zig 
рассматриваются как независимые переменные. Пусть 
дальше С [zig] — кольцо целочисленных полиномов от 
всех этих переменных и / — идеал в этом кольце, со- 
стоящий из всех полиномов, обращающихся в нуль 
в точке 218 — ав, i==1, 2,..., m3 а, В=1,2,..., п. Ясно, 
что Г — простой идеал, и поэтому для фактор-кольца 
С [х]/7 существует поле отношений К. Если теперь 
через ZX обозначить образ элемента x в фактор-кольце 
С [xis]/J, то нетрудно понять, что соответствие с, -> (Zig) 
определяет изоморфное представление группы Г уже над 
полем К. Поле КА имеет вид К=ИА(1, 4, ..., Loy И), 
где А — поле рациональных чисел, 1, Lo,..., д, — неза- 
висимые переменные и y— алгебраическая функция OT 
этих переменных. 

Если повысить здесь степень представления, то 
можно прийти и к представлению над конечным чисто 
трансцендентным расширением поля рациональных чи- 
сел. 

Если здесь Г-— конечная группа и G,, 5, ..., 9, — 
все ее элементы, то аналогично, и пользуясь еще тео- 
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ремой Гильберта о корнях, можно показать, что Г до- 
пускает точное представление той же степени п и над 
полем алгебраических чисел. Известно также, что 
каждое представление конечной группы над полем ком- 
плексных чисел эквивалентно некоторому унитарному 
представлению. 

В заключение пункта заметим, что при рассмотрении 
вопроса о существовании точного представления группы 
часто оказывается полезным изучение групповых алгебр 
данной группы над различными полями и таких гомо- 
морфизмов этих алгебр, которые не склеивают элементы 
группы. По поводу точных конечномерных представле- 
ний самих групповых алгебр имеется работа Д. М. Смир- 
нова [6]. Общей теории точных представлений ассоциа- 
тивных линейных алгебр посвящена статья А. И. Маль- 
цева [4], во многом параллельная работе [3]. При этом 
следует иметь в виду, что здесь речь идет, конечно, 
о таких представлениях, когда поле представления, 
вообще говоря, шире, чем основное поле представляемой 
алгебры. 


4. Характеры, Hak уже отмечалось, теория матрич- 
ных представлений групп находит многочисленные при- 
менения и в самой абстрактной теории групп: она 
позволяет привлечь к исследованию групп вычислитель- 
ную технику теории полей, а иногда даже и классиче- 
ский анализ. Важную роль при этом играет теория ха- 
рактеров. Мы не намерены здесь входить в детали клас- 
сической теории представлений и характеров и выделим 
лишь некоторые важные для нас моменты. Заметим 
только, что самой обстоятельной сейчас книгой по теории 
представлений является книга Haptuca—Paiiuepa |1]. 
Значительное место в ней уделено целочисленным и моду- 
лярным представлениям. 

Пусть С — конечномерное векторное пространство над 
некоторым полем Р и пусть задано представление 
группы Г относительно С. Если выбрать в С определен- 
ный базис, то элементам из Г будут отвечать матрицы 
над полем Р: 


<-> A (5) = (а, (°)), О АЕ 
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Характер представления — это функция на группе Г. 
Значениями этой функции служат элементы поля Р, 
определяемые как след матрицы: 


x (2) = Sp (4 @) = Хан. 


Легко видеть, что характер представления не зависит 
от выбора базиса, и характеры эквивалентных представ- 
лений совпадают. Отметим еще, что след матрицы яв- 
ляется линейной функцией относительно линейных опе- 
раций над матрицами. Сила характеров демонстрируется, 
в частности, следующей классической теоремой (Фро- 
бениус—Шур [1]: . 

.1. Пусть основное поле Р имеет нулевую характе- 
ристику и алгеб раически замкнуто. Тогда, если два ко- 
нечномерных представления группы Г имеют одинаковые 
характеры, то оба эти представления состоят из оди- 
наковых (с точностью до эквивалентности) неприводимых 
частей. 

Напомним, что если задано представление группы Г 
относительно векторного пространства G, то неприво- 
димые части этого представления — это индуцированные 
представления в Г-композиционных факторах. Если про- 
странство С конечномерно, то в нем имеется конечный 
Г-композиционный ряд, и все неприводимые части задан- 
ного представления исчерпываются (ввиду теоремы 
Жордана—Гельдера) индуцированными представлениями, 
связанными с факторами произвольного такого ряда. 

Из этих замечаний следует, что с учетом кратностей 
неприводимых частей утверждение, обратное теореме, 
тривиально. Действительно, пусть 4. (5), А. (5), ... 

., A, (cs) — все неприводимые части заданного представ- 
ления А (с). Если все эти неприводимые части считать 
попарно неэквивалентными, то им следует приписать. 
определенные кратности — число вхождений каждого из 
них в Г-композиционный ряд. Если эти кратности обо- 
значить соответственно через а, то мы приходим 
к формуле 


К 
9 = Ув, Sp(4,(0)) 
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и, следовательно, характеры группы определяются пол- 
ностью характерами неприводимых частей. 

Доказательству теоремы 4.1 мы предпошлем некото- 
рые предварительные рассмотрения, представляющие и 
самостоятельный интерес. 

Пусть задано представление группы Г относительно 
векторного пространства G, не обязательно конечномер- 
ного, над полем Р; если с ЕГ, то через o” будем обозна- 
чать линейный оператор пространства G, отвечающий 
элементу с. Этому представлению мы сопоставим пред- 
ставление группы Г уже относительно векторного про- 
странства Н = Н (4) всех линейных операторов про- 
странства G. 

Сделаем это следующим образом. Еслис@Г ииЕН, 
то полагаем: 

НОв= ис, 


где справа — умножение в Н. Очевидно, что так мы 
действительно определим представление группы Г отно- 
сительно векторного пространства Н. 

Пусть, далее, а — произвольный элемент в С. Мы 
знаем, что отображение р,—=:и->аи есть гомомор- 
физм — линейное отображение Н (С) в С. При этом имеем: 


(иос)* =a (ио/) = (аи) of = (аи) ов == и ос. 


Следовательно, если через H"—G’ обозначить образ Н 
в С при отображении в, то подпространство С’ допу- 
стимо в С относительно Г и отображение p определяет 
гомоморфизм пары (В, Г) на пару (G’, Г). 

Допустим далее, что исходное представление Г от- 
носительно G неприводимо, и пусть еще (ЁР, Г) — под- 
пара в (Н, Г) с F*-~0. Тогда ясно, что F*=G, и по- 
лучается гомоморфное отображение пары (Ё, Г) на пару 
(G, Г). Если еще и пара (РЁ, Г) неприводима, то лемма 

ура дает здесь эквивалентность представлений 
группы Г относительно С и F. 

Нетрудно понять, что приведенные сейчас построе- 
ния можно повторить и в много более общей ситуации. 

Предположим теперь, что пространство С конечно- 
мерно — п-мерно, и переведем все сказанное раньше на 
матричный язык. Пусть в С и F выбраны некоторые 
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базисы, соответственно €,, Cy, -- +1 €, ии, Un, ... И, и 
пусть а — один из базисных элементов: а ==е,. Соответ- 
ствующий гомоморфизм п, мы обозначим через p,. Ясно, 
что если Р=-0, то при некотором i в,520. Допустим, 


что оператору и, по базису e,, е„,..., е, отвечает (п, п)- 
матрица И, == (ий), i, ]=1,2,....п. Легко понять, что 
в таком случае отображению |; отвечает (т, п)-матрица 
М. == (и), k=1, De eae Whe, Poy os shakes 


Пусть, далее, A(s)—MaTputa, отвечающая с в пред- 
ставлении Г относительно С, построенная по базису 
е, е.,...е, и В (<) — соответствующая матрица для 
с — по базису и, и,, ..., и, в отмеченном выше пред- 
ставлении Г относительно Н. Согласно предыдущему для 


этих матриц имеет место следующее соотношение: 
В (с): М, =М;-А (5). 
Теперь допустим, что оба представления, A (с) и В (5), 


неприводимы. Тогда, если 6,520, то М; — обратимая 
матрица и М;А (с) М; = В (с). Это значит, что в F можно 


выбрать новый базис Uj, Ug, ..., И, такой, что по этому 
базису все B(s) оказываются равными соответствую- 
щим А (с). Будем считать, что уже и, и, ..., и, есть 


такой базис. Тогда получим M,A (с) М; = А (oc). Согласно 
лемме Шура и учитывая, что основное поле алгебраи- 
чески замкнуто, получаем отсюда, что матрица М; яв- 
ляется скалярной матрицей M,—«,E. В свою очередь 
для матриц U, мы имеем теперь следующий вид: 


00...04,0...0 


и [09:0 0...0} я 


00...04,0...0 


Все эти матрицы являются (п, п)-матрицами и о, 3a- 
полняют А-й столбец. 

В дальнейшем все время будем предполагать, что 
представление А (5) неприводимо. Мы покажем, что 
если U — такая постоянная матрица, что при всех А (с) 
тождественно выполняется эр (СА (с)) =0, то U — нуле- 
вая матрица. С этой целью воспользуемся приведенными 
сейчас рассуждениями (а также и обозначениями). Обо- 
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значим еще через Г множество всех матриц U, удовле- 
творяющих условию Sp(UA ()) =0. Так как след — ли-+> 
нейная функция, то F есть подпространство в про- 
странстве всех матриц — операторов Н. Кроме того, 
очевидно, что это F допустимо относительно Г в опре- 
деленном выше представлении Г относительно Н, так 
что мы получаем подпару (ГР, Г) в паре (Я, Г). Мы 
должны показать, что Ё состоит только из нулевых 
операторов. Допустим, что это не так. В таком случае 
в Ё имеется ненулевое допустимое относительно Г под- 
пространство А’, неприводимое относительно Г. Согласно 
предыдущему в АР’ можно выбрать базис из матриц 
U,, U,, ..., U, вида (+). По условию следы всех этих 
матриц должны равняться нулю. Но это означает, что 
все а; — нули. Таким образом, все ОП, — нулевые мат- 
рицы, и мы получили противоречие с тем, что F=0. 

Теперь мы займемся обобщением доказанного сейчас 
свойства. 

Пусть задано г неприводимых — представлений 
группы Г — А, (с), А, (<), ..., A,(s) соответственно OTHO- 
сительно векторных пространств G,, G,,...,G,. Утвер- 
ждается, что никакие два из этих представлений не 
эквивалентны в TOM и только в том случае, когда 
тождество 


Sp (UMA, (2) + р (ОА, (3)) |... Е Sp(UMA, (9)) =0 (+) 


возможно лишь для нулевых постоянных матриц (0%, 
OU), ..., U™ соответствующих порядков. 

Пусть все заданные г представлений попарно не экви- 
валентны. 

Введем следующие обозначения: С = У, — прямая 
сумма всех G,, i=1, 2,...,r. НЫ = УН,, где Н; =Н(С,). 
Векторное пространство Н можно рассматривать как 
пространство операторов, действующих в С, причем 
здесь все G, Н-допустимы. Отметим еще, что элементы 
из Н нам удобно трактовать как последовательности 
вида (uv), и®), ..., uw), где иФЕН,. Кроме того, все 
исходные пары (G,, Г) и (H;, Г), i=1, 2, ..., г, опре- 
деляют пары (G, Г) и (Н, Г) (через прямые произведе- 
ния-суммы представлений). 
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Пусть теперь РГР — подпространство в Н, состоящее 
из последовательностей (и), и®, ..., uw), для которых 
(после перехода к матрицам) имеет место тождество (**). 
Ясно, что это подпространство инвариантно относи- 
тельно Г. Допустим, что F=40. В таком случае в F 
имеется некоторое минимальное Г-допустимое подпро- 
странство. Мы его также обозначим через Р. Пара (F, Г) 
неприводима. Пусть еще Ё, — 1-я компонента простран- 
ства F, i=1, 2, ..., г. Хотя бы одна из этих F, от- 
лична от нуля; допустим, что уже Г, == 0. Легко понять, 
что отсюда следует, что в С, найдется такой элемент е, 
что eF =G,. Теперь можно утверждать, что пары (F, Г) 
и (G,, Г) эквивалентны. Если бы оказалось, что при 
некотором 75-1 Ff ,A0, то тогда мы получили бы также 


эквивалентность пар (Р, Г) и (G,, Г). Но это противо- 
речит тому, что представления А, (с) и А, (с) не экви- 


валентны. Следовательно, все Fc / 1 — нули. Теперь 


уже из предыдущего вытекает, что и F, есть нуль. 
В одну сторону утверждение доказано. С другой сто- 
роны, если, например, А, (5) и 4. (5) — эквивалентные 
представления, то 5р (ЕЁ . А, (°)) = 5р (Е . 4. (с)) и, следо- 
вательно, возможно нетривиальное тождество типа (ж*). 

Перейдем теперь к доказательству теоремы 4.1. 

Пусть заданы два представления группы Г над по- 
лем Р с одинаковыми характерами: А (с) и В (5). Обо- 
значим через С’ (3), С, (с), ..., С, (с) все попарно неэкви- 
валентные неприводимые части этих представлений. 
Имеем: 


здесь a, и В, — кратности соответствующих неприводи- 
мых частей, некоторые из них могут быть нулями. 
Из равенства характеров получаем тождество типа (+x): 


0=>») (a, — B,) Sp (С, ()). 


Согласно доказанному свойству такое тождество может 
выполняться лишь при условии ©, =В, при всех i= 
—1, 2, ..., г. Теорема доказана. 
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В качестве применения этой теоремы мы докажем 
сразу же следующее предложение (Е. Колчин [1], дока- 
зательство принадлежит А. И. Мальцеву [5]: 

4.2. Если каждый элемент некоторой конечномерной 
линейной группы над полем является стабильным эле- 
ментом, то и вся группа стабильна. 

Вначале отметим тот очевидный факт, что если Г — 
конечномерная линейная группа, то ее элемент с тогда 
и только тогда является стабильным элементом, когда 
все характеристические корни этого элемента — единицы. 

Пусть теперь пространство С задано над полем Ри 
все элементы действующей группы Г имеют характери- 
стическими корнями только единицы. Рассмотрим вна- 
чале случай нулевой характеристики. Если поле Р не 
является алгебраически замкнутым, то через A обозна- 
чим его минимальное алгебраическое замкнутое расши- 
рение, и соответственно перейдем к пространству С 
над A. В таком случае группа Г уже начинает действо- 
вать в С, и по-прежнему каждый элемент из Г является 
стабильным. Рассмотрим теперь два представления 
группы Г над А. Первое представление — тождественное 
в том смысле, что каждому элементу из Г отвечает 
этот же элемент. В качестве второго представления мы 
возьмем нулевое представление, т. е. представление всей 
группы Г одним тождественным оператором. 

Итак, мы имеем два представления группы Г, причем 
очевидно, что характеры этих представлений совпадают. 
По предыдущей теореме все неприводимые части группы Г 
должны быть такими же, как и у единицы. Другими 
словами, группа Г в некотором базисе состоит из тре- 
угольных матриц с единицами на главной диагонали. 
Это означает, что Г стабильна относительно G. 
№ Если, далее, пространство С рассматривать как под- 
группу в С, то очевидно, что Г стабильна и относи- 
тельно G, Но тогда группа Г стабильна и относительно 
пространства С. В частности, уже над полем Р группа Г 
приводима к совместному треугольному виду, специаль- 
ному в том смысле, что на главной диагонали каждый 
раз стоят только единицы. 

При переходе к полю Р простой характеристики мы 
ссылаемся на результаты, доказываемые во второй части. 
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Прежде всего, легко видеть, что каждая матрица над 
таким полем, имеющая единичные характеристические 
корни, является периодической матрицей. Следовательно, 
рассматриваемая здесь группа Г является периодической 
группой. Согласно теореме Шура из п. 9.2.1 такая 
группа локально конечна, и по теореме 7.2.3.4 она ло- 
кально стабильна. Теперь остается сослаться на п. 8.2.1. 

Теорема 4.2 легко обобщается и на тот случай, когда 
пространство рассматривается над телом, имеющим ко- 
нечный ранг над своим центром. Было бы интересно вы- 
яснить, верна ли эта теорема в общем случае тел. 
А. И. Токаренко обобщил теорему 4.2 на случай, когда 
Р — коммутативное кольцо с единицей. 

Для бесконечномерного случая мы имеем также сле- 
дующее предложение: — 

4.3. Если @ — векторное пространство над некото- 
рым полем Р и группа Г действует в С локально огра- 
ниченно, MO из того, что, каждый элемент из Г дей- 
ствует в а стабильно, следует, что вся группа Г локально 
стабильна. 

Требование локальной ограниченности существенно. 

В работе Е. Р. Колчина [1] теорема 4.2 доказывается 
с помощью теоремы Бернсайда, также играющей важ- 
ную роль в теории конечномерных представлений. Мы 
приведем сейчас эту теорему без доказательства (см., 
например, Ван дер Варден [2]. 

4.4. Пусть Г — неприводимая линейная группа сте- 
пени п над алгеб раически замкнутым полем. В такой 
группе имеется п? линейно независимых элементов. 

Нетрудно понять, что свойство представления быть 
приводимым или неприводимым зависит от основного 
поля. Так, если представление неприводимо над неко- 
торым полем Р, то оно может уже оказаться приводи- 
мым при переходе к более широкому полю. В связи 
с этим вводится следующее определение: представление 
группы Г называется абсолютно неприводимым, если оно 
неприводимо и остается таковым при всяком расшире- 
нии основного поля. Если основное поле алгебраически 
замкнуто, то неприводимость и абсолютная неприводи- 
мость совпадают. Это последнее замечание легко вы- 
вести, например, из теоремы Бернсайда. 
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$ 3. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫХ 
ЛИНЕЙНЫХ ГРУПП 


1. Алгебраические элементы и локальная конечномер- 
ность. Если © — линейная группа, т. e. группа, дей- 
ствующая точно в некотором векторном пространстве, 
и если еще пространство рассматривается над полем, 
то эту группу © естественно считать лежащей в алгебре 
всех эндоморфизмов данного пространства, и наличие 
такой линейной оболочки мы не можем игнорировать. 
Всюду дальше в этом параграфе слова «линейная 
группа @» будут означать, что вместе с группой © 
фиксирована еще некоторая линейная алгебра с еди- 
ницей А, содержащая © в группе всех своих обрати- 
мых элементов. Группу © мы будем рассматривать 
теперь с точки зрения этой К. Одна и та же абстракт- 
ная группа может, конечно, по-разному рассматриваться 
как линейная группа. В частности, каждую группу 
можно рассматривать как линейную, если исходить из 
соответствующей групповой алгебры. При этом очевидно, 
что групповые алгебры здесь свободны в следующем 
смысле: если © — линейная группа с алгеброй Г —=<®» 
и К — групповая алгебра группы © над тем же полем, 
то L есть гомоморфный образ алгебры А при сопостав- 
лении элементов из @ самим себе. 

В теории линейных групп имеется дополнительная 
возможность характеризовать свойства элементов и 
подгрупп группы в зависимости от свойств их линейных 
оболочек. Можно, например, ставить задачу изучения 
линейных групп, в том или ином смысле близких к ко- 
нечномерным. В предыдущем параграфе мы уже опре- 
деляли локально конечномерные группы — линейная 
группа © тогда и только тогда локально конечномерна, 
когда ее линейная оболочка (G> является локально 
конечной алгеброй. Отметим, что из теоремы 2.0.4.4 
следует, что во всякой линейной группе имеется локально 
конечномерный радикал. 

Линейная группа © называется алгебраической (ср. 
п. 2.9.4), если каждый ее элемент является алгебраи- 
ческим элементом соответствующей алгебры. Мы уже 
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отмечали результат А. Е. Залесского, согласно которому 
всякая разрешимая алгебраическая группа локально 
конечномерна. Этот же результат верен и для радикаль- 
ных (в смысле п. 9.3.2) алгебраических групп. 

Сейчас приведем теорему, параллельную хорошо 
известному факту о периодической части локально 
нильпотентных групп (М. II. Седнева [1]). 

1.1 Если © — линейная локально нильпотентная 
группа, то множество всех ee алгеб раических элементов 
является подгруппой, инвариантной и локально конечно- 
мерной. Ясно, что эта подгруппа содержит как перио- 
дическую, так и унипотентную части группы ®. 

Напомним, что унипотентный элемент линейной 
группы — это такой элемент g, что е — с — нильпотент- 
ный элемент линейной оболочки. Доказательство этой 
теоремы аналогично доказательству теоремы 4.6.2 из 
второй главы, и мы его опускаем. Из общих соображе- 
ний п. [3.3.1 следует, что в локально нильпотентной 
линейной группе множество всех унипотентных элемен- 
тов является инвариантной подгруппой. Ироме того, 
нужно учитывать следующее свойство: если g — алге- 
браический элемент линейной группы, то подалгебра, 
порожденная этим элементом, содержит всю цикличе- 
скую подгруппу {g}. Докажем это свойство. Пусть 


ag! -|- хе" | eae -- д 5+" —0 
и a0. Умножая обе части на #“*? будем иметь: 
ов Рае... Нав" ==0, 


что означает, что элемент 5 принадлежит подалгебре, 
порожденной элементом g. Из этого замечания следует, 
что если & — алгебраческий элемент, то циклическая 
подгруппа {5} конечномерна. 

Дальше нам понадобится следующее определение: 
пусть @ — линейная группа и Н — ее нормальный дели- 
тель. Мы скажем, что Н имеет конечный линейный 
индекс в ©, если среди всевозможных подпространств 
<H>g, g@@, найдется конечное число линейно поро- 
ждающих алгебру <G>. Здесь через «Н»& мы обозна- 
чили множество всех элементов вида hg, ВЕН». 
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Ясно, что <H>g есть линейная оболочка смежного клас- 
са Hg. 

Очевидны следующие замечания. Если подгруппа НЯ 
имеет обычный конечный индекс в ©, то и линейный 
индекс Н в © конечен. Если фактор-группа O/H — 
циклическая, © — {Н, 5}, и g — алгебраический элемент, 
то Н имеет в ® конечный линейный индекс. 

Легко также проверить следующее свойство. Если 
Н — нормальный делитель в @, и О — идеал в <®), 
порожденный множеством Нр— в, то конечность линей- 
ного индекса Н в © влечет конечность ранга фактор- 
алгебры <@>/U. Обратное также верно, если Я = О. 

Докажем теперь следующую лемму: 

1.2. Если © — линейная группа, Н — ее нормальный 
делитель конечного линейного индекса, то из того, что 
Н является локально конечномерной группой, следует, 
что и © — локально конечномерная группа. 

Пусть выполнены условия леммы и Н — локально 
конечномерная группа. Согласно этим условиям найдется 
такое конечное множество Х == (51, Bo, ..., Y,) элементов 
из @, что 


<G> = HD + < AD + +++ Е в,<Н>. 


Можно считать, что Х — симметрическое множество. 
Возьмем теперь в © конечное симметрическое множе- 
ство элементов, и, Uy, ..., U,, и пусть А — подгруппа, 
порожденная этими элементами. Нужно показать, что 
«А» — конечномерная алгебра. Имеем: 


a; = Е, 


где h,,@<H>. Элементов й,,-- конечное число. 


Пусть еще &5,= Мими, Всех этих й„; также 
конечное множество. Согласно условию в Н можно так 
выделить конечное множество элементов U,, Uo, «+ +) Vins 
что линейная оболочка всех этих элементов есть под- 
алгебра, содержащая подгруппу, порожденную всеми V,, 
и содержащая все h,, и все h,,.,. Мы можем также 
считать, что выбранное так множество V = (V,, V,, ..., V,,) 
является симметрическим множеством. Возьмем, далее, 
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конечное множество элементов вида C,,—=g7v,g,, Е =1, 
2, ..., П, {=1,2,..., т. Всеми v, и с, породим под- 
группу Н’в Н. Линейная оболочка этой подгруппы 
«Н”» конечномерна. Рассмотрим теперь п конечномер- 
ных Подпространств g,<H’>, i=1, 2,...,n, и пусть 
Г — линейная оболочка всех р;<Н”. Е — конечномерное 
подпространство в <@». Будем показывать, что Ё — 
подалгебра. 

Прежде всего, покажем что каждый элемент вида 
hg,, ВЕН', принадлежит F. Если h=v,, то йа, = 2, с. ЕР. 
Пусть теперь h=c,,. Тогда 


hg; = SV 58x 8 = 8 2 V Shins — 8s > бабы = 
= > Brat бы ЕР. 
r,t 


Если, наконец, h—=h,h, ... h,, где все сомножители — 
это UV, или C,;,, то, применяя индукцию по числу таких 
сомножителей, мы легко убедимся, что и в общем слу- 
чае hg, принадлежит F. 

Подпространство F линейно порождается элементами 
вида g,h,, 5, СХ, 1; ЕН'. Пусть 84; и #,Й, — два таких 
элемента. Тогда 


п: 2, =5,.]В ЕР, так как 7 ЕР, 


и следовательно, / — подалгебра. 

Tak как эта подалгебра содержит подгруппу A, то 
одновременно доказано, что < A >— конечномерная алгебра. 
Этим лемма доказана. 

Введем еще такое определение. Если Н — нормаль- 
ный делитель в (©, то будем говорить, что фактор- 
группа @/H линейно локально конечна, если BG имеется 
локальная система из содержащих ИН подгрупп G, 
таких, что каждый раз подгруппа H имеет конечный 
линейный индекс в G,. 

Легко понять, что в том случае, когда Я =, ли- 
нейная локальная конечность означает, что группа © 
локально конечномерна. 

Применяя индукцию, с помощью доказанной сейчас 
леммы непосредственно получаем следующую теорему 
(М. Ц. Седнева [1]: | | 
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1.3. Если линейная группа © обладает, возрастающим 
нормальным рядом с линейно локально конечными фак- 
торами, то такая группа локально конечномерна. 

Ясно, что эта теорема содержит в качестве част- 
ного случая упоминавшийся ранее результат А. Е. За- 
лесского. 

`Линейную группу © условимся называть Р/][-группой, 
если соответствующая линейная оболочка «©» является 
Р][-алгеброй, т. е. алгеброй, удовлетворяющей некото- 
рому нетривиальному полиномиальному  тождеству. 
Соответственно можно говорить и о локально Р]-груп- 
пах. Конечномерные линейные группы являются част- 
ным случаем Р/[-групп. С рассмотрением Р/-групп 
связана интересная проблематика. Так, например, из 
работы А. И. Ширшова [1] непосредственно следует, 
что всякая периодическая Р/-группа локально конечно- 
мерна и, следовательно, локально конечна. Некоторые 
другие результаты о Р][-группах содержатся в работе 
В. II. Платонова [6] (см. также п. 9.2.4). Отметим 
еще, что Р[-группы можно считать в некотором смысле 
близкими к конечномерным. Другой случай такой бли- 
зости — это группы, у которых линейная оболочка 
обладает возрастающим рядом идеалов с конечномер- 
ными факторами. 


2. Радикалы линейной группы и радикалы ее оболочки. 
Пусть Н — нормальный делитель линейной группы © 
с алгеброй L=<@>. Найдем условия, при которых 
существует такой идеал U алгебры L, что фактор- 
группа ©/Н естественно вкладывается в алгебру L/U. 
В таком случае эту фактор-группу мы сможем рассмат- 
ривать как линейную группу с алгеброй <Ф$/Н>= ШО. 
Естественный гомоморфизм L->L/U индуцирует гомо- 
морфизм группы © в мультипликативную часть ал- 
гебры L/U. Наша цель — выяснить, когда ядром этого 
гомоморфизма служит нормальный делитель Н. Ядро 
указанного гомоморфизма совпадает с множеством всех 
таких hE@, для которых e—hEU. Если e—h= 
=uEU, то #==— и ФП(=— О). С другой стороны, 
если hE @П(=— 0), h—=e—u, то е—ВЕО и h принад- 
лежит ядру. Поэтому это ядро совпадает с пересече- 
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нием $П(= —0), и, следовательно, нужно, чтобы нор- 
мальный делитель Н совпадал с этим пересечением. 
Легко понять, что если отмеченное равенство выпол- 
няется для некоторого U, то оно выполняется и для U, 
равного идеалу, порожденному множеством е—Н. Обо- 
значим этот идеал через U (fH). В общем же случае, 
если для нормального делителя H взять идеал U (Н) = О, 
то группа @/H только гомоморфно вкладывается в 2/0. 

Рассмотрим теперь один конкретный случай. 

Пусть © — линейная группа. Через L, как и раньше, 
обозначается алгебра, совпадающая с линейной обо- 
лочкой группы @. Группу © будем рассматривать также 
как действующую относительно (правого) регулярного 
представления алгебры L. Через с ($) и 1(Ф) мы обо- 
значим а- и 1-радикалы действующей группы ©, свя- 
занные с таким представлением. Можно также опреде- 
лить и В-радикал, но, как мы увидим, этот радикал 
совпадает с 1-радикалом. Ясно, что 1 (©) — локально 
нильпотентная группа. Пусть еще a(L) обозначает ра- 
дикал Джекобсона алгебры L. Мы знаем ‚ (п. 3.1.3), 
что имеет место следующее соотношение: 


а (G)= GN (e —<(Г)). 


Согласно предыдущему теперь можно говорить и 
о линейной группе ©/а (©) — ее линейной оболочкой 
служит полупростая алгебра Га (Г). В этом смысле 
группу @/a(G) будем называть полупростой линейной 
групной. 

Если линейная группа © полупростая, то очевидно, 
что © (©) совпадает с единицей. Обратное, вообще 
говоря, неверно. Можно лишь утверждать следующее. 
Обозначим через © групну всех обратимых элементов 
из <@>. Если а (©) совпадает с единицей, то как ©, 
так и @— полупростые группы. В самом деле, все 
элементы из = — (Г) обратимы и, следовательно, при- 
надлежат @, так что имеем равенство а (©) =e —a(L). 
Отсюда следует, что равенство единице а (©) равно- 
сильно равенству нулю радикала Джекобсона a(L). 
Заметим, что, хотя при & (©) = Е группа © может не 
быть полупростой, при естественном отображении 


E> Г.|& (Г) группа ® изоморфно вкладывается в полу- 
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простую алгебру L/a(ZL), т. е. может рассматриваться 
как полупростая. 

Итак, изучение произвольных линейных групп суще- 
ственно зависит от знания полупростых групп. Рассмо- 
трим теперь тот частный случай, когда группа ® ло- 
кально конечномерна. 

В этом случае радикалы а (©) и 1(©) совпадают 
(п. 4.1.4), а радикал Джекобсона a(L) совпадает с ло- 
кально нильпотентным радикалом Левицкого. Мы дока- 
жем сейчас следующее предложение (А. Е. Залес- 
ский [1]: 

2.1. Если © — локально конечномерная полупростая 
группа, то каждый нормальный делитель из O также 
полуп рост. 

Будем доказывать, что если Н — нормальный дели- 
тель в @, u U — его линейная оболочка, то имеет место 


включение 
а (И) Са(Г). (1) 


Так как Н — нормальный делитель, то при любом 
g@@ отображение и-> и, и ВОИ, есть автоморфизм 
алгебры U. Следовательно, 9 а(() г = (0). Обозначим 
S=La(U). ю — левый идеал в L, и если мы докажем, 
что каждый элемент из S является нильпотентным 
элементом, то этим будет доказано включение 5 С a(L), 
а потому и включение (1). Каждый элемент x из 
можно представить в виде х = Ув.а,, а. ба(0), 5,6 ©. 
Обозначим через [, локальную подалгебру в Г, поро- 
жденную всеми этими g, и а,, и пусть 5, =&(0)П/. 
S)— нильпотентная алгебра, причем при любом g, будет 
9158, =5.. Пусть пр-— индекс нильпотентности 8S). 

сли теперь возвести х в степень п, то, очевидно, мы 
получим сумму, каждое слагаемое которой содержит 
в качестве сомножителя произведение из и элементов 
вида a; или g;la,g;. Все такие слагаемые равны нулю, 
и 1” —=0. Включение (1), а вместе с ним и теорема 
доказаны. 

Заметим еще, что если @ — «замкнутая» подгруппа, 
© — @, то теорема непосредственно следует из связи 
© (©) == — « (Г). Нужно только перейти еще к замы- 
канию Н, которое вместе с НЯ будет инвариантно в ©. 
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Нетрудно проверить, что эта теорема остается спра- 
ведливой и в том случае, когда вместо нормального 
делителя Н рассматривается субинвариантная под- 
группа H (cp. 8 5.2). 

Остановимся теперь на некоторых свойствах ради- 
кала 1 ($). Этот радикал, как мы знаем, совпадает 
с множеством всех финитно стабильных элементов из G, 
лежащих в локально нильпотентном радикале А (6). 
С другой стороны, очевидно, что финитно стабильные 
и унипотентные элементы — это одно и то же. Следо- 
вательно, y(@)— это совокупность всех унипотентных 
элементов из ©, принадлежащих А (©). 

В частности, если группа @ локально конечномерна, 
то ее радикал с (©) совпадает с множеством всех уни- 
потентных элементов из ДА (©), и если в такой группе G 
нет унипотентных элементов, то при переходе к алгебре 
L/a(L) группу @ можно рассматривать как полупростую 
группу. 

Дальше мы заметим, что В-радикал группы @® совпа- 
дает с ее 1-радикалом. 

Действительно, В-радикал порождается локально 
стабильными нормальными делителями из ®. Поэтому 
достаточно установить, что каждый локально стабиль- 
ный нормальный делитель из © в действительности 
является локально финитно стабильным. Пусть H — 
локально стабильный нормальный делитель в © и пусть 
h,, й., ..., 4, — конечное подмножество в H, порождаю- 
щее подгруппу Р. Возьмем теперь в СЁ минимальное 
Е-допустимое подпространство, содержащее элементы 
e—h,, e—h, ..., ¢—h,,— обозначим его через Г,. 
Г, конечномерно, и, следовательно, F действует в L, 
финитно стабильно. Отсюда вытекает, что существует 
такой показатель п, что произведение любых п элемен- 
тов вида = —й; есть нуль. Это означает, что группа F 
стабильна относительно всего пространства Г, и Н — 
локально финитно стабильная группа. 

Отметим дальше следующее интересное свойство 
7-радикала: если задано точное представление алгебры 
[LE —=<©> относительно некоторого векторного простран- 
ства G, то имеет место равенство тв (©) =1 (Ф). Дока- 
зательство здесь достаточно очевидно. Для двух других 
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радикалов (a- и В-) выполняются только включения 
а ($) Са, ($) и В (©) =т($) СВ, (G). 


Теперь докажем следующую теорему: 

2.2. Пусть © — локально нильпотентная линейная 
группа и Н — ее нормальный делитель, принадлежащий 
унипотентной части 1(©). Если линейная оболочка H 
конечномерна, то внутренняя пара (Н, $) финитно ста- 
бильна. 

Возьмем некоторое точное представление алгебры 
[, = <@> относительно векторного пространства С. Будем 
считать, что условия теоремы выполнены и линейная 
оболочка нормального делителя Н конечномерна. В та- 
ком случае нетрудно понять, что группа Н действует 
в С фивитно стабильно. Допустим, что ряд 


US36, CC CwiseCGaCG G6 


является верхним Н-стабильным рядом подпространств 
в С. Теорему будем доказывать индукцией по длине 
такого ряда. Для рядов с длиной 1 утверждение оче- 
видно, так как в таком случае нормальный делитель Н 
является единичным. Пусть уже установлено, что утвер- 
ждение теоремы справедливо при длинах таких рядов, 
меньших п. 

Обозначим через F Н-централизатор подпространства 
С „1. Так как все а; G-(u Г-) допустимы, то ясно, что 
Г — нормальный делитель в $. Будем показывать, что 
внутренняя пара (ГР, $) финитно стабильна, а затем 
воспользуемся предположением индукции. 

Обозначим еще через F* линейную оболочку мно- 
жества всех элементов вида =— }, ЕР, и рассмотрим 
отображение 

жж: >= — [=]. 


Простая проверка показывает, что это отображение 
является изоморфным вложением группы РЁ в векторное 
пространство Ё*. Образ F при atom отображении в F* 
обозначим через FP”. 

Зададим дальше представление группы G автомор- 
физмами векторного пространства Ё*, полагая 


LOg= gag 
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для Х6Ё* и $6 ©. Легко видеть, что при этом под- 
группа F’C F* оказывается ©-допустимой и что ото- 
бражение * определяет изоморфизм групповой пары 
(Е', $) и внутренней пары (Ё, ®). Так как группа @ 
локально нильпотентна, то внутренняя пара (ГР, @) ло- 
кально стабильна. Следовательно, и пара (F’, ©), а вместе 
с ней и пара (F*,G) локально стабильны. Учитывая 
дальше, что векторное пространство Ё* конечномерно, 
теперь заключаем, что группа © нильпотентна относи- 
тельно Ё*. Но тогда @ нильпотентна и относительно F, 
и финитная стабильность пары (Ё, ©) доказана. 

Теперь остается показать, что пара (H/F, G/F) 
финитно стабильна. 

Исходное представление алгебры Г, индуцирует пред- 
ставление L относительно допустимого подпространства 
G,-;- Пусть U — ядро такого представления. Естествен- 
ный гомоморфизм L->L/U индуцирует гомоморфизм 
группы © в мультипликативную часть алгебры L/U. 
Если [— ядро такого гомоморфизма, то легко понять, 
что [Г] Я —=Р. Итак, мы имеем точное представление 
алгебры L/U относительно векторного пространства 
С, ив Ё/О «лежит» группа ®/Г. ©/Т содержит 'нор- 
мальный делитель HI/I, имеющий, очевидно, конечно- 
мерную линейную оболочку в L/U. HKpome того, ясно, 
что этот нормальный делитель обладает относительно 
С. стабильным рядом длины п— 1. На основании 
предположения индукции заключаем, что внутренняя 
пара (НИТ, ©®/Т) финитно стабильна. Следовательно, и 
пара (H/F, @/F) финитно стабильна. Этим завершается 
доказательство теоремы. 

Отметим два следствия доказанной сейчас теоремы. 

По аналогии с абстрактной теорией групп линейную 
группу @ назовем локально нормальной, если в @ 
имеется локальная система из нормальных делителей G_, 
имеющих конечномерные линейные оболочки. 

2.3. Если группа © совпадает co своим 1-радикалом 
и локально нормальна, то в ней имеется возрастающий 
центральный ряд длины, не большей первого предельного 
порядкового числа ох. 

Действительно, в рассматриваемом случае каждая 
локальная подгруппа ©, принадлежит некоторому члену 
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верхнего центрального ряда в ©, имеющему конечный 
номер. 

Другим следствием является обобщение одной извест- 
ной теоремы Г. Цасенхауза [1]. (Ср. также п. 8.2.2). 

2.4. Пусть Г — локально нильпотентная группа авто- 
морфизмов векторного пространства G (над полем), 
и пусть радикал 1(Г) имеет конечную размерность. 
Тогда, если в С имеется конечный ряд Г-допустимых 
подпространств, во всех факторах которого группа Г 
действует как нильпотентная, то и сама группа Г ниль- 
потентна. 

Пусть [С;] — соответствующий ряд подпространств и 
У — его Г-централизатор. Из условий, с помощью тео- 
ремы Pemaka, сразу следует, что группа Г/Х нильно- 
тентна. 

Так как SC y(C) и 1(Г) — конечномерная группа, 
то из теоремы 2.2 следует, что в У имеется конечный 
центральный в Г ряд. Это уже означает, что группа Г 
нильпотентна. 

Из теоремы 2.2 нетрудно также ввести следующее 
утверждение: если линейная оболочка <С» обладает 
возрастающим рядом идеалов с конечномерными факто- 
рами и группа @ локально нильпотентна, то такая 
группа обладает возрастающим центральным рядом. 

Сделаем теперь одно замечание относительно полу- 
простого случая. 

Пусть © — полупростая линейная группа с алгеброй 
L=<G>. Группа © обладает подпрямым разложением 
на примитивные группы, а алгебра L раскладывается 
в подпрямую сумму примитивных алгебр. 

Рассмотрим связь между такими разложениями. 

Прежде всего, напомним, что как при определении 
радикалах (©), так и для радикала Джекобсонаа (Г) мы 
имеем один и TOT же набор композиционных факторов век- 
торного пространства L, причем достаточно ограничиться 
рассмотрением композиционных факторов вида СО, где 
(И, — некоторый максимальный правый' идеал в L. 

Пусть теперь Z, и }, — соответственно ядра индуци- 
рованных представлений группы © и алгебры Г, отно- 
сительно пространства L/U,. Ясно, что при этом группа 
(5/2. изоморфно вкладывается в алгебру [/3. Этим и 
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устанавливается интересующая нас связь между двумя 
подпрямыми разложениями. 

Заметим еще, что представляет интерес обобщение 
рассматривавшихся выше результатов на линейные 
группы над коммутативными кольцами. Соответствую- 
щая линейная оболочка при этом является алгеброй 
над кольцом. 


$ 4. ГРУППЫ АВТОМОРФИЗМОВ ЛИНЕЙНЫХ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СИСТЕМ 


1. Линейные алгебраические системы. Линейная алгебраи- 
ческая система —это модуль над некоторым ассоциа- 
тивным кольцом, наделенный, возможно, некоторой до- 
полнительной структурой. В частности, кольца (уже 
не обязательно ассоциативные), кольца с операторами 
являются линейными алгебраическими системами. Бо- 
лее общий случай — линейные ®-системы —®-модули. Оп- 
ределяются они следующим образом. 

Пусть задан некоторый левый /.-модуль G и допустим 
еще, что на множестве С определена некоторая система 
алгебраических операций ®. Будем говорить, что С есть 
@-модуль (точнее, [,@-модуль), если все операции из ® 
соответственно полилинейны. Это значит, что если ® — 
принадлежащая 2 п-арная операция, то 


аа... а; 1 (ва, + Ва; а... 4,0 = 
у ° 
— а (аа. ...а, аа... 4,0) +B (aa, ... A;_10)4,,, +. 2,0); 
b= 12.2. heels 


при a, BEL и соответствующих наборах аргументов 
в С. При этом, если п 1, приходится также предпо- 
лагать, что кольцо L коммутативно. Из определения 
следует, что 9-модули являются частным случаем муль- 
тиоператорных групп. Примерами таких 8-модулей слу- 
жат Г-(А-)модули, естественно возникающие из линей- 
ных пар типа (G, Г) и двухсторонних модулей, связан- 
ных с представлениями колец. 

Если Г, — тело или поле, то соответствующий 9-модуль 
можно назвать ®-пространством, или, лучше линейной 
@-алгеброй. В работе A. Г. Куроша [8], например, изу- 
чались свободные линейные ®-алгебры. 
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Можно также рассматривать и многоосновные линей- 
ные алгебраические системы, в частности внешние ли- 
нейные системы. Так, например, всякая (полилинейная) 
функция одной, двух и большего числа переменных, 
определенная на векторном пространстве и принимаю- 
щая значения в основном поле, задает внешнюю линей- 
ную систему. Такие внешние линейные системы имеют, 
как правило, геометрическую природу. 

Если на Г-модуле С определена некоторая дополни- 
тельная система операций, внешних или внутренних, то 
группа всех автоморфизмов возникающей здесь линейной 
системы есть подгруппа полной линейной группы L(G). 
Так, в частности, возникают классические группы (cM., 
например, Ван дер Варден [2]). При изучении групп 
автоморфизмов конечномерных линейных систем над 
полями важную роль играет понятие алгебраической 
группы, которому мы посвятим следующий пункт. 


2. Алгебраические линейные группы. Сразу же заметим, 
что употребляемая здесь алгебраичность имеет другое 
содержание по сравнению с тем, что уже встреча- 
лось Y нас раньше. Рассматриваемые в этом пункте 
алгебраические группы представляют большой инте- 
рес с различных точек зрения. Мы обязаны этим 
понятием тому обстоятельству, что элементы п-мерной 
матричной группы над полем можно рассматривать как 
векторы п?-мерного векторного пространства. Приведем 
определения. 

Пусть вначале Н — некоторое т-мерное векторное 
пространство над бесконечным полем Р, и допустим, 
что в Н фиксирован некоторый базис. В таком случае 
каждый вектор из Н — это т-строка с элементами из Р. 


Обозначим еще через P[z,, 2, ..-, х„|=0О кольцо поли- 
номов над полем Р от коммутирующих переменных 
Ly, Loy ..., Lye Если [(1, т... 2) О и аЕН, то 


имеет смысл }(а) — это элемент поля Р. Таким образом, 
мы приходим к отображению f: а-> } (а) пространства Н 
в поле Р. Отображения такого типа называются поли- 
номиальными отображениями. Нетрудно понять, что 
свойство отображения быть полиномиальным не зависит 
от базиса, хотя при переходе к другому базису меняется 
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соответствующий полином. Легко также проверить, что 
совокупность всех полиномиальных отображений из Н 


ap a ap H 
в Р есть подалгебра линейной ассоциативной алгебры P ’, 
и эта подалгебра инвариантна относительно действия 


группы ГЁ(Н) в алгебре РЯ. Кроме того, заметим, что 
из бесконечности поля Р следует, что указанная алгебра 
полиномиальных функций изоморфна алгебре полиномов 
РИ: 

Допустим далее, что 5 — некотороея подмножество 
в О, и М — совокупность всех элементов из Н, являю- 
щихся корнями каждого полинома из 5. Такое мно- 
жество М называется алгеб раическим многообразием, 
определяемым множеством полиномов S. Если, с другой 
стороны, М — некоторое подмножество в Н, то можно 
говорить о множестве 5 всех полиномов из О, которые 
обращаются в нуль в каждой точке из М. Очевидно, 
что 5 — идеал в О. В силу теоремы Гильберта, каждый 
такой идеал имеет конечное число образующих, и это 
означает, что в Я выполняется условие минимальности 
для алгебраических многообразий. Итак, мы приходим 
к отношениям типа соответствий Галуа между алгебраи- 
ческими многообразиями в Н и определяющими их идеа- 
лами в О. Мы исходили сейчас из некоторого фиксиро- 
рованного базиса в Н, однако ясно, что свойство под- 
множества Mf CH быть алгебраическим многообразием 
инвариантно: если перейти к другому базису, то меняется 
только определяющий идеал. Возможно также и непо- 
средственно инвариантное определение алгебраического 
многообразия, опирающееся на инвариантное определе- 
ние полиномиальных функций (см., например, В. Ше- 
валле [1]. 

Отмеченное сейчас соответствие Галуа составляет, 
как известно, предмет алгебраической геометрии. Нас 
это соответствие интересует в применении к тому слу- 
чаю, когда пространство Н есть n?-MepHoe пространство 
эндоморфиэмов п-мерного векторного пространства С. 


Если в такой ситуации М — некоторое алгебраиче- 
ское многообразие в H, то совокупность всех обратимых 
матриц из М назовем регулярной частью многообразия М. 
Всякая матричная группа, являющаяся регулярной 


$ 41 ЛИНЕЙНЫЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ 303 


частью некоторого алгебраического многообразия, назы- 
вается алгеб раической матричной группой. Другими сло- 
вами, алгебраическая матричная группа — это такая 
подгруппа полной линейной группы которая является 
пересечением этой полной линейной группыи некоторого 
алгебраического многообразия. Это определение, очевидно, 
можно повторить для произвольных конечномерных ли- 
нейных групп — групп, лежащих в конечномерных линей- 
ных алгебрах. 

Теории алгебраических матричных групп посвящена 
значительная литература, в том числе и монографии. 
Уже исходные определения говорят о связях с алгебраи- 
ческой геометрией. Важные применения имеются и в диф- 
ференциальной алгебре (см., например, Е. Колчин [1] и 
И. Капланский [1]), где такие группы играют роль групи 
Галуа. В настоящем параграфе мы ограничиваемся про- 
стейшими фактами, имеющими отношение к нашей теме. 

Перед тем как перейти к примерам, отметим следую- 
щий очевидный, но важный факт: 

2.1. Пересечение любого множества алгебраических 
групп также является алгеб раической группой. 

Все рассматриваемые здесь группы лежат в одной 
общей полной линейной группе. Ясно, что сама полная 
линейная группа является алгебраической — определяю- 
щим идеалом служит при этом нулевой идеал. Рассмот- 
рим другие примеры. 

Легко видеть, что группа всех матриц, имеющих 
определитель, равный единице, есть алгебраическая 
группа. Действительно, если Х — переменная матрица 
с элементами х,,, то уравнение det Х =1, расписанное 
в координатах, определяет указанную специальную 
группу матриц. Приведем дальше следующее предло- 
жение: | 

2.2. Если в — произвольный эндоморфизм простран- 
ства G, mo централизатор этого эндоморфизма в VL(G) 
есть алгебраическая группа. 

Прежде всего, заметим, что если это утверждение 
будет доказано для одного эндоморфизма с, то ввиду 
2.1 оно окажется верным и для любого множества эндо- 
морфизмов. Kak обычно, матрицу, отвечающую эндомор- 
физму <, мы обозначаем через (а„, (с)). Понятно, что 
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элемент ф @ ГГ (G) тогда и только тогда принадлежит цен- 


трализатору эндоморфизма с, когда выполняются соот- 
ношения 


У (Aan (2) вк, (2) — в (9) taj (=O, В FHA, 2, .. п. 


Здесь левые части при фиксированном с записываются 
как полиномы от координат вектора (ав ($)). Этим утвер- 
ждение 2.2 доказано. 

Из него, в частности, вытекает, что в матричной 
группе ГР (С) выполняется условие минимальности для 
централизаторов подмножеств. Опираясь на этот факт, 
в частности, легко строить примеры`групп, He допускаю- 
щих точного матричного (конечномерного) представления 
(ср. И. Капланский [1], стр. 71). 

2.3. Пусть А и В, АС В, — два подпространства 
в @ и пусть $3 = (Б/А) — ГГ (@)-централизатор фактор- 
пространства B/A. Тогда у — алгеб раическая группа. 

Возьмем в пространстве С специальный базис — 
«проходящий» через пару А, В; сначала возьмем базис 
€1, е,....е, в А, затем дополним его до базиса е,,е,,... 

., @, B `В, а последний до базиса e,, е,,..., е, в 
Теперь запишем уравнения: 


т,=—=1, если i=k-+1, 5, 
1,,=0, если ims, «и ij. 


Эти уравнения, очевидно, определяют группу $. Следо- 
вательно, 3 — алгебраическая группа. 

Из этого предложения, в частности, следует, что 
ГЕ (С)-нормализатор любого подпространства из С 
является алгебраической группой. Отсюда же и из 2.1 
следует, что ГА (С)-централизатор любого нормального 
ряда в С является алгебраической группой. В свою оче- 
редь из последнего свойства и из определения а-ради- 
кала вытекает, что если У — произвольная алгебраиче- 
ская подгруппа в ГЁ(С), то радикал ag(S) также 
является алгебраической подгруппой. Особый интерес 
представляет для нас следующее предложение: 

2.4. Если в пространстве G определена еще некоторая 
система операций 2, относительно которой G есть ли- 
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нейная ®-алгебра, то группа всеф автоморфизмов такой 
алгеб ры является алгеб раической группой. 

Пусть «Е — одна из таких операций, пусть эта 
операция т-арна и пусть У — указанная группа авто- 
морфизмов. Для задания операции ® достаточно знать 
всевозможные разложения 


п 
ее, oe C4 OS Da gig... taken 

k=1 
где е;, — элементы некоторого базиса е,, &, ..., &, BG 
И бух... — соответствующие структурные константы. 
Кроме того, элемент с@ ГЁ(С) тогда и только тогда 
принадлежит S, когда при всех 5 Е® и всевозможных 
наборах е;, 


(е; 0) (е;.5)... (Cig) © == (езе,, ... Cs.) о. 


Этим соотношениям отвечают координатные соотно- 
шения, левые части которых — некоторые полиномы из Q, 
в которых участвуют структурные константы. Такие 
полиномы определяют группу У, что и требовалось. 

В частности, если на С определена еще ассоциатив- 
ная или лиева алгебра, то группа всех автоморфизмов 
такой алгебры является алгебраической группой. 

Понятно, что такое же утверждение применимо и 
к группам автоморфизмов внешних линейных систем, 
определяемых некоторыми полилинейными функциями. 

В связи с этими замечаниями естественно возникает 
следующий вопрос: верно ли, что для всякой алгебраи- 
ческой подгруппы из I'L (С) можно так определить поли- 
линейные операции в С (внешние или внутренние), 
чтобы заданная группа была группой всех автоморфиз- 
мов возникающей здесь линейной системы? Ситуация 
здесь аналогична той, которую мы имели в п. 2.3.3. 
Нетрудно проверить, что если ХУ — группа всех треуголь- 
ных матриц заданного порядка над полем Р, — такая 
группа, очевидно, является алгебраической, — то каждая 
полилинейная У-инвариантная (внутренняя) операция w 
одноместна и имеет вид со —ас, gGG, аЕР. Но все 
эти операции инвариантны относительно соответствую- 
щей полной линейной группы, так что нужной Галуа- 
замкнутости здесь нет. 
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Обозначим дальше через А алгебру всех полиномов 
от п переменных над полем Р. Если выбрать базис в G, 
то все элементы из К можно трактовать как функции, 
определенные на С и со значениями в Р. Как уже отме- 
чалось, группа ГЁ(С) при этом действует в К в каче- 
стве группы автоморфизмов. Легко проверить следующее 
утверждение. 

2.5. Если fEK, то ГЕ(С)-централизатор } есть 
алгеб раическая группа. 

Подобное утверждение можно сформулировать на. 
основе регулярного представления и для элементов 
алгебры О. Не каждая алгебраическая группа опреде- 
ляется такими своими инвариантами, однако известно 
(см. К. Шевалле), что каждая алгебраическая линейная 
группа определяется конечным набором своих полуинва- 
риантов (собственных векторов) в О. Опираясь на это 
важное свойство, Ю. И. Мерзляков показал, что каждая 
алгеб раическая линейная группа над полем нулевой Za pak- 
теристики рационально изоморфна некоторой группе 
матриц, определяемой конечным набором полилинейных 
операций. Этот факт интересно сопоставить с приведен- 
ным выше замечанием об отсутствии Галуа-замкнутости, 
также принадлежащим Ю. И. Мерзлякову. 

Докажем теперь следующую теорему: 

2.6. Пусть подгруппа SCT L(G) содержит алгеб раи- 
ческую подгруппу Ф конечного индекса. Тогда и сама 
группа УХ является алгебраической. В частности, всякая 
конечная подгруппа из ГГ (С) является алгеб раической. 

Пусть группа Ф определяется идеалом 5 из О и пусть 
G1, dy, ..., в, — полная система представителей правых 
смежных классов ХУ по Ф. Ясно, что элемент с @ ГР (С) 
тогда и только тогда принадлежит У, когда при неко- 
тором #=1,2,..., Ё элемент 0! принадлежит Ф. Обо- 
значим еще через U идеал в О, отвечающий группе >, 
т. е. состоящий из всех fG@Q, обращающихся в нуль 
на каждом элементе из >. Нужно показать, что если 
обратимый элемент принадлежит алгебраическому много- 
образию идеала U, то он принадлежит и У. Допустим, 
что это не так, и пусть $ — противоречащий этому 
условию элемент. Тогда при любом i=1, 2, ..., k ane- 
мент фо; не принадлежит Ф, и следовательно, для 
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каждого такого i найдется |, 65, что f; (фот 1) 5-0. Пусть 


к 
7 (3) = ПА (со). Heno, что {60 и} ($) 20. Мы пришли 


к противоречию. Таким образом, идеал U определяет 
группу УХ, и S— алгебраическая группа. 


Нетрудно также показать, что нормализатор любой 
алгебраической подгруппы из T'Z(G) также является 
алгебраической подгруппой. 


Понятие алгебраического многообразия позволяет 
ввести специальную топологию. Учитывая, что объеди- 
нение конечного числа и пересечение любого числа 
алгебраических многообразий также является алгебраи- 
ческим многообразием, алгебраические многообразия 
можно принять за систему замкнутых множеств. Так 
мы приходим к топологии Зарисского. В частности, 
можно говорить о топологии Зарисского в п?-мерном 
пространстве всех линейных операторов п-мерного век- 
торного пространства G. Эта топология индуцирует 
топологию в ГЁ((), причем замкнутые подгруппы — это 
в точности алгебраические группы. Эта введенная алгеб- 
раическими средствами топология не так уж плоха. 
Во-первых, нетрудно проверить, что замыкание под- 
группы есть подгруппа и замыкание нормального дели- 
теля — нормальный делитель. Из предложения 2.2 непо- 
средственно следует также, что замыкание абелевой 
подгруппы также является абелевой подгруппой. Кроме 
того, из приведенного только что замечания легко 
вывести следующее утверждение: если S u Ф — подгруппы 
в ГЁ(@), причем У— нормальный делитель в Ф, то 
замыкание подгруппы У является нормальным делителем 
в замыкании подгруппы Ф. 


Имеет место также следующая теорема: 

2.7. Замыкание разрешимой подгруппы из ГГ (@)— 
также разрешимая подгруппа. Замыкание нильпотентной 
подгруппы снова является нильпотентной подгруппой. 

В действительности мы будем доказывать следующее 
более общее предложение: если матричная группа 
Ус ГЁ(С) удовлетворяет некоторому групповому тожде- 
ству и (11, 1.,..., Z,)==e, то этому же тождеству удовле- 
творяет и замыкание У. 
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Возьмем в У фиксированный набор элементов а., аз,... 

.., а, и пусть Х — подмножество в ГЁ((), состоящее из 
всех х, удовлетворяющих условию и (х, dy, а.,..., A,) =e. 
Легко понять, что Х — замкнутое подмножество в L(G). 
Так как SC X, то и У'С Х. Следовательно, при любых 


а», 45, .-., GCS, и жЕхХ выполняется соотношение 
W(X, а, dg, ..., @,)==е. Дальше применяем индук- 
цию. Допустим, уже установлено, что при любых 
Ly, Loy ... OES и а, ад... а,» выполняется 
W(X, Loy ... Leys а, ад, ++», @)=е. Возьмем 
/ 
Ajay, ... &E@3S и а, a, ... @_,63, и пусть 
Х — множество всех Z,, удовлетворяющих условию 
и (Ay, Ay, ... а, Lj, ад, ..., @,)==е. Это множество 


замкнуто в ГЁ((С), и так как УСХ, то и УСХ. 
Таким образом, индукция проведена, и теорема до- 
казана. 

Teopemy 2.9 интересно сопоставить со следующими 
двумя теоремами, которые приведем без доказательств 
(см. В. П. Платонов [1]. 

2.8. Всякая периодическая алгебраическая матричная 
группа над полем нулевой характеристики конечна. 

2.9. Локально нильпотентная алгебраическая группа 
(над любым полем) всегда нильпотентна. 

Первая из этих теорем означает, в частности, что 
замыкание периодической группы может уже не быть 
периодической группой, а из второй аналогичное заме- 
чание следует для локальной нильпотентности. Кроме 
того, мы видим, что алгебраичность выступает здесь 
в качестве условия конечности. 

В упомянутой работе В. П. Платонова приводится 
также следующее предложение: 

2.10. Неприводимая нильпотентная группа УХ тогда 
и только тогда алгебраична, когда ее центр является 
алгеб раичеёким. 

Отметим далее, что точка зрения топологии Зарис- 
ского позволила получить ряд очень глубоких фактов, 
параллельных структурным теоремам о лиевых группах. 
Этот топологический подход оказался весьма плодотвор- 
ным в чисто алгебраической проблематике. По-видимому, 
было бы интересно в какой-то мере развить эти идеи 
и для бесконечномерного случая. 
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В заключение пункта приведем некоторые замечания 
о расщеплениях. Будем говорить, что эндоморфизм с 
расщепляем, если его можно представить в виде о = 
—Ф--ф, где ф — полупростой (вполне приводимый) эн- 
доморфизм и ф— нильпотентный эндоморфизм, причем 
фи ф перестановочны. Из формы Жордана непосред- 
ственно следует, что если основное поле алгебраически 
замкнуто, то каждый эндоморфизм соответствующего 
пространства расщепляем. Имеет место также следую- 
maa теорема (И. Шевалле [1]: 

2.11. Если конечномерное векторное пространство С 
задано над совершенным полем, то каждый эндоморфизм 
такого пространства однозначно расщепляем, причем ком- 
поненты расщепления выражаются как полиномы от 
истодного эндоморфизма. 

Доказательство этой теоремы мы приводить не будем 
и заметим только, что в работе Ч. Heptuca [3] приво- 
дится обобщение ее на локально алгебраические эндо- 
морфизмы. 

Если автоморфизм с расщепляем и 9 -+ b — соответ- 
ствующее расщепление, то ф— также автоморфизм и 
можно записать о=ф (= $14). При этом автоморфизм 
ф == ф\Ф является унипотентным и разложение с = 
—=-’ называется мультипликативным расщеплением 
автоморфизма в. Здесь ф и Yb’ также перестановочны. 

Приведем теперь следующее определение: линейная 
группа Г называется расщепляемой, если все ее эле- 
менты (мультипликативно) расщепляемы, причем компо- 
ненты расщепления каждый раз также принадлежат Г. 
Из 2.11 вытекает, что полная линейная группа над co- 
вершенным полем всегда расщепляема. В теории алге- 
браических групп важную роль играет следующая тео- 
рема (А. И. Мальцев [8], А. Борель [1]: 

2.12. Каждая алгебраическая группа над совершенным 
полем расщепляема. 

Из этой теоремы непосредственно вытекает следую- 
щий интересный для нас факт: если основное поле со- 
вершенно и над С задана некоторая линейная алгебраи- 
ческая система, то компоненты расщепления каждого 
автоморфизма этой системы также являются ее авто- 
морфизмами. 


310 ГРУППЫ АВТОМОРФИЗМОВ ВЕКТ. ПРОСТРАНСТВ (MI. ТУ 


3. Регулярные автоморфизмы линейных систем. Как уже 
отмечалось, одной из интересных задач теории алгебраи- 
ческих систем является изучение связей между абстракт- 
‘ными свойствами системы и симметриями этой си- 
стемы. 

В связи с этой задачей для групп, и вообще для муль- 
тиоператорных групп, 0с0бое значение приобретают 
регулярные автоморфизмы, т. е. автоморфизмы, оставляю- 
щие неподвижной только единицу (или, для Q-rpyon, 
нуль) группы. Никакой нильавтоморфизм, конечно, 
не является регулярным автоморфизмом, и регулярные 
автоморфизмы и нильавтоморфизмы в некотором смысле 
противоположны. 

Сейчас мы рассмотрим некоторые факты, связанные 
с регулярными автоморфизмами ®-модулей, а в п. 6.1.5 
пойдет речь о регулярных автоморфизмах групп. 

Всюду дальше ®-модули будут рассматриваться над 
полями; легко видеть, что в рассматриваемых здесь за- 
дачах основное поле всегда можно предполагать алге- 
браически замкнутым. Нам понадобятся вначале неко- 
торые сведения об эндоморфизмах векторных пространств 
над алгебраически замкнутыми полями. Приведем эти 
сведения. 

Пусть С — векторное пространство над полем Р, и 
с —— эндоморфизм этого пространства. Как известно, эле- 
мент AGP называется собственным значением эндомор- 
физма с, если для некоторого аЕС, а-20, будет ас = 
—^а, или, что то же, а (с — ^е) =0. Каждый такой эле- 
мент а называется собственным вектором эндоморфизма с, 
отвечающим собственному значению A. Если AGP не 
является собственным значением для с, то эндоморфизм 
o—he является мероморфизмом. Для каждого собствен- 
ного значения A оператора с через G, обозначим верх- 
нее ядро оператора с — Ле и, по аналогии с конечно- 
мерным случаем, это С, назовем корневым подпростран- 
ством BG, отвечающим корню A. С, состоит из всех 
таких а@С, для которых при некотором Ё выполняется 
равенство а (<— Хе} = 0. 

Допустим далее, что с — локально алгебраический 
эндоморфизм (или, что то же, внешне алгебраический 
эндоморфизм, cp. п. 2.0.4). 
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Это означает, что для каждого aGG найдется такой 
полином f(x) с коэффициентами из Р, что а} (с) =0. 
Полином минимальной степени с таким свойством на- 
зывается минимальным полиномом эндоморфизма с OT- 
носительно элемента а; обозначим его через 9, (x). Если 
а} (с) = 0, то f(x) делится на Ф,(х). Теперь понятно, что 
если аЕС,, то минимальный полином относительно 
этого а имеет вид (x—A)*. Число k, входящее сюда, 
назовем порядком элемента а относительно с — de. 

Имеет место следующая теорема: 

3.1. Если поле Р алгебраически замкнуто, то эндо- 
морфизм с тогда и только тогда является локально ал- 
гебраическим, когда пространство G распадается в пря- 
мую сумму всех корневых подпространств оператора с. 

Пусть Р — алгебраически замкнутое поле и пусть 
вначале с— локально алгебраический автоморфизм. 
Пусть дальше С», G,,, ..., @„— некоторое конечное 
множество корневых подпространств оператора с. До- 
пустим, что имеет место равенство 


Ay —а, а... а», 


где а, @(»,, 1=0, 1,..., т. Для каждого а; найдем по- 
казатель и, такой, что а, (< — h,e)"* —0. Пусть дальше 
f(t) = (в — м (w@— 2)... — Л). Как (o— hye), так 
и f(s) аннулируют элемент ах. Беря дальше u(x) и v(z) 
такие, что и (2) } (5) о (х (2) o== 1, мы получим: 


a, = a, (U (3) } (с) 6 (3) (5 — №, е)"з) = 
= а} (с) и (с) + а, (6 — Ape)” (с) = 0. 
Этим доказано, что сумма всех корневых подпро- 
странств оператора с является прямой суммой. Нужно 
показать, что эта сумма совпадает с С. Пусть а — про- 
извольный элемент BG. Так как с — локально алгебраи- 
ческий эндоморфизм, то в С найдется конечномерное 
с-инвариантное подпространство Н, содержащее а. Co- 
гласно конечномерной теории Я является прямой сум- 
мой корневых относительно с подпространств. Но каж- 
дое корневое подпространство в HA является частью 
соответствующего корневого подпространства BG. Та- 
ким образом, а принадлежит сумме корневых подпро- 
странств, и в одну сторону утверждение доказано. 
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В обратную сторону оно легко следует из общей тео- 
ремы 3.3.2.1. 

Как известно, теория локально алгебраических эн- 
доморфизмов во многом параллельна теории периодиче- 
ских абелевых групп. Так, в частности, приведенная 
сейчас теорема имеет своим аналогом утверждение о том, 
что каждую периодическую абелеву группу можно раз- 
ложить на примарные компоненты. Нетрудно найти ана- 
лог и для следующего утверждения. Если с — алгебраиче- 
ский эндоморфизм (т. е. являющийся корнем некоторого 
полинома), то ему отвечает конечное число корневых 
подпространств, и каждое С, есть прямая сумма инва- 
риантных относительно с конечномерных подпространств 
ограниченной в совокупности размерности, причем та- 
ких, что в каждом из них с—^Аз действует как ниль- 
потентный эндоморфизм. Этот параллелизм находит 
объяснение в общей теории модулей над кольцами глав- 
ных идеалов. Легко также понять, что если основное 
поле алгебраически замкнуто, то эндоморфизм с тогда 
и только тогда является локально алгебраическим, когда 
в С имеется возрастающий о-инвариантный ряд с одно- 
мерными факторами. 

Допустим далее, что С — линейная Q-anreOpa над 
‘алгебраически замкнутым полем Р относительно некото- 
рой системы онераций ®, и пусть с — локально алгебра- 
ический эндоморфизм алгебры С. Мы покажем, что 
если ш — п-арная операция из Q, а, а.,..., а, — эле- 
менты в G, причем а, © (»,, то аа... . аль @ Ц»л...2.. При 
этом все h здесь связаны сои не обязательно раз- 
личны, и, кроме того, мы считаем, что С» ›,...л„ = 0, если 
Я Иа oa не является собственным и. 

ведем обозначения: если a,@G,,, то пусть а® = 
= ao—,e)". Из этих обозначений следует, что ао = 
— ^,а® + а*+), и кроме того, при некотором # будет 
a) —0. Для данного упорядоченного набора элементов 
(а, а.,..., а,) = Х будем рассматривать всевозможные 
элементы вида alialt)...altdw, Такие элементы усло- 
вимся называть здесь Х-влементами, а сумму показа- 
телей & | А.-...--Ё, назовем степенью Х-злемента. 
Используя тот факт, что в— эндоморфизм, непосред- 
ственной проверкой убеждаемся, что элемент а()а%№)... 
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. ао (< — №^,...^„е) есть линейная комбинация не- 
которых Х-элементов, имеющих степени строго большие, 
чем Sk,. Пусть теперь элемент а; имеет относительно 
с— ^,е порядок &,. Тогда, если а то элемент аа... 

d,0 (< —^^....^„е)’ =6 есть линейная комбинация 
некоторых Х-элементов, в каждом из которых среди 
«сомножителей» имеется хотя бы один нуль. Но тогда 
ясно, что 6 —=0 и аа... .а® @ Сл»... дн. 

Отметим далее, что регулярность автоморфизма с озна- 
чает, что среди собственных значений этого автомор- 
физма нет единицы. 

Мы продемонстрируем теперь главную идею следую- 
щей теоремой (здесь и дальше мы следуем в основном 
работе Е. Патерсона [1]: | 

3.2. Пусть G— ассоциативная линейная алгебра над 
некоторым полем P, допускающая алгебраический регу- 
лярный автомо рфизм с. В таком случае G нильпотентна. 

Пусть Л, ^.,..., A,— все собственные значения авто- 
морфизма с (будем считать, что поле Р алгебраически 
замкнуто). Будем показывать, что произведение любых 
k+-1 элементов из С есть нуль. Достаточно рассмот- 
реть случай, когда все сомножители берутся из корне- 
вых подиространств. Допустим, что при некоторых 

а; @(,, т и ..@,: отлично от нуля. Тогда 
и все аа....а, (r<k-+1) также отличны от нуля, 
и, следовательно, каждое произведение Ay Ag,-..Ag, CO- 
держится в наборе A,, A,,..., A,. Tak как таких про- 
изведений достаточно много, то по крайней мере два 
из них совпадают. Последнее означает, что Aga. hu, =1 
для некоторых р и 49, удовлетворяющих условию. 1< 
<p<q<k-+1. Так как единица не является собствен* 
ным значением, то мы приходим к равенству нулю эле- 
мента d,,,---@,. Это противоречит исходному предполо- 
жению о том, ‘что а.а....а,.1 520. Следовательно, всегда 
аа. . аи = 0 и С — нильпотентная алгебра. 

Различные обобщения этой теоремы могут быть по- 
лучены сведением этих обобщенных ситуаций к рассмот- 
ренной здесь. 

Понятно также, что если в теореме 3.2 исходить из 
того, что с — локально алгебраический регулярный авто- 
морфизм и алгебра С локально конечномерна, то С при 
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этом — локально нильпотентная алгебра. Вообще же 
дополнительные ограничения на регулярный автомор- 
физм здесь необходимы. Действительно, если С — неко- 
торый ®-модуль и Г= {5} — бесконечная циклическая 
группа, то, исходя из регулярного представления Г 
(см. п. 2.1.4), мы можем рассматривать с как автомор- 
физм дискретной прямой суммы @ = УС, где С, — экзем- 
пляры С, сопоставляемые элементам ф из Г. Такой 
с является регулярным автоморфизмом ®-модуля G. Что 
касается G, то здесь имеется достаточно большой про- 
U3BOJ. 

Приведем сейчас одно вспомогательное предложение. 

3.3. Пусть @ — линейная ®-алгебра и Н — ее идеал, 
допустимый относительно автоморфизма o, причем та- 
кой, что Н (‹—е) =Н. Гогда, если с — регулярный авто- 
морфизм ®-алгебры G, то с действует как регулярный 
автоморфизм и в G/H. 

В самом деле, пусть (a-+H)soc—a+dH. Тогда 
а (с —е) ЕН и, следовательно, найдется БЕН такой, что 
a(s — e) = b(s —е) или (а — b)o =a — 6. Из регулярности с 
в С теперь следует а=6 un a+t+H—H. 

Покажем, что свойство H(s—e)—H выполняется 
для каждого алгебраического и регулярного автомор- 
физма с. Пусть с — алгебраический регулярный автомор- 
физм. Тогда при некоторых коэффициентах выполняется 
соотношение 


ще а, (< — =) |... На, (< — =)" =0. 
Так как с — регулярный автоморфизм, то 2,40. Если 
теперь hE H, то a==—h[a,e+ ... На, — < —9) 6 
ЕН (<— =), т. е. AEH (s—8). Это означает, что HC 
СН (< —е) и H=H(s—®8). 

Отмеченное сейчас свойство верно и для локально 
алгебраического регулярного автоморфизма. 

В $ 1.2 для произвольных ®-групп с условием мини- 
мальности для идеалов был определен (ко-)радикал (Ал- 
берта) — пересечение всех идеалов, фактор-группы по 
которым вполне приводимы и без центра. В частности, 
можно говорить о таком радикале для линейных Q-an- 
гебр с условием минимальности для идеалов. Пусть G— 
такая Э-алгебра и 55 (() — соответствующий радикал. 
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Тогда G/R (С) — вполне приводимая ®-алгебра без центра, 
и следовательно, в ней имеется единственное разложе- 
ние на простые слагаемые. 

Докажем теперь следующую лемму: 

3.4. Пусть @ — линейная ®-алгеб pa с условием мини- 
мальности для идеалов и с— локально алгеб раический 
регулярный автоморфизм С. Тогда либо $} (4) = 4, либо 
в а найдется такой идеал Н, что G/H — простая 8-ал- 
гебра, в которой некоторая степень с индуцирует. регу- 
лярный автоморфизм. 


Пусть С 525% (С) и пусть 
G/R(G)=G6 =G6,+G,+... +4, 


— разложение фактор-алгебры на простые слагаемые. 
Автоморфизм с индуцирует регулярный автоморфизм BG, 
и так как разложение здесь единственно, то с пере- 
ставляет слагаемые. Следовательно, при некотором по- 
казателе Ё будет Сс" —G,. Пусть этот k является наи- 
меньшим с указанным свойством, и допустим, что для 
некоторого ЕС, имеем 2о’—х. Очевидно, что если 
7—4--15-...-- 10", то fog. Так как с действует 
в С регулярно, то у=0. Учитывая, что все 25, при 
т=^О принадлежат различным слагаемым, заключаем 
отсюда, что х=0 и с" действует регулярно на G,. Этим 
лемма доказана. 

Эта лемма позволяет получить некоторые другие ре- 
зультаты о конкретных типах 9-алгебр, допускающих 
регулярные автоморфизмы. Из нее, в частности, легко 
вывести, что если К — ассоциативное кольцо с условием 
минимальности, допускающее регулярный автоморфизм с 


такой, что 
R(K) (< —e) = (К), 


то К нильпотентно. Для доказательства этого утвер- 
ждения достаточно вспомнить, что простое кольцо с 
условием минимальности содержит единицу и, следо- 
вательно, не имеет регулярных автоморфизмов. Поэтому 
К =<\ (К). Кроме того, имеем следующую теорему: 

3.5. Если С — конечномерная лиева алгебра над полем 
характеристики нуль, допускающая регулярный авто- 
морфизм, то G разрешима. 


316 ГРУППА АВТОМОРФИЗМОВ BEHT. ПРОСТРАНСТВ [ГЛ. ТУ 


Простых алгебр с этим свойством нет, это доказано 
в работе Бореля—Мостова [1], и в силу 3.4 теперь 
имеем G=Q(G). С другой стороны, в теории лиевых 
алгебр известно, что St (G)— разрешимая алгебра. 

Результат, аналогичный теореме 3.95, для полей про- 
извольной характеристики доказан в работе В. А. Крек- 
нина [1] в предположении, что соответствующий регу- 
лярный автоморфизм имеет конечный порядок. При этом 
алгебра Ли не предполагается конечномерной. С другой 
стороны, как показал Г. Хигмен [2], каждая лиева ал- 
гебра, допускающая регулярный автоморфизм простого 
порядка, нильпотентна. Здесь же имеются некоторые 
оценки, связанные с классом нильпотентности. (См. 
также Крекнин—Кострикин [1].) 


4. Разное. Пусть С — 9-полугруппа с единицей (в том 
смысле, как она определена в первой главе) и а дистри- 
бутивный и одновременно обратимый элемент BG. Легко 
видеть, что а! — также дистрибутивный элемент и ото- 
бражение «>a ‘za есть автоморфизм 8-полугруппы С. 
Такой автоморфизм называется внутренним и обозна- 
чается через dG. Множество всех внутренних автомор- 
физмов 9-полугруппы С есть подгруппа в группе Aut (С) 


всех автоморфизмов. Легко также видеть, что при лю- 
^^ 
бом сб А (С) выполняется с`'4в = ас, т. е. группа внут- 


ренних автоморфизмов является нормальным делителем 
в группе всех автоморфизмов. Все сказанное сейчас 
применимо, в частности, к ассоциативным кольцам. 
Если же в кольце нет единицы, то при определении 
внутреннего автоморфизма можно исходить из обрати- 
мости в присоединенном умножении. 

Идея внутреннего автоморфизма применима к раз- 
личным классам общих алгебр, если под внутренними 
автоморфизмами понимать автоморфизмы, определяемые 
внутренними средствами. При этом каждый раз можно 
специально уточнять, что такое «внутренние сред- 
ства». | 

Такого рода исследование проводилось, например, 
Б. Чакань, причем при подходящих определениях внут- 
ренние автоморфизмы составляют здесь нормальный де- 
литель в группе‘ всех автоморфизмов. 


g§ A] ЛИНЕЙНЫЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ 317 


Приведем далее некоторые замечания 00 автомор- 
физмах полных колец линейных операторов. В этом 
вопросе существенную роль играют полулинейные пре- 
образования, и мы остановимся на них несколько под- 
робнее. Пусть С — левый Г-модуль. Если этот модуль 
рассматривать как пару (тоже левую) (L, С), то в со- 
ответствии с общими рассмотрениями второй главы эн- 
доморфизм такой пары —это отображение p. == (х, с) такое, 
что; в: @-> ("= (°— эндоморфизм абелевой группы С, 
и: С — [№ =[" — эндоморфизм кольца L и, кроме того, 
(Aa)* = ^№а" при любых ЛЕГ и аЕС. Если в, = (<, “и 
и. == (т,, 5.) — такие эндоморфизмы, то и произведение 
UP. == (t,t), 916.) также является эндоморфизмом. Полу- 
линейным преобразованием Г[Г-модуля С называется такой 
, = (=, <), в котором с — автоморфизм L. При этом в по- 
лулинейном преобразовании в первую очередь нужно 
видеть с — эндоморфизм абелевой группы С, которому 
придан некоторый с. 

Полулинейные преобразования образуют полугрупцпу, 
а обратимые полулинейные преобразования составляют 
группу. Линейное преобразование — это частный случай 
полулинейного. Нетрудно понять, что если |. — обрати- 
мое полулинейное преобразование и с — линейное пре- 
образование, то wou — также линейное преобразование, 
и отображение с-> ‘ор есть автоморфизм кольца К = 
—Н (С) всех линейных операторов модуля С. Таким 
образом, каждое полулинейное преобразование индуци- 
рует автоморфизм кольца К. Замечательным является 
то обстоятельство, что в хороших случаях каждый авто- 
морфизм кольца А получается указанным образом (см., 
например, Р. Бер [7]). Перейдем к матричному языку. 

Пусть Г, — кольцо © единицей и модуль С представ- 
лен в виде прямой суммы свободных циклических мо- 
дулей: 


а — УГе, аЕГ. 


Если, далее, х — некоторый автоморфизм кольца L, то 
сопоставим ему автоморфизм с. абелевой группы G по 
правилу: если а=>У^А,е,, то аз. =У\№е. Легко видеть, 
что |. — (<, в.) есть обратимое полулинейное преобразо- 
вание. Если теперь в == (т, с) — произвольное полулиней- 
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ное преобразование модуля С и вв. == (т, с.), TO pe pol 
—у-— уже линейное преобразование, и мы получаем рас- 
щепление |, —=у. в. Отсюда следует, что группа Г всех 
полулинейных (обратимых) преобразований представима 
в виде полупрямого произведения Г —=ГЛФ, где Г— 
полная линейная группа модуля G,u Ф — группа, изо- 
морфная группе автоморфизмов кольца L. 

Пусть теперь в == (<, с) — обратимое полулинейное пре- 
образование и pw. Здесь v— автоморфизм модуля С, 
и следовательно, автоморфизм в кольце A, индуцируе- 
мый |, сводится к внутреннему автоморфизму в Ки 
автоморфизму, индуцируемому специальным полулиней- 
ным преобразованием |^.. Рассмотрим, как реализуется 
такой специальный автоморфизм, если элементы из К 
рассматривать как матрицы. При этом элементы из С 
рассматриваются как строки. 

Пусть &— строка, А — матрица из А, и в =... Тогда 
для любого aG@J имеем: 


(av - A)" (а) = [(a*™ - A) (&)Г =| 2 av (8) - A (8, г) = 
= (a8) + А (В, а))* = №а(8) - (A (8, a)" = (@- A) (а). 


Таким образом, указанный автоморфизм в каждой Ma- 
трице A заменяет значения: 


А (В, а) > (А (В, «))* = А" (В, а). 


Пусть, далее, с— некоторая подстановка на мно- 
жестве J. Положим: | 


A’ — A’ (а, 8) = А (ao, Bor), 


Простая проверка показывает, что отображение 4 -> A” 
является автоморфизмом матричного кольца. Указанный 
автоморфизм является в действительности внутренним 
автоморфизмом кольца К. 

Чтобы убедиться в этом, элементы из А, как и раньше, 
будем рассматривать как операторы пространства ко- 
нечнозначных функций 2(a), определенных на J со зна- 
чениями в Д. При этом, если АЕК, то имеем: 


(24) (a) = 2 a(y)A(y, а). 
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Дальше положим a (а) =4 (ас`'), и теперь имеем: 


(24°) (a) = а (1) A’ (1, в = Baca 1, go!) — 
= 3) (197) A (10, a0) = (А) (as) = (А) (2). 


Отсюда, если отображение 4 (а) —> а4°(х) реализуется Ma- 
трицей В, то а8В АВ —=аА°и А’—= В"АВ 

К группам автоморфизмов колец — ассоциативных и 
лиевых — применимы, конечно, общие рассмотрения пре- 
дыдущей главы. В случае колец дополнительные факты 
могут быть получены, если учитывать структурные тео- 
рии колец — радикалы и полупростоту, различные коль- 
цевые конструкции. Однако общей теории групи авто- 
морфизмов колец посвящено очень немного публикаций, 
и здесь имеется много интересных проблем. Так, напри- 
мер, было бы интересно более подробно изучать группы 
автоморфизмов стабильного типа при различных пред- 
ложениях относительно колец. Наиболее многочисленные 
и содержательные исследования посвящены описанию 
автоморфизмов различных конкретных колец. 

Мы не будем перечислять относящиеся сюда резуль- 
таты и сошлемся на список литературы. 

По поводу теории Галуа колец сошлемся на книгу 
Н. Джекобсона [4]. 

Приведем еще один результат А. И. Кострикина [1]. 
Отметим вначале, что линейная алгебраическая система 
называется однородной, если группа всех ее автомор- 
физмов действует транзитивно на множестве всех нену- 
левых элементов. 

Пусть теперь С — векторное пространство над неко- 
торым полем Р и пусть еще на С определена некоторая 
бинарная ненулевая операция, относительно которой G 
уже становится линейной алгебраической системой. Тогда, 
если характеристика Р равна нулю, TOG не может быть 
однородной алгеброй. Если же характеристика р>2и 
С — однородная алгебра, то G — антикоммутативная ниль- 
алгебра и Р — конечное поле, в котором число элементов 
4 < dim С — 6. Для характеристики, равной 2, существуют 
однородные алгебры произвольной конечной размерности. 
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При этом антикоммутативность означает здесь, что 
ху-- ут —=0, a «ниль» означает, что при любых хиа ЕС 
и при некотором п выполняется (4... (ха) а)... а= 

п ``» раз 

Отметим, далее, работу Д. М. Смирнова [7], где изу- 
чается группа автоморфизмов группового кольца и рас- 
сматриваются связи этой группы с группой автоморфиз- 
мов базисной группы кольца. До сих пор мало изучен 
следующий общий вопрос. Пусть К — кольцо и Г — под- 
группа его мультипликативной части, аддитивно поро- 
ждающая все А. Интересующий нас вопрос посвящен 
отношениям между группой автоморфизмов кольца K и 
группами автоморфизмов таких Г (при различных допол- 
нительных предположениях). 


$5. ПОЛНАЯ ЛИНЕЙНАЯ И ПОЛНАЯ 
СИММЕТРИЧЕСКАЯ ГРУППЫ 


1. Полная симметрическая группа. Каждая группа авто- 
морфизмов алгебраической системы есть подгруппа неко- 
торой полной симметрической группы, а каждая группа 
автоморфизмов линейной алгебраической системы есть 
подгруппа соответствующей полной линейной группы. 
Здесь мы рассмотрим некоторые свойства этих полных 
групп. Одновременно будет идти речь об автоморфизмах 
таких групп. Основное внимание при этом уделяется 
бесконечному случаю. 

Если а — некоторое множество, то группу всех под- 
становок этого множества мы обозначаем через с. 
Группа Sg с точки зрения абстрактной определяется 
только мощностью множества С. Если х,=|С| — эта 
мощность, то Sg называется также полной. симметриче- 
ской группой степени x,. 

Допустим далее, что у—. некоторое трансфинитное 
число, удовлетворяющее условию О<у<ь. Через 5, 
мы обозначим совокупность всех подстановок из кс, 
перемещающих менее x, элементов из G. 5, является 
нормальным делителем B Sg. Таким образом, “MBI прихо- 
дим к возрастающему инвариантному ряду 


BCA S85 CS, Cer C8, С CSC See : (0 
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Здесь, в частности, 9, — подгруппа, состоящая из всех 
конечных подстановок. Hpome того, через А мы обозна- 
чили здесь обобщенную знакопеременную группу, состоя- 
щую из всех конечных подстановок, представимых 
в виде произведения четного числа транспозиций. 

Нашей ближайшей целью является следующая тео- 
рема: 

1.1. Если |G|>>4, то членами ряда (1) исчерпываются 
все нормальные делители группы Se, и для каждого у все 
нормальные делители в 5,— это члены ряда (1), принад- 
лежащие 5.. 

Для конечного у эта теорема доказана еще Галуа, 
для счетного случая она доказана в работе Шрейера — 
Улама [1], а в общем случае Р. Бером [1]. Конечный 
случай мы рассматривать не будем и начнем с предпо- 
ложения, что С — счетное множество. В этом предполо- 
жении докажем несколько вспомогательных предло- 
жений. 

Приведем вначале несколько определений. Пусть G — 
множество произвольной мощности и с — подстановка 
из Sq. Для каждого натурального или счетного т че- 
рез А, (т) обозначим число (мощность множества) неза- 
висимых циклов длины т, входящих в подстановку о. 
Две подстановки с и ф называются эквивалентными, 
если для этих подстановок функции #, (т) и А, (т) сов- 
падают. Понятно, что подстановки с и ф тогда и только 
тогда эквивалентны, когда они сопряжены в Sg. Если 
подстановки си ф принадлежат 5, и эквивалентны, TO 
они сопряжены уже в 5.. Допустим дальше, что @ — 
счетное множество, и пусть т — возможная длина цик- 
лов. Подстановку с назовем т-бесконечной, если КЁ, (т) = 
— <. с называется вполне бесконечной, если она т-бес- 
конечна при каждом т. Бесконечная подстановка — это 
подстановка, перемещающая бесконечное число элемен- 
тов из G. 

1.2. Для любой бесконечной подстановки с существует 
эквивалентная ей подстановка с’ такая, что ao! — 2-бес- 
конечная подстановка. 


Допустим вначале, что с распадается в бесконечное 
число конечных циклов: 


в = (Ay, а, ..., ак) (ак... ав). + + (@вулу +.) Akg )e es 


322 ГРУППЫ АВТОМОРФИЗМОВ ВЕКТ. ПРОСТРАНСТВ [ГЛ. {У 


В качестве с’ возьмем подстановку 


a’ — (а», Як +1, Ag, «+ ey ky) (2x,425 ат, Ak 4+3, ...) ак). .. 
ee (Ary ;425 Akoptitl» Lkost8. ++ Ake 43) x 


и пусть ~==95. Непосредственно видно, что 
Bho 1? — ЧЕ 4141 И Ako gait? — Akos 1. 


Следовательно, №, (2) = oo. 
Пусть теперь с содержит бесконечный цикл 


ба Coy @ а: oo), 


Введем теперь подстановку с, совпадающую с с для 
всех а=2а; и содержащую бесконечный цикл 


(. e Qo) Qo, As, а, ат, ee eg Чу, @ 44-3, Ag stay (4 ;41, о о aie 
Легко проверить, что если ф == ос’, TO 
@4:+1Ф — @4443 И @4;43$ — @4; 41. 


Это означает, что Kk, (2) == 05% 

1.3. Если с — 2-бесконечная подстановка, mo найдется 
эквивалентная ей подстановка с’ такая, что ос’ —1- и 
бесконечная подстановка. 

Пусть (аи, ay), (аз, 44), (As, а), ...— все 2-циклы, вхо- 
дящие Bo. В качестве o возьмем подстановку, совпа- 
дающую с сдля всех aa, и содержащую 2-циклы 
(а, 4); (а, As), (аа, аз), +++ (Qenirr Teneo)» 

46+» Ignis)» (eniar Lente)» 
Пусть 990. Легко видеть, что 


ae = ат, ао — Qo, aq? — an, Ag —- ag, oe eg 
и значит, №, (1) = co. Вроме того, 
Asp — Ag, Igp — аз, ааф— а, ASP — Ay, ..., 


И следовательно, Ко (2) Go: 

1.4. Если o—1- и 2-бесконечная подстановка, mo най- 
дется эквивалентная ей подстановка с’ такая, что ao — 
вполне бесконечная подстановка. 

Пусть 

(4,, 4), (аз, 4), (ds, аз), ... 
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— все 2-циклы, входящие в подстановку с. Эти циклы 
мы разобъем на счетное множество счетных подмно- 
жеств X,, Xo, ... Циклы, входящие в X,,,,, мы обозна- 
чим через 


(Оо) о бое ЧЕТ) 
а циклы из X,, — через 
(с1, c%), (C2, CY), ... 


Подстановку o’, эквивалентную с, определяем следую- 
щим правилом. В нее входят следующие 2- и 1-циклы 
(по всем 1): 


(bg, 63), (м, 64), ..., (53, 63), 
(08 499 bf чз), ...) (61, bf 1), ...) 
(03,429 Of оз) ... (4 (e419 9? Of аа) sass 
(c4), (3, С1), (с1, ct), ...) 


а в остальном с’ совпадает с в. Эквивалентность си с’ 
вытекает из того, что с 1-бесконечна. Пусть ф==9о’. 
Ясно, что К, (1) =, a для 49.>1 последовательности 
О аа» Beta» О%ьо-5 +++» Scotty g-1 ПРИ каждом натураль- 
ном 5$ составляют 4-циклы в ф, так что К, (4) == со при 
каждом натуральном 4. Легко также проверить, что BO 


входят бесконечные циклы 


о оО C8, C8, 0s) 


Этим установлено, что ф— вполне бесконечная подста- 
новка. 

1.5. Каждая 1-бесконечная подстановка может быть 
представлена в виде произведения двух вполне бесконечных 
подстановок. 

Пусть с — 1-бесконечная подстановка и Ф — произ- 
вольная вполне бесконечная подстановка. Пусть Х — 
бесконечное множество неподвижных относительно ф эле- 
ментов из С. Определим подстановку : если аЕХ, то 
аф —=а, а на множестве Х эта подстановка действует 
так, что А, (т) =, (т) для всех конечных и бесконеч- 
ного т. Б таком случае с и ф эквивалентны. Пусть 


= фф. Тогда для а@Х имеем аф’=аф, и, кроме того, 
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отсюда следует, что $’— вполне бесконечная подста- 
новка. Так как ф =", а ф ис эквивалентны, то утвер- 
ждение доказано. | 

1.6. Каждая бесконечная подстановка может быть п ред- 
ставлена в виде произведения 1-бесконечных подстановок. 

Пусть с — бесконечная подстановка и пусть вначале 
она распадается в бесконечное число циклов. Разобьем 
эти циклы на два подмножества так, чтобы С соответ- 
ственно разбивалось на два бесконечных подмножества 
Xu Y. Пусть фи ф— две подстановки, определяемые 
равенствами: 1$ —= 10 для хЕХ и уф —= у для иуЕУ; 19 =х 
для ХЕХ и yb=—yo для yEY. Обе эти подстановки 
1-бесконечны и o==-ov. Если в разложении с имеется 
лишь конечное число циклов, то среди таких циклов 
должны быть и бесконечные. Мы уже видели, что каждый 
бесконечный цикл может быть представлен в виде про- 
изведения 1- и 2-бесконечных подстановок, и теперь 
рассматриваемое свойство становится очевидным. 

Из всех этих лемм непосредственно вытекает спра- 
ведливость теоремы 1.1 для счетного множества С. 
В самом деле, если У — нормальный делитель в Sg, содер- 
жащий бесконечную подстановку, то из 1.2—1.6 сле- 
дует, что в У содержится каждая бесконечная подста- 
новка, а из 1.2 вытекает, что УХ содержит и все конечные 
подстановки. Следовательно, S==S¢g. Hpome того, как 
и в конечном случае, легко проверяется, что А u S,/A — 
простые группы. 

Для того чтобы доказать теорему 1.1 для множе- 
ства G произвольной бесконечной мощности, сформули- 
руем следующее предложение: 

1.7. Если Х— нормальный делитель группы Sg, содер- 
жащий подстановку с, перемещающую x, элементов, то У 
содержит и всю подгруппу 51. 

Доказывается это предложение в точности теми же 
рассуждениями, что и для счетного случая, только в соот- 
ветствующих местах слово «бесконечность» нужно заме- 
нять словами «мощность x,». Из него следует, что члены 
ряда (1) являются единственными нормальными делите- 
NAMM группы Se. 

Пусть теперь У— нормальный делитель в S,, cE 
и oS. Так как подстановки си Poo эквивалентны 
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и принадлежат S,, то они сопряжены и в S,. Следова- 
тельно, g ‘cop GS, и S— нормальный делитель в Sg. Тео- 
рема 1.1 доказана. 

Заметим еще, что согласно теореме 1.1 все фактор- 
группы 5..:/5, при O<v<p являются простыми груп- 
пами. В работе А. Каррас и Д. Золитар [1] приводятся 
более подробные сведения об этих фактор-группах, и 
в частности приводится оценка их мощностей. 

Теперь докажем следующую теорему (Шрейер — 
Улам [2]: 

1.8. Если |@|526 и |G|>3, то все автоморфизмы 
группы Sq являются внутренними. 

Для конечного множества соответствующее исследо- 
вание проведено еще Гельдером (см. книгу А. Г. Ву- 
роша [3]), и мы ограничимся бесконечным случаем. 

Будем следовать изложению Г. Виландта из [3]. 
В действительности будет доказано следующее более 
сильное предложение: 

1.9. Если Г — подгруппа в 5 в, содержащая подгруппу А, 
то каждый автоморфизм группы Г индуцируется неко- 
торым внутренним автоморфизмом группы 5в. 

Доказательство разобьем на несколько пунктов. 
Всюду дальше подгруппу Г и ее автоморфизм х будем 
считать фиксированными. 

а) Вначале покажем, что если с == (а, 6, с) — тройной 
цикл, ТО с" — также тройной цикл. Так как (5")3 == (s°)" =e, 
то подстановка с’ может распадаться только в тройные 
циклы. Пусть сперва Ё„ (3) =2 и 


Tt 
5" == (Ay, а», а.) (ал, а», Mg). 
Возьмем в Г некоторый элемент ф с условием 
—1 —1 
B+ Pp op POH +. 


В этом случае среди символов a, 6, с, ах, be и cp имеется 
не более пяти различных. Отсюда следует, что под- 
группа {5, ooo! содержится в 9; и имеет порядок, 
являющийся делителем числа oO! То же ‘самое можно 
сказать и относительно подгруппы 


{o, play} = {o", (фт о'ф°}. 
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Ясно также, что 
s(pyiag Alp) tag's, 


Возьмем теперь 9 ==(а., 4, РУ (при этом ФЕГ). 
Имеем: 


(‘оф ==(а., а», аз) (аз, а», ав) = 
—=(а,, аз, 4) (а, ах, ал), 


и подгруппа {c, (~')'o'o"} действует транзитивно на 
множестве а, а., ..., а’. Это в свою очередь означает, 


что порядок 
[{o", (ey oe} | 


делится на 7. Мы пришли к противоречию с тем, что 
порядок этот делит 95!. Таким образом, Ё.„ (3) =2 2. 

Допустим далее, что Ё„- (3) 23 и с’ = (а, ay, аз) X 
Х (ал, Ax, а,) (аз, аз, A)... Используя $’=(а, ay, а), 
получим: 


($° "a" p" = (a4, Qo, аз) (а, ay, ав) (ат, ag, аз) ее 
= (dp, аз, а) (ax, Ae, Az) (аз, Ay, a,) a Ek 


Здесь видно, что подгруппа {s°, (o*) ‘co o"} действует 
транзитивно уже на множестве а, а,, ..., A. Снова 
противоречие, так как 9! не делится на 9. 

В дальнейшем мы воспользуемся следующими 0003- 
начениями: если Х — некоторое подмножество в С, то 
через Ах обозначается знакопеременная группа, отне- 
сенная к этому подмножеству, — все ее циклы записы- 
ваются только через элементы из Х. Через Гх будем 
обозначать Г-централизатор множества Х: Гх=зг(Х). 
Если множество Х состоит из элементов а, 6, с, ..., TO 
будем также писать Аки Гы. 

6) Если множество Х состоит из четырех элементов, 


то Ах= Ах, где Х’ также содержит четыре элемента. 

Можно ёчитать, что группа Ах порождается циклами 
(а, а, а.) и (dy, а., а.). Порядок этой группы равен 12. 
По предыдущему, Ах == ((а, 6, с) (а, e, f)}, и порядок этой 
подгруппы также равен 12. Если циклы (a, 6, с) и (4, е, f) 
имеют два общих элемента, то множество Х’, состоящее 
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из элементов, входящих в эти циклы, содержит четыре 
элемента и Ах—= Ах,. Если же здесь только один общий 


элемент, то подгруппа Ах действует транзитивно на 
множестве Х’ из пяти элементов, что невозможно, так 
как 12 не делится на 0. Аналогично исключается слу- 
чай, когда рассматриваемые циклы не содержат общих 
элементов. 

в) Теперь покажем, что если Х содержит четыре 
элемента, то Гу =Гу, где Х’ также содержит четыре 
элемента. 

Легко понять, что подгруппа Гх совпадает с центра- 
лизатором в Г подгруппы Ах: Гх=3(4х). Так как 
Ay = Ay, TO (4 (Ах) == 3 (Ax) И Гу = Гх.. 

г) Покажем дальше, что если Х состоит из трех 
элементов а, 6, с, то при некоторых a’, б’и с’ будет 
ube =f, 'b’er° 

Возьмем произвольный dG и подстановки 


в = (а) (6) (с) (4, е, f) S Dive 


И 


: aa (е, ig g) Е Paved: 


Здесь {c, 9} = A,,,, и подгруппа Г„ь, совпадает с {Гиеа, 
с}. Имеем I*, = (Dawa, °"}, где с', по предыдущему, есть 
тройной цикл. Так как o @ Гуред’, то в этот цикл вхо- 
дит по крайней мере один из элементов а’, 6', с’, 4’. Учиты- 
вая, с другой стороны, что {o°, o }= Ау, где У содер- 
жит четыре элемента, можно заметить, что никакие два 
из указанных элементов не входят в с’. Отсюда сле- 
дует, что Г*,, == Dare. 

Аналогично устанавливается, что Г", == Ген и, далее, 
rt —Г 
a a’ 

Нетрудно также понять, что подгруппой Г, эле- 
мент а определяется однозначно: это следует из того, 
что Г содержит дважды транзитивную подгруппу А. 
Таким образом, автоморфизм Tt индуцирует подстановку 
на множестве подгрупп вида Г, а последняя вызывает 
подстановку на множестве С. Обозначим эту подста- 
новку через ф: Г? = Г„ тогда и только тогда, когда 
аф —==а'. 
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Возьмем теперь произвольную подстановку 
jes 6: {НЕ Г 
$= 5 
И 


Е (Ss) оО. 


Имеем: 


* a eee 


Если, далее, "= ( I TO РЕМ О, 


еб: ча 


авы: 


ма доказана. 

По поводу дальнейших свойств бесконечных полных 
симметрических групп и некоторых их подгрупп мы 
сошлемся на обстоятельный обзор Г. Виландта [3]; см. 
также статью И. Маурера [2] и уже упоминавшуюся 
статью А. Happac и Д. Золитар [1]. Отметим еще, что 
в работе Р. Hpoyya [2] рассматриваются неприводимые 
системы образующих бесконечных симметрических групп. 
Силовские подгруппы бесконечных симметрических групп 
рассматриваются в работе И. Д. Иванюты [1]; см. также 
Калужнин — Краснер [1]. Локально нильпотентные под- 
группы бесконечной симметрической группы рассматри- 
ваются в новой работе Д. А. Супруненко [8]. Бесконеч- 
ным простым группам подстановок посвящена интересная 
статья Г. Хигмена [1]. 


/ 
о tack 
"=( } Это означает, что s'==¢'sb. Теоре- 


2. Полная мономиальная группа. Полная мономиальная 
группа имеет много общего с полной симметрической 
группой. Согласно п.2.1.4 определяется эта группа 
следующим образом. Пусть [Г — множество, S; — полная 
симметрическая группа этого множества и © — произ- 
вольная группа. Соответствующая полная мономиальная 


I 
группа есть, сплетение @—~ S;. Обозначим эту группу 
через 5 —= 5 (6, Г). Группа 5 является полупрямым про- 
a Т ap 
изведением базисной группы G и симметрической группы 


Zi I 
5т: 5 =© Л г. Здесь базисная группа © является 
полной [-й степенью группы @. Если аналогично исхо- 
дить из дискретной /[-й степени, то соответствующую 
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полную мономиальную группу мы обозначим через 
50 — $°(G, Г) и будем называть ее дискретной мономи- 
альной группой. 


Для полных мономиальных групи естественно возни- 
кает проблема нахождения их нормальных делителей и 
автоморфизмов. Для конечного множества J эта прой- 
лема решается в большом исследовании О. Оре [1]. 


При нахождении нормальных делителей в первую 
очередь, естественно, находятся все подгруппы базисной 
группы, инвариантные относительно подстановок из 
91. Что касается автоморфизмов полной мономиальной 
группы, то не все они являются внутренними, и в упо- 
мянутой работе О. Ope приводятся необходимые и до- 
статочные условия, при которых все автоморфизмы 
внутренние. Все здесь зависит от группы G. 


Обобщениям результатов О. Ope на случай бесконеч- 
ного множества посвящены работы Р. ЁКроуча [1, 3]. 
В этих работах понятие дискретной мономиальной 
группы обобщается еще следующим образом. Пусть 
х› — произвольная бесконечная мощность, меньшая или 
равная мощности множества J. Через С, обозначим 


подгруппу в С—=©®', состоящую из всех элементов, 
у которых число неединичных компонент меньше х.. 
Пегко видеть, что G,— ®г-допустимая подгруппа в С, 
и таким образом, возникает полупрямое произведение 
а ЛЬ: =’ (©, Г), лежащее в полной мономиальной 
группе. Если у=0, то такая у-мономиальная группа 
совпадает с дискретной мономиальной группой 5° (©, Г. 

Для каждой подгруппы S,;C S; (см. предыдущий 
пункт) определяем еще подгруппы С, Л er Все эти под- 
группы инвариантны относительно элементов из 5.. 
В указанных работах найдены все нормальные делители 
группы G,\ S, и доказано, что базисная подгруппа 
этой группы является характеристической. В тех же 
работах Р. Кроуча выделены и другие характеристи- 
ческие подгруппы мономиальных групп. Что же Ka- 
сается описания группы автоморфизмов полной MOHO- 
миальной группы или отмеченных сейчас ее подгрупп, 
то эта задача, насколько нам известно, в бесконечнои 
случае еще не решена. 
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‚Отметим в связи с этим, работу Ч. Хоугтона [1], где 
исследуется группа автоморфизмов сплетения групп. 
Еще более общей задачей является описание `группы 


I 
‘автоморфизмов обобщенного сплетения типа ©®— Г 
(см. п. 2.1.4). 


3. Полная линейная группа. Обзор. Для полной линей- 
ной группы, так же как и для полной симметрической 
и полной мономиальной групп, большой интерес пред- 
ставляет вопрос о нормальных делителях и автомор- 
физмах. Этот вопрос интересен всегда, когда идет речь 
о конкретных группах, но в рассматриваемой ситуации 
играет роль уже и некоторая традиция. 

Что касается нормальных делителей полной линей- 
ной группы, то для групп над телами, в частности над 
полями, имеется исчерпывающее решение. В конечно- 
мерном случае — это еще классические результаты Жор- 
дана, Бернсайда и Диксона, относящиеся к случаю по- 
лей, а в общем случае — результаты Ж. Дьёдонне [1, 2]. 
Как доказано, если Г — конечномерная полная линей- 
ная группа над телом, действующая в пространстве 
размерности п >23, и \— нормальный делитель в Г, то 
либо ХУ принадлежит подгруппе Z-H, где & — мульти- 
пликативная группа центра основного тела, либо У со- 
держит коммутант Г’. HKpome того, фактор-группа 
W/I’QZ-E является простой группой. Заметим еще, 
что в доказательствах здесь важную роль играют особые 
элементы, называемые трансвекциями. 'Трансвекции — это 
операторы вида 1--и, где 1 — единица, и? =0 ии пе- 
реводит всю область действия в одномерное пространство. 
Эти трансвекции порождают коммутант. 

Бесконечномерный случай сравнительно недавно 
исследован А. Розенбергом [1], и результаты здесь ока- 
зываются параллельными во многом тому, что мы имели 
для полной симметрической группы. Сейчас мы изложим 
эти результаты без доказательств. В бесконечномерном 
случае оказалось, что коммутант совпадает со всей груп- 
пой, но трансвекции теперь уже не дают систему обра- 
зующих. Их роль здесь играют элементы вида 1-6, 
где у? —0: такие элементы порождают всю группу. 
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Допустим далее, что область действия С рассматри- 
ваемой полной линейной группы Г имеет размерность My 

Через К обозначим кольцо всех эндоморфизмов про- 
странства С, и пусть РЁ, — множество всех UGK, для 
которых образы Си имеют размерность меньшую х, 
ОЗ ув. Известно, что все Ё, составляют полную 
систему идеалов кольца А. Обозначим еще 2 eer 
подгруппу в Г, состоящую из элементов вида 1+u 
с u@F,, и через Г — подгруппу из элементов вида 
z-ltu,z@ZuuGF,. Легко видеть, что Г, =Г.Жй. Е 
и что каждая подгруппа У, удовлетворяющая условию 
Г. CSCI), является нормальным делителем в Г. 

Как показано в работе А. Розенберга И], имеет 
место следующая теорема: 

3.1. Пусть ХУ р— собственный нормальный делитель 
группы Г. Тогда либо при некотором у выполняется 
Diy CSCI, либо SCY. 

Кроме Toro, здесь же доказано, что все нормальные 
делители У группы Г, являются нормальными делите- 
лями всей группы Г. Нормальные делители, лежащие 
в Г, исследованы еще Дьёдонне. Показано, что каждый 
такой > либо принадлежит подгруппе Z- Е, либо со- 
держит коммутант Poa При этом группа T/T ynOZ- ££ 
оказывается простой. 

Отметим еще работу Дж. Клауса и Н. Гирша [1], 
посвященную некоторым простым бесконечномерным ли- 
нейным группам. 

До сих пор, как нам известно, нет исследований 
относительно структуры нормальных делителей бесконеч- 
номерной полной треугольной группы. 

Структура классических групп подробно рассматри- 
вается в книгах Дьёдонне [1, 2]. Здесь же изучаются 
автоморфизмы классических групп. Группам автомор- 
физмов классических групп посвящены некоторые дру- 
гие работы (см. список литературы), содержащие значи- 
тельные упрощения. 

По поводу группы автоморфизмов полной линейной 
группы, как конечномерной, так и бесконечномерной, 
см. также обстоятельное исследование Р. bepa, содер- 
жащееся в его книге [7]. Ряд результатов о группах 
автоморфизмов треугольных линейных групп содержится 
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в работе Дж. Розеблада [1]. Мы не останавливаемся на 
интересных новых исследованиях относительно линейных 
групп над кольцами и об автоморфизмах таких групп. 
В списке литературы отмечены некоторые из этих работ. 

Отметим далее, что параллельно исследованиям по 
матричным группам и кольцам изучались и матричные 
полугруппы. Автоморфизмам матричных полугрупп посвя- 
щены работы Е. A. Халезова [1] и Л. М. Глускина [1, 2]. 
Серия работ Л. М. Глускина посвящена группам авто- 
морфизмов различных конкретных полугрупп. В этих 
работах для описания групп автоморфизмов исполь- 
зуется один полезный критерий продолжаемости авто- 
морфизма. 

Некоторое число работ посвящено группам автомор- 
физмов квазигрупп и луп. Так, например, в работе 
Е. А. Халезова [2] исследуются группы автоморфизмов 
свободных квазигруппи и луп с конечным числом обра- 
зующих (см. еще обзор Р. Брака [2] и Р. Круазо [1]. 


ГРУППЫ 
АВТОМОРФИЗМОВ 
ГРУПП 


ЧАСТЬ 
ВТОРАЯ 


ГЛАВА ПЯТАЯ 


НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ АБСТРАКТНОЙ 
ТЕОРИИ ГРУПП 


$ 1. ГРУППОВЫЕ ПАРЫ 


1. Групповые пары и полупрямые произведения. Здесь 
мы рассмотрим тот специальный тип пар (С, Г), в кото- 
рых вместе с Г область действия С также является 
группой (без дополнительных операций 8). Такие пары 
будем называть групповыми парами. Все приводившиеся 
раньше определения и факты, относившиеся к случаю, 
когда G— ®-группа, применимы, конечно, и сейчас, — 
нужно лишь считать, что множество ® пусто. Кроме 
того, сейчас уже используется мультипликативная за- 
пись для групповой операции в С. Благодаря однотип- 
ности структур С и Г для групповых пар возникают 
новые конструкции. Групповые пары важны и с точки 
зрения абстрактной теории групп, где они встречаются 
следующим естественным образом. Если @® — группа и 
Н — ее нормальный делитель, то мы получим представ- 
ление © относительно Я, если положим: hog=—=g hg, 
ЕЛ, g@@. Такое представление будем называть вну- 
тренним, а возникающую при этом пару (Н, ©) будем 
называть внутренней парой. Понятно, что результаты 
по групповым парам могут быть при этом использованы 
для изучения отношений между группой и ее нормаль- 
ными делителями. Заметим, кстати, что введенные раньше 
Г-централизаторы и Г-нормализаторы превращаются 
здесь в обычные централизаторы и нормализаторы. Не- 
которые абстрактные теоретико-групповые свойства 
могут быть естественно определены и на языке внутрен- 
них групповых пар. Так, например, группа © тогда и 
только тогда нильпотентна, когда внутренняя пара 
(©, ©) финитно стабильна. Легко также видеть, что 
квазистабильность пары (©, ©) означает, что © — ло- 
кально нильпотентная группа, а слабая стабильность 
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(G, ©) означает, что G — Й-группа, т. е. группа с цен- 
тральной системой. Условимся в дальнейшем все под- 
пары внутренних групповых пар также называть вну- 
тренними парами, и покажем, что всякая групповая 
пара изоморфна некоторой внутренней паре. 

Сделаем это с помощью известной в теории групп 
конструкции полупрямого произведения групп. Пусть 
задана групповая пара (С, Г). Построим группу, кото- 
рую обозначим через С Л Г и элементами которой служат 
пары (а, с), a@G, сЕГ; умножение в этой группе опре- 
деляется правилом: (а, в) (a’, с’) =(а-а'ос\, ao’). Легко 
видеть, что так действительно получается группа, и эта 
‚группа называется полупрямым произведением группы С 
и группы Г. Совокупность С’ всех элементов вида (а, е) 
есть нормальный делитель в С ЛГ, изоморфный С, а MHO- 
жество Г’ всех (e, с), сЕГ, есть подгруппа, изоморф- 
ная Г. Пересечение С’ 1) Г’ совпадает с единицей в ЛГ 
ил Г=а'.. 

Пусть теперь (G’, Г’) — соответствующая внутренняя 
пара в группе С ЛГ и пусть и — отображение, опреде- 
ляемое через 2“ = (5, е) и с"==(е, в). Имеем (#05) =— 
— (гос, =) =(е, o)'(g, е)(е, с) =2*оо". Следовательно, 
групповая пара (С, Г) изоморфна внутренней паре (G’, Г’. 

По поводу внутренних пар сделаем далее следующее 
очевидное замечание: гомоморфизмы групп влекут гомо- 
морфизмы их внутренних пар, а гомоморфизмы пар вле- 
кут гомоморфизмы соответствующих полупрямых произ- 
ведений. 

Напомним, что согласно п. 2.1.4 каждое полупрямое 
произведение С Л Г можно вложить в сплетение GWrI. 
Если (2, <) ЕС ЛГ, то, сопоставляя этому элементу пару 
(g(x), с), где # (1) =вох"— функция, определенная на Г 
и со значениями в С, мы осуществим нужное вложение. 

Приведем теперь еще несколько замечаний о сплете- 
ниях групп. 

Пусть заданы группа ©® и еще групповая пара (В, Г). 
Обозначим: а — @\МТИ. Покажем, что при этом есте- 
ственно возникает групповая пара (С, Г). Пусть @ — эле- 
мент базисной подгруппы ©8, и с@Г. Тогда Goo мы 
определим формулой (йод) (1) =@(хос"), ЕН. Считая, 
что произвольный элемент из С имеет вид ah, hE FH, мы 
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положим (41) ос= (40°) (пос). Непосредственная про- 
верка показывает, что так определенное действие задает 
групповую пару (С, Г). Из этой конструкции вытекает, 
в частности, следующее замечание: если @ —= ®Ф\У/ТтН — 
сплетение групи @ и A, и Г— группа автоморфизмов 
группы Я, то Г можно вложить в группу автоморфизмов 
сплетения G*). 

Допустим еще, что задана групповая пара (©, 3S), и 
для соб хХ положим (ай) ос =(@аос)й, где (ао) (т) = 
—4 (5) ос. Легко видеть, что при этом возникает 
групповая пара (С, У). Отсюда, например, вытекает, 
что и группу автоморфизмов группы © можно вложить в 
Aut (С). 

Рассмотрим, далее, тот частный случай, когда группа 
@ абелева. В этом случае можно говорить о группе 


Hom(H, ©). Эта группа является подгруппой в @", 
причем допустимой относительно Г. Поэтому определен- 
ная выше пара (С, Г) индуцирует пару (Hom (Я, @), Г) 
(ср. п. 2.3.2). 

Заметим, наконец, что понятие групповой пары, как 
нетрудно видеть, тесно связано с беровской теорией 
расширений групп (см., например, А. Г. Kypom [3]. 


2. Голоморф. В случае, когда пара (С, Г) является точ- 
ной, группу GAT можно еще реализовать в виде под- 
группы группы Sg всех подстановок множества С. На- 
помним эту хорошо известную конструкцию. Обозначим 
через № естественное отображение группы С при ee ре- 
гулярном представлении и группы Г на ее проекцию 
относительно С. Ясно, что С" и Г” — подгруппы в S¢. 
При этом для каждого тЕС имеем: 


eo (5) па): 6 2 ee go" == 20 (2 05)". 


Отсюда получаем формулу 
(ут = (8 05)". 


*) Этот факт допускает следующее обобщение. Пусть заданы 
группа © и чистая пара (ТГ, Н). Тогда группа автоморфизмов 
пары (1, Н) естественно вкладывается в группу автоморфизмов 


1 
обобщенного сплетения ®-—Н. 
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Эта формула показывает, что С" — нормальный делитель 
в подгруппе Н = {(*, Г*} С S¢ и что пара (С, Г) и вну- 
тренняя пара ((С“, Г") изоморфны. Отсюда также непо- 
средственно следует, что группа GAT изоморфна Н. 

Подгруппа AH называется относительным голоморфом, 
а если Г— (4), то она называется голоморфом. 

Приведем теперь несколько простейших фактов, свя- 
занных с понятием голоморфа. 

Пусть С — группа и бе — группа всех подстановок 
множества С. Через С” обозначим образ С в ос, опре- 
деляемый правым регулярным представлением группы G. 
(Только что мы его обозначали через G".) Найдем цен- 
трализатор и нормализатор С” в №5, 

Начнем с централизатора. Назовем левым регулярным 
представлением группы С отображение этой группы 
в группу Sg, определяемое правилом: элементу 2 ЕС со- 
поставляется подстановка: 1 -> glx. Такое отображение, 
как легко заметить, является гомоморфизмом группы G 
в группу Sg, так что указанное правило действительно 
задает представление. Образ С в левом регулярном 
представлении будем обозначать через С’. Справедливо 
следующее утверждение: 

2.1. Централизатор группы G" в Sg совпадает, с груп- 
пой G'. 

Пусть a’ €G’, EG’, и х— произвольный элемент 
группы С. аиб — здесь также элементы группы С, а а’и 
b' — их образы соответственно BG" и G'. Имеем: хоа’ё' = 
= (ха) о! =! (ха) == (61) а = (то) а==хо[а’. Таким 
образом, ассоциативность операции в С означает пере- 
становочность элементов а” и 6. Одновременно мы ви- 
дим, что каждый элемент из Sg, являющийся внутрен- 
ним автоморфизмом группы С, представим в виде gig”. 

Пусть теперь $ — подстановка множества G, переста- 
новочная с каждым элементом из С”, и пусть е — еди- 
ница BG, а eos=—g!. Тогда при любом ЕС будет: 


о (C2) OS =COx s==(€0s)07 60. 
Следовательно, s==g'GG'*). 
Теперь о нормализаторе. 


* Теорему 2.1 полезно сопоставить с доказательством теоремы 
Биркгофа из п. 2.2.3. 
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2.2. Нормализатор подгруппы С” в Sg совпадает, с го- 
ломорфом группы С. 

Мы уже видели, что если H =H (С) — нормализатор 
С’ в Sg, то 9 (С) СН. Очевидно также, что пересечение 
С” Г U(G) совпадает с единицей группы Sg. Дальше по- 
кажем, что НЯ (С) =” (С). Пусть с ЕН (С). Тогда при 
любом y"@G" элемент с\/’с принадлежит С”, и поэтому 
он равен некоторому (y*)”. Отображение у-> у* является 
автоморфизмом группы С, так как отображение у” -> (у*)! 
есть автоморфизм группы С’. Следовательно, найдется 
ФЕ 5( (С) такой, что у* = уф. Мы получим o'y’s = (yo) = 
—o ly", так что элемент of! принадлежит централиза- 
тору подгруппы С”: оф! = а!. Tak как а'а” — внутренний 
автоморфизм, то а'6 С” (С). Отсюда с 6 С” (С), что и 
требовалось. 

Отметим теперь следующий признак автоморфизма 
в группе Н (С). 

2.3. Элемент с из Н (С) в том и только в том случае 
является автоморфизмом группы С, когда он оставляет 
неподвижной единицу из G. 

Действительно, каждый элемент с из В (С) имеет вид 
<=”. ф, где ЕС и ф— автоморфизм. Если этот эле- 
мент оставляет неподвижной единицу, то ясно, что 
2” — необходимо тождественная подстановка, и остается 
автоморфизм s==o. Обратное очевидно. 

Рассмотрим дальше один способ представления голо- 
морфа прямого произведения групп, основанный на мат- 
ричном представлении автоморфизмов. Пусть группа G 
представлена в виде прямого произведения: 


G=G. xX G, Хх. х6,. 


Элементы из С будем . рассматривать как строки, 
n 


причем если #= 8, то соответствующую строку за- 
i=l 

пишем через # —= (5., 5.,..., g,)» Согласно п. 3.0.3 группа 
всех автоморфизмов группы С может быть представлена 
матрицами вида М == (,;), где o,,@ Hom(G,, G,), удовле- 
творяющими некоторым дополнительным условиям. Такие 
матрицы будем здесь называть допустимыми матрицами. 

сли ф— автоморфизм группы С, то соответствующую 
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допустимую матрицу обозначим через $. Определим 
дальше (ср. п. 3.5.3) умножение строки & на допустимую 
матрицу $= (с,,) по обычным правилам матричного 
умножения 


8$ — (81511 * Soo + + + Fair 1912 * Foon + + бб»... 
2 би * бб, ++ + Bn Fun) 
Понятен смысл произведения g,s ‚‚— это результат при- 
менения к g, гомоморфизма с,, .. Результатом такого умно- 
жения также является о причем очевидно, что вы- 
полняется формула 2Ф=2. Ф. 
Дальше рассмотрим матрицы вида 


eee 0 
(2 =o 4 ’ 


где 0 — столбец из нулевых гомоморфизмов и 1 — еди- 
ница в (С. 

Для таких матриц умножение определяется по обыч- 
ным законам матричного умножения с учетом сказанного 
об умножении строки на допустимую матрицу. Непо- 
средственно проверяется справедливость формул: 


М (, а) М ($, 5) =М (6, ae - b), 
М (в, а) =М (a, 1)M (Е, а) 
. М-* (в, 1) М (Е, а) М (5, 1)\=M(E, а5). 


Отсюда следует, что совокупность всех матриц указан- 
ного вида может рассматриваться как голоморф группы С. 

Здесь только мы воспользовались «левой», а не «пра- 
вой», как раньше, записью полупрямого произведения, 
что, конечно, несущественно. 

Аналогичную конструкцию можно применить и для 
бесконечного прямого произведения. 

В случае, когда группа С является векторной груп- 
пой (над простым полем), приведенное матричное пред- 
ставление для голоморфа превращается в обычное мат- 
ричное представление (ср. п. 4.1.2). 

Отметим еще, что аналогичная теория голоморфа 
строится также для лиевых и ассоциативных колец (см. Ре- 
деи [1]). При этом в первом случае роль группы авто- 
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морфизмов играет лиево кольцо дифферендирований. Для 
лиева случая можно определить аналог групповой пары — 
лиеву пару: так же как и групповая пара, лиева пара 
состоит из двух однотипных структур — двух лиевых 
алгебр, и еще представления одной из них дифференци- 
рованиями другой. Такие лиевы пары изучаются в ра- 
ботах Л. А. Симоняна [1—4]. Многое здесь аналогично 
тому, что делается в групповых парах. 


3. Связи с группой внутренних автоморфизмов. Пусть 
(а, Г) — некоторая групповая пара и пусть | — естест- 
венное отображение группы С на группу ее внутренних 
автоморфизмов и группы Г на ее проекцию относи- 
тельно С. Покажем, что » есть гомоморфизм пары (С, Г) 
на внутреннюю (в Aut(G)) пару (G*, Г"). 

Для любых ЕС и oGI' (50°5)— это внутренний 
автоморфизм, определяемый формулой х-> (gso*)' x (go). 
Преобразуя правую часть, получим: 


(ве) = (g) ate (at oF во = (gtx (ot) g) ot = 
= (9) ро". 


Отсюда (#05) == (5*)-' gc", что и требовалось. 

егко видеть, что ядром гомоморфизма в. служит под- 
пара (Z, 3S), состоящая из центра Z группы С и ядра > 
представления Г относительно G. Теперь понятно, что 
если @-- группа без центра и пара (G, Г) является точ- 
ной, то и будет уже изоморфизмом, и мы получаем новую 
реализацию такой пары (G, Г) в виде внутренней пары. 

Как известно, частичным автоморфизмом группы С 
называется всякий изоморфизм между подгруппами этой 
группы. Ряд работ (см., например, Чехата [1—4]) был 
посвящен условиям продолжаемости частичного авто- 
морфизма до полного. Приведем сейчас один пример 
существования такого продолжения, связанный с рас- 
смотрениями этого пункта. 

Пусть © — группа без центра и пусть эта группа 
рассматривается Kak подгруппа в группе Aut (6) = 
—@ всех ee автоморфизмов. Пусть дальше А и B— 
две подгруппы в С, содержащие @, и допустим, что 
существует частичный автоморфизм — изоморфизм в 
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между А и В, отображающий подгруппу © на себя. По- 
кажем, что такой и индуцируется некоторым внутрен- 
ним автоморфизмом группы С. 

В самом деле, ь индуцирует некоторый автоморфизм 
группы @, который в свою очередь индуцируется неко- 
торым внутренним автоморфизмом группы С. Пусть эле- 
мент g@G определяет этот внутренний автоморфизм. 
Тогда при любом РЕ © будет 7" —= hg. Покажем, что 
аналогичное соотношение выполняется для любого a€ A. 
Имеем: 


(а па) = g (aha) g = (a)* а! == (a) gthga". 


Отсюда следует, что элемент ga"g a! принадлежит цен- 
трализатору подгруппы ©. Но этот централизатор, 
в силу отмеченного выше изоморфизма пары (©, G) и 
соответствующей внутренней пары, равен единице. По- 
этому а“ = ав, что и требовалось. 

Частичный автоморфизм в группы С, переводящий 
ее инвариантную подгруппу А в другую инвариантную 
подгруппу В, называется нормальным, если при любых 
а@ Аи $ ЕС выполняется (&1а=)" = ‘ав. Легко понять, 
что такой р устанавливает эквивалентность внутренних 
пар (A, С) и (В, С). Очевидно также, что всякая экви- 
валентность внутренних пар (A, С) и (Б, G) получается 
таким путем. 

Пусть теперь пары (A, G) и (В, G) изоморфны и в — 
некоторый изоморфизм между ними. Этот изоморфизм 
индуцирует некоторый автоморфизм с группы G. При 
любых аВ А и #ЕС имеем: 


(ав = (g°y* ale” = (87 (а) 8); 
(g tag)" = а 8, 


и po! есть нормальный частичный автоморфизм, пере- 
водящий А в Bot,” . 

Если, с. другой стороны, А--нормальный делитель 
в (а, с-—-автоморфизм группы. Ц, и в — частичный авто- 
морфизм, переводящий Ав ВБ, такой, что po! — нор- 
мальный частичный автоморфизм, то | и с определяют 
изоморфизм пар (A, G) и (В, (). 

Аналогично можно решить вопрос об изоморфизме и 
эквивалентности фактор-пар (G/A, С) и (G/B, G), где А 


§ iy ГРУППОВЫЕ ПАРЫ 343 


и В — нормальные делители в С. При этом уже исполь- 
зуется понятие частичного автоморфизма второго рода. 
Под этим понимается всякий изоморфизм двух произ- 
вольных фактор-групи группы G. 

Приведем еще одно простое предложение, которым 
в дальнейшем воспользуемся. Пусть группа С двумя 
способами представлена в виде полупрямого произведе- 
ния: а —=В Л А—=СЛА с общим дополнительным мно- 
жителем А, и допустим, что частичный автоморфизм 
и: B+» С определяет эквивалентность пар (Б, A) и (С, A). 
В таком случае (. продолжаем до автоморфизма группы G. 
Нужный автоморфизм определяем следующим образом. 
Если g@G и g—ba, то полагаем g’=b*-a. Непосред- 
ственно проверяется, что отображение р-> 2" действи- 
тельно определяет автоморфизм группы С. 


4. Два замечания о приводимости в групповых парах. 
Вначале докажем одну лемму. Пусть (G, Г) — групповая 
пара, Н — допустимый нормальный делитель в С, 
3 (Н) — централизатор Н в G, и У— ядро представления 
Г относительно Я. 3(Н) — Г-допустимая подгруппа. 

4.1. Ядро У принадлежит ядру представления Г om- 
носительно G/3 (Н). 

Нужно показать, что для любых ЕС и с ЕХ эле- 
мент #“'(70°5) принадлежит 3(H). Пусть ВЕН. Тогда 


т.т. (вос) h= hg? (gh) ов) = 8" (88.8) оз) = 


ЕЙ ЕЙ" (g 05) = 8" (g 09), 
т. e. (gos) Ез(Н). 

Нормальный делитель Н называется ограничивающим 
группу С, если 3(H)CH. Из 4.1 непосредственно по- 
лучаем, что если (G, Г) — точная пара, Н — Г-допустимый 
нормальный делитель в С, ограничивающий группу С, 
то ядро Х является абелевой группой. Действительно, 
так как $3(Н) СН, то элементы из Х индуцируют то- 
ждественные автоморфизмы в 3(H) ив G/3(H). Отсюда 
согласно п. 7.1.2 следует, что У — абелева группа. 

Введем теперь следующие определения. Будем гово- 
рить, что Н точно приводит Г, если подпара (НЯ, Г) 
является точной. 
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4.2. Пусть (G, Г) — точная групповая пара и Н — do- 
пустимый нормальный делитель в G, ограничивающий 
группу С и не имеющий центра. Тогда Н точно приво- 
дит Г. 

В самом деле, пусть $ — ядро представления Г отно- 
сительно H. По предыдущему, [G, 3] принадлежит цен- 
трализатору H, а в силу условий, [G, 3] совпадает 
с единицей Е группы G. Поэтому 3 принадлежит ядру 
представления Г относительно G. Так как это ядро 
совпадает с единицей, то 3— единица в Г, что и тре- 
бовалось. 

Это и есть первое замечание. 

Второе замечание относится к случаю, когда Н — до- 
пустимая подгруппа в С, не обязательно являющаяся 
нормальным делителем. 

Мы уже имеем здесь пару (Н, Г), и кроме того, ясно, 
что смежные классы Hz, ЕС, составляют конгруэн- 
цию относительно элементов из Г: если РЕН, то имеет 
место утверждение 


(hz) ос == (пос) (205) =Й -хосЕН (ход). 


Таким образом, пара (G, Г) индуцирует представление 
группы Г относительно фактор-множества С/Н. Ядро > 
этого представления состоит из таких сЕГ, что при 
любом &ЕС goo=hg, или, что то же, (gos) р" ЕН. 
В п. 7.1.1 будет показано, что подгруппа в С, поро- 
жденная всевозможными элементами (505)5", ЕС, 
с@х, является нормальным делителем в С, совпадающим 
со взаимным коммутантом [G, У]. Таким образом, ядро 
представления группы Г относительно фактор-множества 
G/H совпадает с ядром представления Г относительно 
фактор-группы G/[G, У]. 
заключение параграфа отметим еще следующий 

признак локальной ограниченности групповой пары: 

4.3. Групповая пара (G, Г) тогда и только тогда ло- 
кально ограничена, когда для любого конечного симметри- 
ческого подмножества Y CT и любого элемента ЕС 
подгруппа, порожденная всевозможными сложными комму- 
таторами [5; в, с.,..., 5,], 9, @ У, имеет конечное число 
06 разующих. 

Это предложение достаточно очевидно. 


$7] РАДИКАЛЫ В ГРУППАХ 345 
$ 2. РАДИКАЛЫ В ГРУППАХ 


1. Радикалы и субинвариантность. Kak известно, суще- 
ствует много различных исходных принципов, лежащих 
в основе глубокого проникновения в природу групп. 
Это, например, изучение групп с точки зрения опреде- 
ляющих и тождественных соотношений, изучение нор- 
мальной структуры группы, структуры всех ее подгрупп 
и связей этой структуры со строением группы, рассмо- 
трение алгоритмических вопросов и теория элементар- 
ных свойств — элементарная теория. Важная роль при- 
надлежит также идее радикала, радикального класса 
и полупростоты. Нак уже отмечалось, радикалы яв- 
ляются характеристическими подгруппами, во многом 
определяющими строение всей группы, поведение в ней 
отдельных элементов, подгрупп и нормальных делите- 
лей. С другой стороны, идея радикального класса групп 
играет существенную роль в проблеме классификации 
групп. В этом параграфе мы будем исходить из общих 
определений, относящихся к радикалам и приводившихся 
в первой главе. Теория радикалов в группах во многом 
выигрывает за счет совпадения двух характеристично- 
стей, о которых говорилось в п. 1.2.6. Важную роль 
здесь играет также принадлежащая Г. Виландту идея 
субинвариантности и достижимости подгруппы в группе. 
Подгруппа Н группы С называется субинвариантной, 
если в С имеется возрастающий нормальный ряд, соеди- 
няющий Н uG. Н называется достижимой, если имеется 
такой ряд конечной длины. 

Условимся еще, что в дальнейшем всегда будет пред- 
полагаться, что в определение радикального теоретико- 
группового свойства 0 входит требование, чтобы каждый 
нормальный делитель 09-группы также являлся 0-группой. 
Кроме того, все рассматриваемые нами абстрактные 
классы таковы, что они всегда содержат единичную 
группу. 

Имеет место следующая теорема: 

1.1. Для любого радикального свойства 0, если Н — 00- 
стижимая подгруппа группы G, то R (Н, 0) =“ (4,0) ПН. 

Вначале рассмотрим случай, когда Н — нормальный 
делитель BG. Так как (В, 0) — характеристическая 
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подгруппа в Н, то эта подгруппа является инвариант- 
ной 0-цодгруппой в G. Поэтому R(A, С < СС, 0). 
С другой стороны, пересечение С (а, ПН является 
инвариантной @9-подгруппой в H, так что © (4, ПНС 
CR(HA, 0). Сопоставляя оба включения, получаем тре- 
буемое равенство. 

Если теперь задан нормальный ряд 


Несс Н.С, (1) 
то имеем: 
OR CH, =, ПО, ПН. 
... == (На, VN AH=RG, NN A, 
что. и требовалось. 

Назовем дальше радикальное (теоретико-групповое) 
свойство @ нормально наследственным, если: а) всякая 
субинвариантная подгруппа @-группы также является 
9-группой и 6) объединение возрастающей нормальной 
цепи 6-подгрупп группы — снова 8-подгруппа. 

Точнее говоря, это последнее условие означает сле- 
дующее. Пусть группа С есть объединение подгрупп С, 
где индексы — трансфинитные числа, & < 1, 1 — предель- 
ное, и все G, с В< а составляют в С, возрастающий 
нормальный PAN. В таком случае, если все G, — 9-группы, 
то и С — 9-группа. Докажем теперь теорему. 

1.2. Если @ — нормально наследственное радикальное 
свойство, Н — субинвариантная подгруппа в а, то выпол- 
няется равенство СА (Н, 9) —=R(G, ПН. 

По условию в группе имеется возрастающий нормаль- 


ный ряд, первый член которого Н, а последний — С. 
Пусть 


H=H,CH,C...CH,CH,,C-...CH,=G@ (2) 


— такой ряд. Индукцией по длине этого ряда будем 
доказывать, что если «< В, то С“ (Н., и. я И 
кроме того, если В — предельное, то R (Нь, 0) = О ee 


Сразу допустим, что утверждение ПОкаНано - Saat всех 
a<B<p, если в<1. Докажем его для случая py. 

Пусть и порядковое число. Согласно 
предыдущему, R(H,,, 9) CRC, 9). Если теперь «< Т, 
то 1—1, и, по предположению индукции, для B= 
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=1 — 1 имеем включение R (H,, 0) С R(A__,, 0). Ho тогда 
R(A,, VC R (H,, 6). 

Допустим теперь, что у — предельное. По предполо- 
жению индукции, ряду (2) отвечает возрастающий нор- 
мальный ряд 


R (Hy 9) CR(Hy,0) C.-C R(H yp) СН. 0... (3) 


Обозначим через Qt теоретико-множественное объединс- 
ние всех членов этого ряда. В силу предположений от- 
носительно свойства 0, СК является 0-подгруппой. 5% -- 
также нормальный делитель в С. Действительно, пусть 
hER и ЕС. Тогда при некотором B<y будет 
hER(H,, 0) и $ ЕН,. Так как R(Hz, 9) — нормальный 
делитель в H,, то & ‘hgGR(Hz, 8) CR, т. е. & — нот- 
мальный делитель. Итак, имеем RR H,, 9). 

Рассмотрим теперь пересечение 5% (Н., 0) ПН, «< 1. 
Эта подгруппа субинвариантна в MR (H,, 0) и, следова- 
тельно, является @9-группой. Так как она инвариантна 
также в H,, то получим N(H,, 90 A,CR(A,, 0). 
Ввиду доказанного только что включения © С 5% (Н., 0) 
получаем совпадение R(H,, 8) H,=RN(H,, 9). Отсюда 
также следует, что R= KR (H,, 0), что и доказывает 
теорему. 

Из доказанной теоремы, между прочим, вытекает 
следующий признак существования в группе С нетри- 
виального 0-радикала: если группа С обладает нетри- 
виальной субинвариантной 0-подгруппой, To N(G, 0) EL. 

Будем говорить, что подгруппа HCG локально суб- 
инвариантна в С, если в группе С имеется локальная 
система [G,] из подгрупп, содержащих Н и таких, что 
всегда Н субинвариантна в G,. Напомним еще, что 
через LO обозначается свойство группы обладать локаль- 
ной системой из 9-подгрупп. 


1.3. Если свойство 9 — такое же, как и в предыдущей 
теореме, и, сверх того, 0 —=19, то для всякой локально 
субинвариантной подгруппы Н из группы G выполняется 
включение © (Н, СЗ (С, 9). 

Пусть Я — локально субинвариантная подгруппа BG 
и пусть [С(,] — соответствующая локальная система. 
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Обозначим Н, —=<\ (НВ, 0). Мы покажем, что A, принад- 
лежит радикалу СК (С, 0), если будет доказано, что ин- 
вариантная подгруппа Нб является 0-группой. Легко 
видеть, что система подгрупп вида На является локаль- 
ной системой в НВ. В силу предыдущей теоремы, H, co- 
держится BR(G,, 9). Следовательно, и Неа п принадле- 
жит <“ (С, 0), и поэтому H&« является 0-группой. Но 
тогда He" 70. -группа. А так как 20 —=0, то H% — 0-группа, 
что и требовалось. Обратное включение RG, NHAC 
с (НЯ, 0) получается, если дополнительно предпола- 
гать, что подгруппы 0-групп также являются 0-группами. 

Параллельно понятию локально субинвариантной 
подгруппы естественно говорить и о локально достижи- 
мых подгруппах. Точно так же, как это делалось только 
что, можно показать, что если 0 — произвольное ради- 
кальное свойство с условием 00—10, и Н — локально 
достижимая подгруппа группы С, то © (Н, 0) С R(G, 0). 

Приведем теперь следующую теорему: 

1.4. Если @ — замкнутое относительно гомоморфиз- 
мов нормально наследственное свойство, то из того, что 
группа G обладает возрастающим нормальным рядом, все 
факторы которого — 09-группы, следует, что в G имеется 
возрастающий ряд характеристических подгрупп с фак- 
торами, являющимися 9-2 pynnamu. 

Достаточно показать, что группа, удовлетворяющая 
условиям теоремы, 0-радикальна. Пусть С — такая группа 
и пусть возрастающий нормальный ряд 


Е=< Сас... Са, Сас... СС, =@ 


таков, что все его факторы G,,,/G, являются 0д-группами. 
Пусть еще 5% —= 9% (С, 0) — верхний 0-радикал группы С. 
Нужно показать, что 5% —=С. Пусть это не так и пусть 
» — первое порядковое число с тем свойством, что 
С „ + 5%. Число в не является предельным, и_С ‚> CR. 
В” группе С/ рассмотрим подгруппу С ‚915%. В силу 


изоморфизма ры р 
GRIN = „|<, П 


и поскольку правая часть здесь является гомоморфным 
образом группы G,/G,_,, то С RR — 0-группа. Очевидно 
также, что эта подгруппа а в G/R. Cue- 
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довательно, что G/R имеется нетривиальный 0-радикал, 
что невозможно. Следовательно, < —= 5 (С, 0). Верхний 
-радикальный ряд в С и является нужным характери- 
стическим рядом. 

Из этой теоремы следует, что если 0 — замкнутое от- 
носительно гомоморфизмов нормально наследственное 
свойство, то в произвольной группе С верхний радикал 
RG, 0) является 0-paqukanbHol подгруппой, порожден- 
ной всеми 0-радикальными нормальными делителями 
группы. Таким образом, этот верхний радикал оказы- 


вается строгим радикалом, отвечающим классу 0-ради- 
кальных групп. 


2. Некоторые конкретные радикалы. Начнем с локально 
нетерова радикала (Р. Бер [11], Б. И. Плоткин [6]. 

2.1. Во всякой группе имеется локально нетеров ра- 
дика. 

Достаточно показать, что в произвольной группе 
произведение двух локально нетеровых нормальных де- 
лителей также является локально нетеровым нормаль- 
ным делителем. Пусть A и В — локально нетеровы нор- 
мальные делители группы С. Tak как пара (A, В) 
является локально ограниченной (см. п. 3.3.1), то 
в произведении АВ имеется локальная система из под- 
групп вида C,—A,B,, где A, и ВБ, — подгруппы с ко- 
нечным числом образующих, A,CA, ВСВи A,— 
нормальный делитель в С. По условию, A, и В, — не- 
теровы группы, а так как расширение нетеровой группы 
с помощью нетеровой также является нетеровой груп- 
пой, то и С, — нетерова группа. Следовательно, АВ — 
локально нетерова группа. 

Допустим теперь, что 0— такое абстрактное теоре- 
тико-групповое свойство, что подгруппа 0-группы также 
является 0-группой (наследственность 0), всякая 0-группа 
является нетеровой группой и в произвольной группе 
произведение двух инвариантных 0-подгрупп —- снова 
9-подгруппа. При указанных предположениях имеет место 
следующая теорема: 

2.2. В произвольной группе имеется LA-paduraa. 

Пусть А и В— две инвариантные 1Г9-подгруппы 
группы G. Группа АВ является локально нетеровой, и 
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в этой группе, очевидно, имеется локальная система из 
подгрупп с конечным числом образующих вида С, = А,В,, 
rye АСА и ВСВ. Обозначим A,—C, ПА и В. — 
=С ПВ. A, и В — инвариантные подгруппы в С, И 
так как С — нетерова группа, то обе эти подгруппы 
имеют конечное число образующих. Следовательно, 
А. и В, — 0-группы. По условию, произведение С, = A,B, 
также является 0-группой. Этим доказано, что AB — 
L§-rpynna. Остальное очевидно. 

Примером свойства 0, удовлетворяющего условиям 
теоремы 2.2, является, в частности, свойство быть 
5-группой Гирша, т. e. разрешимой группой с условием 
максимальности. Таким образом, в произвольной 
группе произведение инвариантных //5-подгрупп — снова 
такая же подгруппа. 

Отметим, с другой стороны, что, как недавно было 
установлено в работе Г. Баумслага, Л. Ковача и Б. Ней- 
мана [1] (см. также п. 3.4), произведение произвольных 
локально разрешимых нормальных делителей группы 
может уже не быть локально разрешимым нормальным 
делителем. 

2.3. Всякая локально нильпотентная группа является 
локально нетеровой группой. 

Мы покажем, что всякая нильпотентная группа с ко- 
нечным числом образующих G является нетеровой груп- 
пой. Пусть А — циклическая подгруппа в С. Так как А 
субинвариантна BG, то для @ — «локальная нетеровость» 
имеем: А —=<\ (А, 0) ССК (С, 9), так что все циклические 
подгруппы из G принадлежат локально нетерову ради- 
калу группы С. Это значит, что сама группа С локально 
нетерова. Так как С имеет конечное число образующих, 
то С — нетерова группа. 

Мы видим, что если в качестве 0 взять свойство 
группы быть нильпотентной группой с конечным числом 
образующих, то к такому @ применима теорема 2. 2. 
Отсюда следует теорема: 

2.4. Во всякой группе имеется локально нильпотент- 
ный радикал. 

С помощью этой теоремы легко показать, что всякая 
группа с нормализаторным условием, в частности, всякая 
ГА-группа локально нильпотентна. 
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Действительно, в такой группе всякая циклическая 
подгруппа субинвариантна и, будучи локально нильпо- 
тентной, содержится в локально нильпотентном ради- 
кале группы. Следовательно, группа с нормализаторным 
условием совпадает со своим локально нильпотентным 
радикалом, т. е. она сама локально нильпотентна. 

В дальнейшем локально нильпотентный радикал 
группы С будет обозначаться через А (С). 

усть 5; и N, обозначают соответственно свойства 
группы быть конечным расширением ©5-группы Гирша и 
нильпотентной группы с конечным числом образующих. 
Оба эти свойства являются наследственными, и S,- и 
М№.-группы являются нетеровыми группами. 

Как известно, до сих пор не найдены нетеровы группы, 
не являющиеся 5,-группами. Эта тайна нетеровости давно 
привлекает внимание теоретико-групповиков, однако 
пока к ней нет никаких подходов. Мы уже говорили 
о том, что было бы интересно решить его хотя бы для 
линейных групп, однако и здесь нет существенных про- 
движений. 

2.5. В произвольной группе @ произведение двух ин- 
вариантных S,-(N,-)-nodepynn есть 5.-(соответственно 
NV ,-)-nodepynna. | 

Доказательство мы приведем только для свойства М.. 
Для S, доказательство аналогично. Пусть А и В — две 
инвариантные М,-подгруппы в группе G и пусть A, 
и В, — нильпотентные нормальные делители конечного 
индекса соответственно в Аи В. Подгруппы A, и В 
субинвариантны в АБ, и поэтому обе они принадлежат 
радикалу А (АВ). Теперь покажем, что этот радикал 
имеет конечный индекс в АВ. (Очевидно, что В (АВ) — 
нетерова группа.) Фактор-группа AB/R (АВ) порождается 
своими нормальными делителями AR(AB)/R(AB) и 
ВЕ (АВ)/В (АВ). Нужно показать, что эти группы ко- 
нечны. Сделаем это, например, для AR(AB)/R(AB). 
Имеем: 

AR (АВ)/В (АВ) = АГАПВ(АВ). 


Но так как АА С АПВ(АВ), то А/АПА(АВ) — конечная 
группа. Следовательно, и АД(АБ)/В (АВ) — конечная 
группа, так что АВ — N,-rpynna. 


352 СВЕДЕНИЯ ИЗ АБСТРАКТНОЙ ТЕОРИИ ГРУПП [гл. У 


Применяя теперь к свойствам S, и М, теорему 2.2, 
получаем следующее предложение: 

2.6. В произвольной группе имеются LN,- и LS,-padu- 
калы. 

Очевидно также, что в произвольной группе имеется 
локально конечный радикал. 

Все перечисленные выше радикалы определяются 
нормально наследственными радикальными свойствами. 
Покажем еще, что свойство группы быть АМ“*-группой 
также является нормально наследственным радикальным 
свойством. Прежде всего это свойство наследственно, и 
в произвольной группе произведение двух инвариант- 
ных ИАМ№-подгрупп также есть АМ№*-подгруппа. Пусть 
дальше в некоторой группе С задана возрастающая 
нормальная цепь А/М№“*-подгрупп 


Ва НН СЯ СН tee lee 


где на предельных местах стоят объединения предыду- 
щих членов, и пусть Н — объединение всех этих H, 

Приведенная цепь является возрастающим нормаль- 
ным рядом в Н. Легко видеть, что такой ряд можно 


уплотнить до нормального разрешимого ряда в Н. Дей- 
ствительно, если 


BAT GAs C Соса И 


— разрешимый нормальный ряд в Н„., то подгруппы 
Н.А" по всем © и В после удаления повторений соста- 
вят нужный ряд. 

Все это и означает, что свойство RN* является нор- 
мально наследственным радикальным свойством. Такое 
свойство является также строго радикальным. 

В заключение пункта приведем еще без доказатель- 
ства один результат из работы Б. И. Плоткина и 
ПТ. С. Кемхадзе [1], имеющий отношение к рассматри- 
ваемым здесь вопросам. 

Если 0 — некоторое абстрактное теоретико-групповое 
свойство, то пусть здесь 0’ и 0* обозначают соответственно 
свойство группы быть порожденной достижимыми (суб- 
инвариантными) 0-подгруппами. Оба эти свойства, оче- 
видно, являются всегда радикальными свойствами. Если 
дополнительно предположить, что для 0 выполняются 
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требования теоремы 2.2, то при этом условии справед- 
лива следующая теорема: 

2.7.1) Группа С тогда и только тогда является 0'-груп- 
пой (0*-группой), когда в ней имеется локальная система 
из достижимых (субинвариантных) д-подгрупп. Свой- 
ство 0* является нормально наследственным радикаль- 
ным свойством. 2) Если С — произвольная группа, то 
элемент #@С тогда и только тогда принадлежит ради- 
калу R(G, 8*) (R(G, 9')), когда этот элемент принад- 
лежит некоторой субинвариантной (достижимой) 4-под- 
группе из G. 

сно, что при этом выполняются включения 


RG, 8) CR(G, 0*) CRG, LA). 


Нетрудно будет заметить, что некоторые из приводимых 


в следующем пункте теорем содержатся в общей схеме 
теоремы 2.7. 


3. Радикал Бера и наднильпотентный радикал. Оба эти 
радикала содержатся в локально нильпотентном ради- 
кале Л (С). Tak же как и последний, они представляют 
особый интерес в теории групп автоморфизмов групп. 

Начнем с определений. 

Группу С назовем группой Бера или беровской груп- 
пой, если любая подгруппа из С, имеющая конечное 
число образующих, достижима в С. 

Группу С будем называть наднильпотентной, если 
каждая ее подгруппа с конечным числом образующих 
субинвариантна в С. 

Так как в наднильпотентной группе каждая цикли- 
ческая подгруппа субинвариантна, то такая группа ло- 
кально нильпотентна. Тем более локально нильпотентна 
всякая беровская группа. 

Очевидно, что счетная локально нильпотентная 
группа наднильпотентна. 

3.1 (Р. Бер [6]). Свойство группы быть беровской 
группой является радикальным свойством. 

Для доказательства этой теоремы удобно восполь- 
зоваться внутренней парой (С, G). Покажем, что нор- 
мальный делитель НСС в том и только в том случае 
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является группой Бера, когда он действует как ло- 
кально финитно стабильная группа. 

Пусть А -— подгруппа с конечным числом образующих 
в Ни пусть вначале Н — беровская группа. По усло- 
вию, А достижима в H, а так как Н — нормальный 
делитель, то и в G. Кроме того, А — нильпотентная 
группа, так что существует конечный нормальный ряд 
вида 


А. У Cease AAC ааа. 0 


где часть ряда до А есть центральный ряд в А. Оче- 
видно, что указанный ряд является стабильным рядом 
относительно действующей группы А. Этим установлено, 
что Я — локально финитно стабильная группа. Допустим, 
с другой стороны, что выполнено последнее свойство. 
Пусть, как и раньше, А — подгруппа в Н с конечным 
числом образующих и пусть 


f=G, CG. Ces. G, =С 


— конечный А-стабильный ряд в С. Непосредственно 
проверяется, что ряд, составленный из подгрупп AG,, 
является конечным нормальным рядом, соединяющим 
А с С, так что А достижима в ВН, и Н— беровская 
группа. После этих замечаний сформулированная тео- 
рема непосредственно вытекает из теоремы 3.3.1.2: ра- 
дикал, определяемый свойством группы быть беровской, 
совпадает с 1-радикалом 1 (С()==1(С) действующей 
группы G. 

3.2. Свойство группы быть наднильпотентной яв- 
ляется нормально наследственным радикальным, свойством 
(К. Грюнберг [3], Ш. С. Remxayse [1], Р. Бер [17]. 

Вначале докажем следующее вспомогательное ут- 
верждение. Пусть в локально нильпотентной группе G 
задан некоторый возрастающий нормальный ряд 


ВАС AG 2 CAP Aa Ge. 2G AG 


и пусть 6 — произвольный элемент в С. Для каждого @ 
через В, обозначим пересечение подгрупп b-*A,b’ по всем 
целым i. Все подгруппы В, инвариантны относительно 
элемента 6. Покажем, что все эти подгруппы состав- 
ляют в С возрастающий нормальный ряд, возможно, 
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с повторениями. Ясно, что В.С В... Кроме того, по- 
скольку подгруппа "А vO ипвариантна в А ны, то 
В. принадлежит нормализатору этой подгруипы. От- 
сюда следует, что В, — нормальный делитель в By). 
Остается показать, что если В < 1 — предельное, то В 
есть объединение всех В, с a< 8. Пусть gb CBs Это 
значит, что для каждого целого i найдется а, 6 A, та- 
кое, что g==b~‘a,b*’. Последнее равносильно тому, что 
все элементы 6 принадлежат A,. Пусть С — под- 
группа, порожденная соВОЗмоными b'gb*. Tak как 
эта подгруппа принадлежит нильпотентной подгруппе 
с двумя образующими {g, 6}, то она сама имеет конеч- 
ное число образующих. Это, в частности, означает, что 
найдется a< В, при котором ССА.. Но тогда при 
любом i элементы 6126-* принадлежат A, ие ПЕ*А 6 —= 
— В.. Этим доказано, что подгруппа B является объ- 
едпнением предыдущих В.. 

Теперь будем доказывать, что в произвольной групне 
произведение двух инвариантных наднильпотентных 
подгрупп также является наднильпотентной под- 
группой. 

Пусть А и В — две такие подгруппы в С. Так как 
обе эти подгруппы лежат в локально нетеровой под- 
группе А (С), то они составляют локально ограниченную 
пару. Пусть С. = АВ, аЕГ, — локальная система 
в С—= АВ из таких подгрупп, что А. СА, ВС В, обе 
эти подгруппы имеют конечное число образующих, и 
A, инвариантна относительно B,. Так как В, — ниль- 
потентная группа, то существует конечный возрастаю- 
щий нормальный ряд 


ACG о 6: 
где Cg 7 {С ‚6, }, Ь; 6 В.. 

fo условию, подгруппа A, субинвариантна в С. 
Дальше по индукции покажем, что все члены отмечен- 


ного ряда, в том числе и C,, субинвариантны в С. 
Пусть это установлено для С; и пусть 


С. =АСАС...С АС АС... С А, =С 


—- соответствующий нормальный ряд. В соответствии 
с предыдущим для элемента 6—6; построим нормаль- 
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ный ряд 
С, =ВСВС...С В.С ВС... СВ, =С. 
Так как В — наднильнотентная группа, то существует 
возрастающий нормальный ряд в С, первым членом 
которого является циклическая подгруппа {5;}=Н. 
Пусть ряд 
ЕСН=Н СНС ...Нс... СН, =С 


является таким рядом. Легко проверяется, что если 
теперь предпоследний ряд уплотнить с помощью по- 
следнего, а затем каждый член нового ряда «умножить» 
на Н, то получится возрастающий нормальный ряд в С, 
первый член которого совпадет с подгруппой C,,,. Ин- 
дукция проходит, и следовательно, С, — субинвариантная 
в С подгруппа. 

Если теперь Н — произвольная подгруппа с конеч- 
ным числом образующих в С, то Н содержится в неко- 
торой С, и так как С.-—- нильпотентная группа, то 
Н достижима BC, и субинвариантна в С. Мы доказали, 
что С — наднильпотентная группа. 

Теперь допустим, что в некоторой группе С имеется 
возрастающий нормальный ряд 


БН: СНЕ СН ЕС О. =, 


все члены которого наднильпотентны. Нужно показать, 
что и его объединение Н — наднильпотентная группа. 
Пусть А —. подгруппа с конечным числом образующих 
в Н. Эта подгруппа содержится в некоторой Н.. Так 
как А субинвариантна в H,, а H, субинвариантна в В, 
то и А субинвариантна в НЯ. Следовательно, Н — над- 
нильпотентная группа. Этим ввиду п. 1.2.6 завершается 
доказательство теоремы. 

В дальнейшем наднильпотентный радикал группы G 
будем обозначать через В* (С). Введем еще следующие 
определения. Пусть С — произвольная группа, ЕС и 
Н == {=\. Элемент g назовем достижимым (в @), если 
Н — достижимая подгруппа в G. Если же Н субинва- 
риантна в G, то в таком случае & называется субинва- 
риантным элементом в G. Соответственно определяются 
локально достижимые и локально субинвариантные эле- 
менты. 
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Следующая теорема показывает, что рассматривае- 
мые в этом пункте радикалы допускают элементную 
характеристику — они могут быть охарактеризованы 
как множества элементов специального типа (Р. Бер [6], 
К. Грюнберг [3], Ш. С. Кемхадзе [1], В. Г. Виляцер [4], 
Б. И. Плоткин [3]). 

3.3. а) Радикал Бера 1(@) совпадает с множеством 
всех достижимых элементов из G; 6) наднильпотентный 
радикал есть множество субинва риантных элементов из G; 
в) локально нильпотентный радикал R(G) совпадает 
с множеством всех локально субинвариантных элементов 
группы. 

Каждый элемент из 1 (а) и 8* (() обладает, очевидно, 
соответствующим свойством. Пусть теперь g— достижи- 
мый элемент и 


HCH,C...CH,=G 


— соответствующий конечный нормальный ряд. Тогда 
1(Н) =Нст(6б), 


т. е. Ел (С). Для субинвариантного элемента, пользуясь 
тем, что свойство группы быть наднильпотентной яв- 
ляется нормально наследственным радикальным свой- 
ством, выводим аналогично, что каждый такой элемент 
содержится в 6* (4). Теперь докажем в). 

Пусть g@ R(G) и AH — подгруппа в @ с конечным чис- 
лом образующих, содержащая g. R(H) является счетной 
локально нильпотентной подгруппой и также содержит g. 
Из счетности R(H) следует, что в этой подгруппе 
имеется возрастающий нормальный ряд, первым членом 
которого является циклическая подгруппа {5}. Отсюда 
следует, что такой г — локально субинвариантный эле- 
мент в (. 

Если, с другой стороны, g— локально субинвариант- 
ный элемент, то согласно лемме 1.3 этот # принадлежит 
радикалу В (С). 

Легко видеть, что множество всех локально дости- 
жимых элементов также является (характеристической) 
подгруппой. Эта подгруппа содержит радикал Бера и 
содержится в локально нильпотентном радикале. Как 
мы увидим в п. 3.4, она меньше, чем А((). 
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Еще отметим следующий, почти очевидный факт. 
Элемент © группы С тогда и только тогда достижим, 
субинвариантен, локально достижим или локально су- 
бинвариантен, когда порожденный этим элементом внут- 
ренний автоморфизм соответственно финитно стабилен, 
стабилен, квазифинитно стабилен или квазистабилен. 

В следующей теореме приводится еще одна харак- 
теристика наднильпотентных групп. 

3.4. Группа G тогда и только тогда наднильпо- 
тентна, когда она является локально нильпотентной 
ВМ№*-группой (Ш. С. Немхадзе [1], Р. Бер [17]. 

Допустим вначале, что G — наднильпотентная группа. 
Мы знаем, что такая группа локально нильпотентна. 
Пусть теперь 2 ЕС, {5} =H. Так как Н — субинвариант- 
ная подгруппа в С, то, учитывая, что свойство RN* 
является нормально наследственным радикальным свой- 
ством, мы заключаем, что Н = RN*(H) С ВМ* (() (здесь 
и дальше через RN* (G) обозначен АМ№*-радикал группы С), 
так что каждая циклическая подгруппа из G принадле- 
жит RN*(G), т. е. (= ВМ* (4). Для доказательства 
обратного утверждения считаем, что G— локально ниль- 
потентная RN*-rpyuna, и пусть ряд 


H=A,CA,C...C4,C 4, С... СА. = 


— разрешимый нормальный ряд в G. Покажем, что каж- 
дый элемент из G является субинвариантным элементом. 
Ввиду предыдущей теоремы этого будет достаточно. 
Пусть g@G. Образуем для этого элемента, как и в до- 
казательстве теоремы 3.2, ряд 


Е=ВСсвВСс...С ВС В.С... С В, = В. 


Легко видеть, что этот второй ряд также является 
разрешимым рядом. 

Действительно, если а, ОЕ В,.‚, то при любом i 
а, Бе з‘А не’ и [а, БЕ А в", так что коммутатор [а, 6] 
принадлежит пересечению всех таких g ‘Ag’, т. е. 
[а, о] 6Б.- 

Обозначим дальше {2} =Н и будем исходить из 
внутренней пары (G, Н). Так как С —-локально ниль- 
потентная группа, то эта пара квазистабильна. Учиты- 
вая, что разрешимый ряд из подгрупп B, является 


& 
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Н-допустимым рядом, на основании теоремы 3.3.4.0 мы 
можем заключить, что группа Н стабильна относи- 
тельно С. Но это, очевидно, равносильно тому, что 
Н — субинвариантная подгруппа в С. Теорема доказана. 

Из этой теоремы непосредственно получаем следу- 
jomee соотношение: 


R (С) ПВМ* (6) = B* (6 


Отметим еще один нерешенный вопрос, связанный 
с группами Бера. Группа С называется фиттинговой, 
если она порождается своими нильпотентными нормаль- 
ными делителями. Всякая фиттинговая группа, очевидно, 
является беровской. Верно ли обратное — это и есть 
тот вопрос, который мы имеем в виду. Неизвестно даже, 
обладает ли всякая беровская группа нетривиальными 
абелевыми нормальными делителями. 


А. Минимальные радикальные классы. Пусть 9% — неко- 
торый набор свойств, которыми могут обладать классы 
групп. Если в некотором классе ® все эти свойства вы- 
полняются, то такой класс групп назовем 9Х-классом. 
Если, далее, ® — произвольный класс групп, то говорят 


(ср. А. Г. Kypom [6]), что класс групи QM является 
минимальным ЭУС-классом над %®, если: а) каждая 


® группа является и Я группой, 6) класс R™ является 


Э\-классом и в) класс R™ содержится во всех Х-клас- 
сах групп, содержащих класс ®. Понятно, что не для 
всяких наборов ON такие минимальные классы суще- 
ствуют. В этом пункте мы заметим, что из предыдущих 
результатов легко выводятся следующие утверждения: 

4.1. Беровские группы являются минимальным ради- 
кальным классом над классом абелевых групп. 

4.2. Наднильпотентные группы являются минималь- 
ным нормально наследственным радикальным классом над 
классом абелевых групп. 

Проверим, например, 4.2. Нужно проверить только 
пункт в) определения минимального класса. Пусть 
группа С является наднильпотентной группой и пусть 
® — класс групп, являющийся нормально наследствен- 
ным радикальным классом, содержащим все абелевы 
группы. Определяемый этим классом радикал обозначим 
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через R(G). Теперь, точно так же, как это делалось 
для RN*, получаем, что каждая циклическая подгруппа 
из а принадлежит R ((). 

Следовательно, вся группа С является ®-группой. 
Аналогично показывается, что 

4.3. Верхний радикальный класс, определяемый классом 
беровских групп, является минимальным строго ради- 
кальным классом над классом абелевых групп (К. К. Щу- 
кин [5]). (См. также Р. Бер [6], где такие группы назы- 
ваются субразрешимыми группами.) 

Такую же роль по отношению к нормально наслед- 
ственному строго радикальному свойству играет верхний 
радикальный класс, определяемый наднильпотентными 
группами. Ввиду теоремы 3.4 группы этого класса — это 
в точности АМ№*-групны. 

Здесь под верхним радикальным классом, отвечаю- 
щим радикальному классу 9-групп, мы понимаем класс 
групп, у которых верхний 0-радикал совпадает с группой. 


5. Локально ограниченные группы. Группа С называется 
локально ограниченной, если внутренняя пара (G, G) 
локально ограничена. Другими словами, С локально 
ограничена, если для любого g@G и любого конечного 
симметричного множества Х С С подгруппа, порожден- 
ная всевозможными коммутаторами [g; x п? Язь) т, |, 


1,,6Х, имеет конечное число образующих. 

7 Из теоремы 3.3.2.1, если применить ее к внутрен- 
ней паре, непосредственно следует, что всякая группа, 
обладающая возрастающим инвариантным рядом с не- 
теровыми факторами, является локально ограниченной 
группой. Ясно также, что всякая локально нетерова 
группа является локально ограниченной. 

В соответствии с п. 2.4.6 назовем еще группу G 
алгебраической, если для любых д и #ЕС подгруп- 
па, порожденная всевозможными коммутаторами вида 
[2; x, 1,..., 2], имеет конечное число образующих. 

Легко доказывается следующая лемма: 

5.1. Если алгебраическая группа С является цикли- 
ческим расширением локально нетеровой группы, то и 
(г — локально нетерова группа. 
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Пусть Я — локально нетеров нормальный делитель BG 
и 4 — {ЁР, 5}. Для доказательства леммы достаточно пока- 
зать, что для любого конечного множества элементов #.. 
й.,...,Льиз Н подгруппа М = {g,h,, hg,..., hy} удовлетворяет 
условию максимальности. Обозначим через А подгруппу, 
порожденную всеми h,, Й.,..., My, всеми [h;; g, g,..., 8], 
—=— 
ды ди: Веоми. Вор | 
Эта подгруппа содержится в Н, имеет конечное число 
образующих и инвариантна относительно g и =". Из 
этих свойств следует, что A удовлетворяет условию 
максимальности, и так как расширение группы с усло- 
вием максимальности с помощью такой же снова удо- 
влетворяет условию максимальности, то и группа {g, A} 
удовлетворяет этому условию. Но МС {g, А}. Лемма 
доказана. 


Опираясь на эту лемму, получаем, что 


5.2. Всякая локально разрешимая алгебраическая группа 
является локально нетеровой (и, следовательно, локально 
ги ршевой). 

Достаточно ограничиться случаем разрешимой группы. 
Такая группа обладает возрастающим нормальным рядом 
с циклическими факторами. Теперь наше утверждение 
по индукции следует из леммы. 

Аналогично доказывается, что если алгебраическая 
группа является расширением локально гиршевой группы 
с помощью локально гиршевой, то и сама группа яв- 
ляется локально гиршевой. Отсюда следует, что свой- 
ство группы быть локально гиршевой является строго 
радикальным свойством относительно класса алгебраи- 
ческих групп. 

Нам неизвестно, будет ли верно такое же утвержде- 
ние для свойства группы быть локально нетеровой. 
Не решен и более простой вопрос: будет ли свойство 
группы быть локально нетеровой строго радикальным 
относительно класса локально ограниченных групп. Оба 
эти вопроса решались бы легко, если бы оказалось 
справедливым предположение о том, что всякая нете- 


рова группа является конечным расширением гиршевой 
группы, 
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6. «-радикал группы. Радикалы, евязанные с внутрен- 
ней парой. Раньше мы уже видели, что если группе С 
сопоставить внутреннюю групповую пару (С, С), то 1-ра- 
дикал действующей здесь группы С — это в точности 
радикал Бера абстрактной группы С. Легко также по- 
нять, что и В-радикал здесь существует, и он совпа- 
дает с локально нильпотентным радикалом В (С). В п. 7.5.1 
будет рассмотрен еще один внешний радикал (8*(Г)), 


который при переходе к внутренней паре дает надниль- 
потентный радикал B*(G). Обозначим дальше через a (GC) 
а-радикал действующей группы С. Согласно определе- 
нию, это есть множество всех таких x EG, что для лю- 
бого фактора В/А произвольной главной системы групны G 
выполняется [B, | СА. Из теоремы 7.5.2.1 непосред- 
ственно следует, что в локально конечной группе С ло- 
кально нильпотентный радикал В (С) совпадает с a(G). 
Этот факт показывает, в частности, что в локально 
конечных группах фактор-группа по локально нильпо- 
тентному радикалу обладает хорошей характеристикой — 
она распадается в подпрямое произведение групп авто- 
морфизмов, индуцируемых группой в факторах ее глав- 
ных систем. Для конечных групп это свойство хорошо 
известно. 

Из теоремы 7.5.2.1 для случая локально нетеровых 
групп получаем следующее включение: А (С) =В (<) Ca(G). 
Покажем, что такое же включение выполняется и в том 
случае, когда группа С является расширением #А-группы 
с помощью локально нетеровой группы. 

Пусть НЯ — подгруппа с конечным числом образую- 
щих в С. Тогда подгруппа Н Г\ В (@) является ZA-rpyn- 
пой. Действительно, пусть С’— такая инвариантная 
ДА-подгруппа в С, что С/С’ — локально нетерова группа. 
Torga G’ Cc R(G) и группа (Н П R(G))G'/G' имеет конеч- 
ное число образующих. Так кк HH () R(G)C R(G), 
то отсюда следует, что (НП R(G)) G — ZA-rpyuna. 
Но тогда и НГ R(G) как подгруппа в (ИП R(G))-G' 
является (А-группой. 

Дальше для произвольного композиционного фак- 
тора В/А группы С рассмотрим пару (ВГА, С), и пусть 
(C/A, Н) — ее подпара, имеющая конечную систему об- 
разующих. Пусть еще g,A, g,A,..., А — конечная 
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система Н-образующих группы С/А. Все представители 
21 Bo +++ &, мы присоединим к Н и будем дальше счи- 
тать, что уже Н содержит все эти элементы. Hpome 
того, можно считать, что все эти g, принадлежат ра- 
дикалу А (С). В самом деле, если BY) R(G)CA, то 
[В, RG] CR(GNBCA, и поэтому можно предполо- 
жить, что (R(G) П В) А=В. Отсюда следует, что можно 
считать, что все g, принадлежат R(G) и, значит, и нере- 
сечению В (С) ПН. Если дальше |й,| — верхний цент- 
ральный ряд в В(() ПА, то подгруниы (Z, Г С) А/А 
составят в C/A (после удаления повторений) R(G) П H- 
стабильный ряд, причем ясно, что все члены такого 
ряда допустимы относительно Н. Применяя теперь 
лемму 3.3.5.1, получаем, что в В/А имеется стабиль- 
ная относительно А (С) система из С-допустимых под- 
групп, т. е. из нормальных делителей группы G/A. Это 
возможно лишь в случае, когда [В, R(G)]C A, что и 
доказывает включение R(G) C a(G). 

Некоторые случаи совпадения a- и В-радикалов при- 
водятся в работе Ф. Холла [4] (см. также п. 8.1.6). 

В обзорной статье Б. И. Плоткина [7] были опре- 
делены так называемые относительные радикалы — ги- 
перцентры в группах. Нетрудно понять, что если 
группу С рассматривать с точки зрения внутренней 
пары (G, С), то относительные радикалы этой группы — 
это радикалы области действия С относительно дей- 
ствующей группы С в том смысле, как они были опре- 
делены в п. 2.1.2. Так, в частности, локально ограни- 
ченный радикал области действия (см. п. 3.3.6) превра- 
щается в соответствующий относительный радикал 
группы С. В дальнейшем будут названы другие отно- 
сительные радикалы. 

Сюда же применимы и теоремы из п. 2.4.1, позво- 
ляющие выделять серии относительных радикалов. 


$3. РАДИКАЛЬНЫЕ ГРУППЫ И \-ГРУППЫ 


1. Полупростота. Вполне приводимый радикал. Каждому 
радикальному свойству отвечает определенная полу- 
простота. В дальнейшем, однако, под полупростотой 
группы мы будем понимать полупростоту, связанную 
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с локально нильпотентным радикалом. Итак, группа 
называется полупростой группой, если в ней нет нетри- 
виальных локально нильпотентных нормальных де- 
лителей. В теории таких полупростых групп важную 
роль играет понятие вполне приводимого радикала. 
В связи с этим мы сейчас рассмотрим свойство группы 
быть вполне приводимой группой без центра. Это 
свойство обозначим здесь через В. Всякая В-группа 
является полупростой группой. Единичную группу 
можно считать В-группой, и тогда это свойство оказы- 
вается радикальным свойством (П. А. Гольберг [1]. 
Покажем вначале, что объединение возрастающей нор- 
мальной цепи В-подгрупп любой группы снова является 
В-подгруппой. Пусть группа С является объединением 
членов возрастающего нормального ряда своих под- 
групп 


НЙ Cu © НОС НС: СОН = 


и пусть все члены этого ряда являются В-группами. 
Покажем, что все члены этого ряда являются нормаль- 
ными делителями группы С. Возьмем H, и рассмотрим 
все H, c 8>>a. Индукцией по В будем доказывать инва- 
р риантность Н. в H,. Пусть это уже доказано для всех 
аз вВ< в. Если „ ‘предельное число, то инвариантность 
H, в Н, очевидна. Пусть существует и—1. Так как 
Ни а группы, то Н,— прямой множитель 
в Hy, a Н,— прямой множитель в H,, так что 
H, —" нормальный делитель в Н,. Теперь " Ясно, что 
H. — нормальный делитель в каждом H,, в > а, и поэтому 
H. — нормальный делитель в G. 

Tak как, далее, каждая подгруппа Н, однозначно 
раскладывается в прямое произведение простых групп 
и так как из инвариантности Н,в H, при a< В следует, 
что разложение H, является продолжением разложения 
Н., то BG имеется однозначно определенный набор 
простых нормальных делителей, порождающий всю 
группу. Отсюда, очевидно, следует, что @—В-группа. 
Теперь будем доказывать, что если группа порождается 
двумя инвариантными В-подгруппами, то такая группа 
сама является Б-группой. 
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Пусть группа G порождается своими нормальными 
делителями Н и F, являющимися Б-группами. Допустим 
еше, что Я () F=—D, и пусть H=DxXZH’. Покажем, что 
Н’— нормальный делитель в С. Для этого достаточно 
показать, что если с ЕР, то g'HA'g C Н’. Подгруппа gg 
является нормальным делителем в Hf. Из равенства 


g'H'g) D=g'(—' 1) D)g 


следует, что подгруппа НН’ пересекается с D только 
по единице. Это означает, что &1Н’е CH’, т. e. Н’— 
нормальный делитель в С. Теперь группа С представима 
в виде G=:H’XF, где Н’и F являются В-группами. 
Ясно, что в таком случае и G—B-rpynna. Мы можем 
сейчас утверждать, что 

1.1. Во всякой группе имеется В-радикал. 

Определяемый свойством В радикал группы С мы 
обозначим через В (@) и назовем его вполне приводимым 
радбикалом. Докажем дальше следующую теорему: 

1.2. Если Н — субинвариантная подеруппа группы С, 
то B(H) является нормальным делителем в В ((). 

Пусть 


H=H,C#H,C...CH, CHa, C...CH,=G 


— возрастающий нормальный ряд в С с первым чле- 
ном НЯ. Допустим, что для всех в. < 1 уже доказано, что 
если «< В <p, то В (Н,) — нормальный делитель в В (f,). 
Нужно перейти к случаю в —=7. Ёсли 7] непредельное, 
то рассуждения такие же, как и в теореме 1.1, с учетом 
имеющейся здесь транзитивности нормальности. Пусть 
7] предельное. Система подгрупп B(H,) са< 1 является 
вполне упорядоченной по возрастанию системой под- 
групп. 

Через В. обозначим объединение всех В(Н.). Так 
как все 6(H,) являются вполне приводимыми нормаль- 
ными делителями в В`, то и их объединение В. — вполне 


приводимая группа. Кроме того, легко видеть, что В. — 
нормальный делитель в С, так что B.C B(G). Даль- 
нейшее очевидно. 


Из теоремы 1.2 непосредственно следует, что если 
группа С обладает субинвариантной простой некоммута- 
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тивной подгрупной ЯН =2 С, то В (С) == Е и С — не простая 


группа. 
Свойство В не является нормально наследственным 
свойством: достаточно воспользоваться примером 


Ф. Холла простой, но не строго простой группы. Пусть 
С — простая группа, обладающая нетривиальной суб- 
инвариантной подгруппой Н. С — вполне приводимая 
группа без центра, а Н таковой не является: если бы 
и Н была вполне приводима, то в С имелась бы собст- 
венная простая субинвариантная подгруппа, а это про- 
тиворечило бы простоте G. 


2. Радикальные группы и И’-группы. Группа С назы- 
вается радикальной, если она обладает возрастающим 
нормальным рядом с локально нильпотентными факто- 
рами. По теореме 2.1.4 каждая радикальная группа 
совпадает со своим верхним локально нильпотентным 
радикалом и поэтому обладает характеристическим рядом 
с локально нильпотентными факторами. Свойство группы 
быть радикальной является нормально наследственным 
радикальным свойством. Радикал, определяемый этим 
свойством, является строгим радикалом, и так как он 
совпадает с верхним радикалом, отвечающим L(G), он 
обозначается через В(С). Каждая группа является 
расширением радикальной группы с помощью полупро- 
стой. Некоторые свойства радикальных групп будут 
отмечены позднее, а сейчас речь пойдет о полупростоте. 

Группу G условимся называть Р-полупростой 2pyn- 
пой (полупростой по Фиттингу), если в @ имеется не- 
тривиальный вполне приводимый радикал, централиза- 
тор которого равен единице. Такие группы были 
выделены П. A. Гольбергом в работе[1], посвященной 
обобщениям результатов Фиттинга. Легко проверяется 
(см., например, Б. И. Плоткин [7 |), что группа С тогда 
и только тогда Ё-полупроста, когда для каждого не- 
единичного нормального делителя HCG радикал В(Н) 
не равен единице. Всякая Р-полупростая группа полу- 
проста, но обратное, к сожалению, не всегда верно. 
Мы говорим «к сожалению», так как Р-полупростые группы 
допускают хорошее описание, сводящее их рассмотрение 
к простым группам и группам автоморфизмов вполне 
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приводимых групи без центра. Напомним, что такие груп- 
пы автоморфизмов рассматривались в п. 3.2.4; теория 
этих групп сводится к теории групп автоморфизмов про- 
стых групп. В конечных группах Ё-полупростота и полу- 
простота — это одно и то же, и описание таких групп, 
полученное Фиттингом, приводится в книге A. Г. Kypoma 
[3]. На общий. случай Е-полупростоты конструкция 
Фиттинга обобщена П. А. Гольбергом. Одной из интерес- 
ных задач, относящихся к бесконечным группам, является 
выявление случаев, при которых полупростота и Р-полу- 
простота — равносильные понятия. 

Условимся дальше группу С называть И’-группой, 
если в С имеется возрастающий нормальный ряд, все 
факторы которого локально нильпотентны или Р-полу- 
просты. Класс И’-групп является довольно широким 
классом групп, причем на такие группы переносятся 
наиболее существенные части фиттинговой структурной 
теории конечных групп. Радикальные группы являются, 
конечно, И/’-группами. Приведем некоторые другие при- 
меры У-групп. 

1. Если группа обладает возрастающим нормальным 
рядом с конечными или локально нильпотентными 
факторами, то такая группа является W-rpynnon. 

2. Группа, удовлетворяющая условию минимально- 
сти для убывающих нормальных цепочек, является 
W-rpynnon. 

Оба эти класса охватываются следующим. 

3. Если группа обладает возрастающим нормальным 
рядом с простыми или локально нильпотентными факто- 
рами, то такая группа есть И’-группа. 

Для нас здесь важна следующая теорема: 

2.1. Полупростая W-epynna является Е-полуп ростой 
группой. Группа G тогда и только тогда является 
И/’-группой, когда она является расширением радикальной 
группы с помощью Е-полупростой группы. 

Пусть @ — полупростая И-группа и пусть 


E=H,CH,C...CH,C...CcCH,=G 


— ее возрастающий нормальный ряд, все факторы Ko- 
торого Р-полупростые или локально нильпотентные 
группы. Н, — Р-полупростая некоммутативная группа, так 
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как если бы H, была локально нильпотентной, она 
содержалась бы в нетривиальном радикале В (С), что 
противоречило бы полупростоте группы. 

о теорему 1.2, мы заключаем, что 
B(H,) CB(G)#E. 

Покажем, что $==8(В (С)) =Е. Пусть 3-Е и пусть 
а — первый порядковый номер, такой, что 3 Г] Н.=-Е. 
Ясно, что число «—1 существует и; ПН, = Е. 

Подгруппа A,_.(3 ПН.) является нормальным дели- 
телем в Н„, расположенным между Н_ и Н.. Легко 
также видеть, что подгруппа 3 [\.Н, субинвариантна 
в $. Дальше, пользуясь теоремой об изоморфизмах, 
получим: 


$ п Н, = ($ a H,) A.J, 


Пусть теперь H,/H,_, — F-nonyupoctas группа. В этом 
случае 3) H, также является Р-полупростой группой. 
Так как эта подгруппа субинвариантна в 3, то В (3) == Е. 
Но последняя подгруппа содержится в В (4). Это проти- 
воречит тому, что пересечение 3 Г] B(G) должно совпа- 
дать с единицей (ибо B(G) не имеет центра). 

Если теперь Н.„/Н,/— локально  нильпотентная 
группа, то и 3 ПИ, — локально нильпотентная группа. 
Tak как эта подгруппа субинвариантна B34, тои А (3) 52 Е. 
Но тогда и сама группа С обладает нетривиальным 
радикалом В (С). Снова противоречие. Остается заклю- 
чить, что $ = 
_ Пусть теперь С — произвольная W-rpynna и пусть 
В (С) — ее верхний радикал. Тогда В (С) — радикальная 
группа и С/В (С) — полупростая W-rpynna. По предыду- 
щему, эта фактор-группа является Ё-полупростой. 
Остальное очевидно, и теорема доказана. 

Легко видеть, что инвариантная подгруппа И/’-группы 
также является И/’-группой и расширение УИУ-группы 
с помощью , Й/’-группы есть снова W-rpynna. 

Из определений следует, что теория W-rpynn зависит 
от теории простых групп. С другой стороны, как уже 
отмечалось, в бесконечном случае мы имеем три сущест- 
венно различных типа простоты: обычная простота, 
строгая простота и абсолютная простота. Для каждого 
из этих типов простоты можно было бы определять 
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свои «И’-группы». При этом было бы интересно знать, 
в каких случаях обычная простота влечет строгую 
простоту или даже абсолютную простоту. Очень большой 
интерес представляет рассмотрение условий, при которых 
простота группы влечет ее конечность. Что касается 
конечных простых групп, то в последнее время здесь 
получены важные результаты. В частности, для некоторых 
конкретных простых групп найдена абстрактная харак- 
теристика. 


3. Одна теорема 06 изоморфизмах рядов. Опираясь на 
рассмотрения этого параграфа, докажем здесь одну 
теорему типа Жордана — Гельдера. Пусть задано пред- 
ставление некоторой группы Г автоморфизмами группы 
С. По поводу этого представления мы допустим, что 
проекция Г относительно С инвариантна относительно 
внутренних автоморфизмов. Группу С теперь будем рас- 
сматривать как ®-группу с 8 —=Г. Будем ее называть 
Г-группой. Легко видеть, что при этом идеалы — это 
Г-допустимые нормальные делители, абелева группа G 
является также абелевой Г-группой, центр в С — это 
также и центр Г-группы С. Пусть, далее, С — Г-группа 
и Н— ее Г-подгруппа. Тогда, если Н обладает одним 
из следующих свойств: а) является АМ*-Г-группой или 
6) является простой Г-группой, то и всякая сопряжен- 
ная с Н подгруппа является Г-подгруппой, и для нее 
сохраняется соответствующее свойство. 

Опираясь на эти утверждения, можно заметить, что 
доказанная ранее теорема 2.1.2 сохраняется и для 
Г-груцп, если в качестве 9 взять свойство группы 
быть ВМ№*-группой. Для Г-групп полностью имеют силу 
и рассмотрения из п. 3.1, относящиеся к вполне при- 
водимому радикалу. При этом каждый раз под подгруп- 
пой нужно, конечно, понимать Г-подгруппу. 

Кроме того, в дальнейшем будет предполагаться, что 
представление группы Г относительно С является 
локально ограниченным. Такое ограничение понадобится 
по следующим соображениям. Нам придется рассматри- 
вать простые ВМ*-Г-группы. При указанном ограничении 
такие группы оказываются строго простыми. Действи- 
тельно, если АМ*-Г-группа С является простой, то она 
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должна быть локально нильпотентной. Согласно теореме 
3.3.0.1 при нашем ограничении в С имеется централь- 
ная система из Г-допустимых подгрупп. Это возможно 
лишь в Том случае, когда С — абелева Г-группа. Такая 
Г-группа является строго простой. 

Теперь сформулируем теорему. 

3.1. Если в Г-группе @ имеются возрастающие 
нормальные ряды с простыми факторами, то любые два 
таких ряда изоморфны. 

Эта теорема не следует из соответствующей теоремы 
А. Г. Вуроша (см. п. 1.2.3), так как в силу результата 
Ф. Холла простые факторы ряда могут не быть строго 
простыми. 

Для доказательства теоремы нам понадобится сле- 
дующая лемма: 

3.2. Если в Г-группе С имеется возрастающий нормаль- 
ный ряд, все факторы которого либо абелевы, либо про- 
стые неабелевы Г-группы, то в С имеется и инвариант- 
ный ряд, факторы которого либо вполне приводимые 
Г-группы без центра, либо ВМ№*-Г-группы. 

Допустим, что ряд 


Ре Оке: 0) 


удовлетворяет условиям леммы. Ёсли А, — абелева 
Г-подгруппа, то эта подгруппа содержится в RN*-pa- 
дикале всей Г-группы, и этот АМ№*-радикал мы обозна- 
чим через В,. Если же А, — простая Г-подгруппа, то 
она принадлежит вполне приводимому радикалу, и 
в данном случае В, — этот радикал. Если уже опреде- 
лены В, при всех «< В, то для предельного В В} есть 
объединение всех предыдущих BY, а для непредельного 
8 поступаем следующим образом. В фактор-группе С/Вз_, 
имеется ряд такого же типа, как и ряд (1). Следова- 
тельно, если АМ№*-радикал этой фактор-группы равен 
единице, то там есть нетривиальный вполне приводи- 
мый радикал. Тогда в качестве B, возьмем Г-подгруппу, 
для которой В,/В,,— не равный единице вполне при- 
водимый радикал или Н/№*-радикал в СВ, если он 
не равен единице. Так будет построен инвариантный ряд 


Е=ВСс ВС... С В.С В.С... С В,=4, (2) 
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доходящий до С и удовлетворяющий нужным усло- 
виям. 

Теперь будем доказывать теорему 3.1. 

Если в Г-группе С имеются возрастающие нормаль- 
ные ряды с простыми факторами, то согласно лемме 
в G имеются и ряды типа (2). Фиксируем один такой 
ряд, и пусть это будет ряд (2). Дальте доказательство 
разобьем на три этапа. 

1. Нокажем, что если два возрастающих нормальных 
ряда [H,] и [F,] являются уплотнениями ряда (2), то 
такие ряды изоморфны. Чтобы доказать это утвержде- 
ние, очевидно, достаточно проверить следующие два 
свойства: 

а) Если в АМ№*-Г-группе заданы два возрастающих 
нормальных ряда с простыми факторами, то такие ряды 
изоморфны. 

6) Если во вполне приводимой Г-группе без центра 
имеются два возрастающих нормальных ряда с про- 
стыми факторами, то такие ряды также изоморфны. 

Утверждение а) непосредственно вытекает из теоремы 
А. Г. Rypoma, так как простые АМ№*-Г-группы в нашем 
случае оказываются строго простыми. 

Докажем утверждение 6). 

Пусть А — вполне приводимая Г-группа и пусть 


Е=АсСА С... СА, =A 


— некоторый возрастающий нормальный ряд с простыми 
факторами в A. Покажем, что этот ряд является инва- 
риантным и что между его факторами и простыми пря- 
мыми множителями в А можно так установить взаимно 
однозначное соответствие, что сопоставляемые группы 
окажутся изоморфными. Действительно, то что A, — нор- 
мальный делитель в А — это прямое следствие рассмотре- 
ний uw. 3.1. А/А, — снова вполне приводимая Г-группа. 
Отсюда A,/A,— простая некоммутативная Г-группа и 
А, — нормальный делитель в А. Инвариантность любого 
A,(a< 1) доказывается теперь по индукции. 

Из инвариантности A, и A,,, в А вытекает, что обе 
эти подгруппы являются прямыми произведениями не- 
которых простых множителей из А. Пусть С, — такой 
простой прямой множитель в А, что А =АХС.. 
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С, поставим в соответствие фактору A,,,/A,. Такое 
соответствие взаимно однозначно, и A,,,/A, = С.. 

Утверждение 6) теперь является непосредственным 
следствием доказанного свойства, так как разложение 
вполне приводимой Г-группы без центра на простые 
прямые множители единственно. 

2. Пусть в Г-группе С задан некоторый возрастаю- 
щий нормальный ряд с простыми факторами: 


Е=ЁЬКСК С... СЁ, = С. (3) 


Покажем, что этот ряд изоморфен некоторому уплот- 
нению ряда (2). 

Построим изоморфные уплотнения рядов (2) и (3) по 
методу КНуроша—Цасенхауза. Обозначим: 


Вов = В. (Bail Ро), Fy, И F, (Foss 1 B,). 


Тогда By ви/Б.з А Fo „ИЕР. и ряды [В] и [Ез.| стано- 
вятся изоморфными после удаления повторений. 

Покажем теперь, что если „5 Ру „ма, TO Fe иа/Р аи == 
= н/в 

ействительно, так как ВБ, — нормальный делитель 
в С, то или ЁР,,=Р,. или Р,,=Р, (так как фактор 
F,,,/F, — простой). То же самое можно сказать и отно- 
сительно F, ,,,. Отсюда, если Fy,AF, ,,,, TO Fy, Fs, 
Py == Рун WP „н/в = РР. 

Другими словами, ряд (3) остается без изменения, 
и следовательно, он изоморфен некоторому уплотнению 
ряда (2). 

3. Пусть теперь в а имеются два возрастающих 
нормальных ряда с простыми факторами: один из них — 
ряд (3), а другой условно обозначим (4). Согласно пре- 
дыдущему найдутся такие ряды (3’) и (4'), что ряд (3) 
изоморфен ряду (3’), ряд (4) изоморфен ряду (4’), и оба 
ряда (3') и (4) являются уплотнениями ряда (2). Со- 
гласно п. {1 доказательства теоремы, ряды (3’” и (4’) 
изоморфны между собой; но тогда и ряды (3) и (4) 
изоморфны. 

Теорема доказана. | 

Если в этой теореме обходиться без действующей 
группы Г, то теорема превращается в утверждение отно- 
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сительно абстрактных групп, приводившееся в работе 
Б. И. Плоткина [4]. 


4. Нормальные делители, ограничивающие группу. Как 
уже отмечалось, нормальный делитель Н группы С 
ограничивает группу, если Н содержит свой централи- 
затор. Значение этого понятия состоит в следующем. 

Если Н содержит свой централизатор, то этот цен- 
трализатор совпадает с цептром 2(Н) группы H. С дру- 
гой стороны, фактор-группа G/3;(H) может рассматри- 
ваться как группа автоморфизмов группы НЯ. Таким 
образом, группа С оказывается расширением центра Н 
с помощью некоторой группы автоморфизмов той же А. 
Это значит, что свойства всей группы С в значитель- 
ной степени могут познаваться через свойства ее под- 
группы Н. Так, например, если группа С ограничена 
конечным нормальным делителем, то, очевидно, она 
сама конечна. 

Еще больше влияют на группу нормальные делители H 
со следующим свойством: пусть в Н задан некоторый 
возрастающий ряд пормальных делителей группы С 


E=H,CH,C...CH,CH,,C...CH,=H. (1) 


В соответствии с п. 3.1.3 централизатором $ [Н.| 
этого ряда называется нормальный делитель, совпадаю- 
щий с совокупностью всех элементов x из С таких, 
что если а@Н..., то [а, х] ЕН, для всех a<y. Будем 
говорить, что нормальный делитель Н сильно ограни- 
чивает группу G, если Н содержит централизатор вся- 
кого своего ряда вида (1). Легко понять, что если нор- 
мальный делитель Н сильно ограничивает группу С и 
ряд [Н.| есть ряд вида (1) в AH, то группа С является 
расширением группы с центральным рядом, лежащей 
в Л, с помощью подпрямого произведения групп авто- 
морфизмов факторов ряда [H,]. 

В связи с этим представляет интерес выявление 
зв группах различных нормальных делителей, ограничи- 
вающих или сильно ограничивающих группу. В настоя- 
щем пункте мы приведем некоторые признаки таких 
нормальных делителей. 

Приведем примеры. 
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1) Произвольная группа, обладающая возрастающим 
центральным рядом (ЁА-группа), ограничена любым 
своим максимальным абелевым нормальным делителем 
(С. Н. Черников). 

2) Группа, обладающая возрастающим инвариантным 
разрешимым рядом (АГ-группа), ограничена любым 
своим максимальным метабелевым нормальным делителем 
(Д. М. Смирнов). 

3) Радикальная группа сильно ограничена своим 
радикалом В (С), (Б. И. Плоткин). 

Доказательства этих фактов будут вытекать также 
из приводимых ниже общих теорем 4.1 и 4.3. Используя 
эти теоремы, мы приведем ряд других примеров. 

Пусть, как и раньше, 0 обозначает абстрактное тео- 
ретико-грунповое свойство. В дальнейшем будут рас- 
сматриваться следующие ограничения, накладываемые 
на классы 6-групп: 

а) Каждая подгруппа 0-группы снова является 
9-группой. 

а’) Наждый нормальный делитель 0-группы также 
является 0-группой. 

b) Гомоморфный образ 0-группы также является 
9-группой. 

с) В произвольной группе произведение инвариант- 
ной 0-подгруппы на произвольную 0-подгруппу является 
0-подгруппой. 

cz) В произвольной группе произведение поэлементно 
перестановочных инвариантных 9-подгрупи снова является 
9-подгруппой. 

cz") Пусть С — произвольная группа, A и Ве 
инвариантные 0-подгруппы и пусть в одной из этих 
подгрупп, например в A, имеется ряд вида (1), такой, 
что другая подгруппа (В) принадлежит централизатору 
этого ряда. Тогда АВ — 0-группа. 

4) В классе 0 имеет место локальная теорема (8 == LA). 

4”) Если ‘группа С обладает локальной системой из 
инвариантных 0-подгрупп, то С есть 0-группа. 

е) Расширение 0-группы с помощью 0-группы снова 
является 0-группой. 

ez) Центральное расширение 0-группы с помощью 
0-группы также является 0-группой. 
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ez”) Гиперцентральное расширение 0-группы c по- 
мощью 6-группы также является 09-группой. 

При этом группа С называется центральным расши- 
рением своего нормального делителя H, если Н содер- 
жится в центре группы С. С называется гиперцентраль- 
ным расширением Н, если Н содержится в верхнем 
гиперцентре группы С, т. е. если в HA имеется ряд 
вида (1), такой, что централизатор этого ряда совпа- 
дает со всей группой. В дальнейшем для краткости мы 
используем следующие определения. 

Свойство @ будем называть 1-свойством, если в классе 
(-групп выполняются требования a’), cz) и d’). 0 будем 
называть 21”-свойством, если 0— х-свойство и в классе 
(-групп выполняется требование ez). 

Свойство @ назовем у-свойством, если класс 0-групп 
удовлетворяет требованиям а’), cz”) и 4’). 0 назовем 
у-свойством, если 0 — у-свойство, удовлетворяющее тре- 
бованию ez"). 

Всякое усвойство является 2-свойством. Если 0 — 
х-свойство, то во всякой группе G произвольная инва- 
риантная 0-подгруппа из С содержится в некоторой 
максимальной инвариантной 6-подгруппе из G. В общем 
случае такая максимальная 0-подгруппа может быть не 
единственной. 

Легко видеть, что используя терминологию Б. Ней- 
мана, можно было бы еще условие cz) записать так: 
прямое произведение с объединенной подгруппой двух 
9-групп снова является 6-группой. 

Отметим также, что если класс 0-групи удовлетво- 
ряет условию в), то требование CZ) можно заменить 
следующим более слабым требованием: прямое произве- 
дение двух 0-групп снова является 0-группой. 

Действительно, если H и ЁР— две инвариантные переста- 
новочные поэлементно @-подгруппы некоторой группы С, 
то подгруппа {H, Ff} является гомоморфным образом 
прямого произведения групп Я и F. 

4.1. Пусть 9 — хсвойство и 8 — такое теоретико- 
групповое свойство, что класс §,-epynn удовлетворяет 
условию а’) и центральное расширение 0-группы с по- 
мощью 0.-группы является 0-группой. Тогда, если груп- 
na-G обладает возрастающим инвариантным рядом, все 
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факторы которого — 0!-группы (0,[“-группа), то С огра- 
ничена каждой своей максимальной инвариантной д-под- 
группой. 

Мы приведем обычные в таких случаях рассуждения. 
Пусть 0 и 0, удовлетворяют условиям теоремы и пусть 
в группе С имеется возрастающий инвариантный ряд 


ЕС GC ее. СО С CG,=G, (2) 


все факторы которого являются 40/-групнами. Пусть, 
далее, Н — произвольная максимальная инвариантная 
0-подгруппа в G,u 3(Н) — централизатор Н. Используя 
пересечения &(Н) с членами ряда (2) и учитывая тре- 
бование а’) для 0,, мы можем построить в 3(H) возра- 
стающий ряд нормальных делителей группы С 


H=j Ch C--- Cha C herr ... С = (Н), 


все факторы которого являются 0,-rpynunamu. 

Допустим, что 3(H)q HW. Тогда найдется такое 
a<p, что 3 СН и 3. ЧН. Так как 4,CH, то зи 
является центральным расширением 4-группы 3, с по- 
мощью 0,-группы. Отсюда 3.., — 9-группа, причем инва- 
риантная BG. Так как H и 3,,, поэлементно переста- 
новочны, то {H, 3,,,}—cHoBa 0-группа. Мы получили 
противоречие с тем, что Н — максимальная инвариант- 
ная 9-подгруппа BG. Отсюда 3.., С НД и поэтому 3 (Н)СН, 
что и требовалось доказать. 

Если в приведенной теореме за свойство 0 взять 
свойство быть абелевой группой, а за 0, — свойство 
быть циклической группой, то ясно, что все требования 
будут выполнены, и мы получаем доказательство утвер- 
ждения, содержащегося в примере 1) (так как всякая 
Г А-группа обладает возрастающим инвариантным рядом 
с циклическими факторами). 

Свойство группы быть нильпотентной класса < п, 
как нетрудно видеть, является 2-свойством. (Легко ви- 
деть, что если Л — некоторая система тождественных 
соотношений, то свойство группы удовлетворять системе 
соотношений Л является х-свойством.) Если теперь за 0 
принять свойство группы быть метабелевой группой, 
а за 0. — свойство группы быть коммутативной группой, 
то мы получаем утверждение, содержащееся в примере 2). 
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Из теоремы 4.1 получаем еще такое следствие: 

4.2. Если 0— х’-свойство и группа @ является 
0[*-группой, то G ограничена каждой своей максимальной 
инвариантной д-подгруппой. 

Примером х’-свойства является свойство Группы быть 
локально нильпотентной группой. Отсюда получается 
теорема о том, что радикальная группа ограничена 
своим радикалом. Примером х’-свойства является также 
свойство быть локально разрешимой группой. 

4.3. Пусть 0 — усвойство и пусть 0, — такое свой- 
ство, что для 0, выполнено условие а’), и гиперцентраль- 
ное расширение 4-геруппы с помощью 8/-группы Является 
4-группой. Гогда если группа С является 0,/*-группой, 
то С сильно ограничена каждой своей максимальной 
инвариантной 0-подгруппой. 

Пусть 0, 9, и С удовлетворяют условиям теоремы и 
Н — максимальная инвариантная 0-подгруппа в С. Пусть 
еще в Н задан некоторый возрастающий ряд нормаль- 
ных делителей группы С: 


ИСП со 


и пусть 3[Нз] — централизатор этого ряда. Как и в тео- 
реме 4.1, можно утверждать, что в 41 Hg] имеется BO3- 
растающий ряд нормальных делителей группы 


E=3,CaC--- ССС... С =, 


все факторы которого являются 0,-группами. Допустим, 
что $ [НЧ Н, и пусть 3,C A, но 3, H- | 

Рассмотрим в 4, ряд, составленный из пересечении 
ПА, по всем В<у. Этот ряд является гиперцен- 
тральным в 3... Отсюда следует, что 3.1) Является 
гиперцентральным расширением 0-группы 3, © ПОМОЩЬЮ 
0,-группы. Но тогда Sat) Является инвариантнои 0-под- 
группой в С, принадлежащей притом централизатору 
некоторого ряда в H. Так как 0 — у-свойство, то отсюда 
следует, что {H,32,,,} является 0-группой. Мы получили 
противоречие. Следовательно, 3[H,] СН. 

Из теоремы, в частности, получаем, что если 9 — 
У-свойство, то произвольная 0/*-группа сильно ограни- 
чена всякой своей максимальной инвариантной 9-под- 
группой. 
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Простым примером у’-свойства является свойство 
группы быть локально нильпотентной. Отсюда непо- 
средственно следует утверждение о том, что радикальная 
группа сильно ограничена своим радикалом. 

4.А Пусть 0 — абстрактное meopemuxo-e рупповое 
свойство, удовлетворяющее требованиям а) и с). Тогда 
свойство LA является у-свойством. 

[9 — это свойство группы обладать локальной систе- 
мой из 0-подгрупи. Очевидно, LO удовлетворяет условиям 
а) и а). Остается проверить выполнение условия с2*). 

Пусть Н и РЕ— две инвариантные [Г04-подгруппы 
в группе G, и 0 удовлетворяет условиям теоремы. До- 
пустим еще, что Ё принадлежит централизатору неко- 
торого возрастающего инвариантного в С ряда в Н. 
Тогда любое конечное множество элементов из ЕЁ ин- 
дуцирует нильмножество и, следовательно, ограничен- 
ное множество автоморфизмов в Н. Дословным повто- 
рением доказательства теоремы 2.2.2 можно показать, 
что отсюда следует, что {H, Е} — Г.9-группа. 

Из доказанной теоремы вытекает, что такие свой- 
ства, как локальная разрешимость и локальная ради- 
кальность группы являются у-свойствами. Легко ви- 
деть также, что локальная радикальность является 
у-свойством. 

В заключение заметим, что к настоящему времени 
теория радикалов в группах и связанное с ней рас- 
смотрение абстрактных теоретико-групповых свойств 
и функций приобретают все большее значение в теории 
групп. Однако подробное изложение всех относящихся 
сюда результатов не входило в нашу задачу. См. еще 
список литературы. 
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1. Локально нильпотентный радикал и нильэлементы. 
Нильэлемент группы — это такой элемент, которому 
отвечает внутренний автоморфизм, являющийся ниль- 
автоморфизмом. Подробнее это означает следующее. 
Пусть х==[х, 5, 0], [z, в, П=[, = 1%8,..., 
[х, в, п] =[[х, в, п 1], 6]. Элемент # есть нильзлемент 
в группе С, если при любом хЕС найдется такой по- 
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казатель n==n(z, g), что [х, ©, п] =е, где е— еди- 
ница в G. 

Легко видеть, что каждый элемент группы, принад- 
лежащий ее локально нильпотентному радикалу, явля- 
егся нильэлементом. Hak показал недавно Е. С. Го- 
лод [1|-— его пример будет приведен в этом параг- 
рафе, — обратное не всегда верно. В этом пункте будет 
доказано, что если группа С обладает возрастающим 
нормальным рядом с локально нетеровыми факторами, 
то В (С) — это в точности множество всех нильэлемен- 
тов группы, так что в таких группах нильэлементы и 
локально субинвариантные элементы — это одно и то же. 
Частным случаем сформулированной сейчас теоремы яв- 
ляется утверждение о том, что в радикальной группе 
радикал R(G) состоит из. всех нильэлементов группы. 

Мы начнем со следующей леммы: 


1.4 Пусть Н — нильпотентная с конечным числом 
образующих подгруппа группы G, порожденная некото- 
рям фиксированным множеством Е(Н) нильэлементов 
из а. Гогда, если Н не является нормальным делителем 
в С, то в нормализаторе Н имеется элемент, сопря- 
женный некоторому элементу из Е(Н) и не лежа- 
щий в Н. | 

Всюду дальше мы будем обозначать через М№(Н) 
нормализатор подгруппы Н. Элементы, сопряженные 
элементам из Е(Н), мы будем называть Ё-элементами. 
Если F — некоторая подгруппа в С, то через D(F) мы 
будем обозначать подгруппу, порожденную всеми Е-эле- 
ментами, лежащими в ГР. Доказательство леммы разо- 
бьем на три этапа. 

1. Вначале рассмотрим случай, когда Н — конечная 
циклическая подгруппа простого порядка, порожден- 
ная нильэлементом 2. 

Так как Н не инвариантна в С, и g — нильэлемент, 
то вне М (Н) найдется такой элемент x, что [z, g]E М(Н). 
Вместе с элементом [х, g] в N(H) содержится и эле- 
мент х'рх. Этот элемент не может принадлежать H, 
так как в противном случае х принадлежал бы норма- 
лизатору Н (Н — циклическая группа простого порядка!). 
Случай 1 рассмотрен. 
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2. Теперь рассмотрим случай, когда Н — конечная 
группа произвольного порядка. Применим индукцию по 
порядку подгруппы Н. Для подгрупп простого порядка 
лемма доказана. Будем предполагать, что порядок Н 
равен п и что для меньших порядков лемма доказана. 

Пусть g@ Е(Н) и пусть x— такой элемент вне М (ПН), 
что 1х6 М№(Н). Если хех не лежит в HA, то соот- 
ветствующий элемент найден. Пусть x'gxG@H. Тогда 
0х6 Н Пх'Нх. Так как AH — конечная группа и так 
как х не принадлежит нормализатору Н, то можно 
считать, что пересечение H Г] x'Hx отлично как от H, 
так и от xe. 

Обозначим D,=D(H Г т'Нт). Подгруппа D, от- 
лична от единицы, так как в ней содержится элемент 
шт. Покажем, что в каждой группе Н и «Hx име- 
ются Ё-элементы нормализатора D,, не лежащие в D,. 
Пусть РЕ — одна из подгрупп Н или х"Нх. Е нильпо- 
тентна, порождается Ё-элементами и содержит D, в ка- 
честве собственной подгруппы. Если D, инвариантна 
в Ё, то, поскольку F порождается ЁЕ-элементами, со- 
ответствующее утверждение очевидно. Если D, не ин- 
вариантна в F, то возьмем элемент уЕР, не принадле- 
жащий N(D,), но принадлежащий М (N(D,)) (нормали- 
заторы берутся в F). Такой у найдется, так как F — 
нильпотентная группа. Так как у не принадлежит 
N(D,), то для некоторого Е-элемента g€D, элемент 
yigy не принадлежит D,. Но этот элемент принадле- 
жит N(D,), так как yEN(N(D,)). Таким образом, 
в подгруппе Ff имеются Ё-элементы нормализатора 2, 
не лежащие в D,. 

Отсюда следует, что, во-первых, подгруппа D, = 
—=D(N(D,)(Q\ H#) строго больше, чем D,, и, во-вторых, 
что в N(D,) есть Е-элементы, не лежащие в Н, — все 
Е-элементы из х\'Нх Г] N(D,), лежащие в Н, лежат 


ив О. © 
Пусть уже построена последовательность подгрупп 
D,, 0.,...., Dy, таких, что 


а) D, строго меньше H, 

6) в нормализаторе D, есть Е-элементы, не лежащие 
в РД, 

в) D, порождается Ё-элементами. 
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Определим подгруппу D,,, следующим образом: 
В = D(N (Dy) ПН). Ва D Dr. 


Пусть Dy, H. Покажем, что в N (D,,,) есть Е-эле- 
менты, не лежащие в НД. 

Будем рассматривать D,,, как подгруппу в JN (D,). 
Если D,,, инвариантна в № (D,), то все Е-элементы из 
N(D,) лежат и в N(D,,,). Среди них имеются и не 
лекащие в М. Пусть D,,, не инвариантна в N (D,). 
Подгруппа D,,, нильпотентна, порождается некоторым 
множеством Ё-элементов — все эти элементы являются 
нильэлементами — и имеет порядок, меньший п. При- 
меняя предположение индукции, мы можем утверждать, 
что в NW(D,) имеются Е-элементы из нормализатора 
D,,,, не лежащие в D,,,. Эти элементы не лежат ив НД. 
Продолжая построения, мы дойдем до подгруппы D,,,, 
равной Н. Тогда D, инвариантна в Н ив N(D,) имеются 
Е-элементы, не лежащие в НД. Если AH инвариантна 
в N(D,), то эти элементы лежат и в М№М(Н). Пусть Н 
не инвариантна в WV(D,). Рассмотрим подгруппу Я == 
—=Н/О, в группе N=WN(D,)/D,. H нильпотентна, имеет 
порядок, меньший п, и не инвариантна в №. Элементы 
вида 8#0,=8, где g,GE(H) и g,ED,, составляют 
некоторую систему нильэлементов в № порождаю- 
щих Я. 

Применяя к этой системе предположение индукции, 
можно утверждать, что для некоторого у из № и для 
некоторого &, элемент бу принадлежит нормализа- 
тору Я в М и не принадлежит Я. Тогда, если g=yD,, 
где у — произвольный представитель смежного класса, то 
у ву есть Е-элемент, принадлежащий нормализатору Н 
и не принадлежащий Н. Случай, когда Н — конечная 
группа, разобран. 

3. При рассмотрении общего случая мы используем 
понятие приведенного ранга нильпотентной группы. 
Приведенным рангом нильпотентной группы называется 
рациональный (или, что то же самое, специальный) 
ранг фактор-группы этой группы по ее периодической 
части. Будем обозначать приведенный ранг группы С 
через r(G). г(<) — это также сумма рангов факторов 
верхнего центрального ряда фактор-группы С по ее 
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периодической части. Напомним некоторые извествые 
свойства приведенного ранга. 

Приведенный ранг группы тогда и только тогда ра- 
вен нулю, когда группа периодическая. Приведенный 
ранг подгруппы не превосходит приведенный ранг 
группы. Если С нильпотентная группа конечного 
приведенного ранга и Н — ее подгруппа, такая, что 
r(H)=r(G), то некоторая степень каждого элемента 
из а попадает в Н. Если при этом G удовлетворяет 
еще условию максимальности, то Н имеет в G конеч- 
ный индекс. Если Н — произвольный нормальный дели- 
тель в С, то r(G)=r(f)+r(G/A). 

Переходим к доказательству леммы в общем случае. 
Так как подгруппа H нильпотентна и имеет конечное 
число образующих, то Н удовлетворяет условию мак- 
симальности и имеет конечный приведенный ранг. 
Если г(Н)=0, то Н конечна, и этот случай уже pac- 
смотрен. Пусть г(Н)=п и пусть для меньшего приве- 
денного ранга утверждение леммы уже доказано. 

Пусть # — элемент бесконечного порядка u3_ Ё(Н) 
и пусть х— такой элемент из G, что LEN (ff) 
и x'gx@N(H). Сразу переходим к случаю, когда 
0х6 Н. В этом случае x 'gxGH Г] т'Нт. Так как обе 
подгруппы H и х'Нх нильпотентны, то можно считать, 
что это пересечение отлично как OT H, так и от x Hz. 

Обозначим D,— D(H Г х"'Нт). Так как xz 'gx — эле- 
мент бесконечного порядка в D,, то r(D,)>0. Вак 
и выше, доказывается, что в N(D,) имеются Е-эле- 
менты, не лежащие BH, и что О. =) (М (0.) ПН) — 
подгруппа, строго большая, чем D,. Рассмотрим теперь 
следующий случай: 

а) r(D,)=n. 

этом случае D, имеет конечный индекс в Н 
и фактор-группа D,/D, конечна. Рассматривая под- 
группу D,/D, в группе N(D,)/D, и применяя резуль- 
тат из п.2 доказательства, как и в заключении этого 
пункта, мы получаем, что в NW(D,) имеются Е-эле- 
менты, принадлежащие MV(D,) и не принадлежащие D, 
и, следовательно, не принадлежащие Н. Продолжая 
построения, в силу условия максимальности в Л, мы 
дойдем до такой подгруппы D,, что D, инвариантна 
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в Нив №(0,) найдутся Е-элементы, не лежащие в АД. 
Используя конечную подгруппу A/D, в фактор-группе 
№ (D,)/Dy, каки вп.2, мы докажем, что в №М(Н) име- 
ются Ё-элементы, не лежащие в HH. 

Пусть теперь имеет место случай 

6) r(D,) < п. 

Как и раныше, строим подгруппы D,, D,,..., Dy, 
и пусть r(D,)<cn u B N(D,) имеются Е-элементы, не 
лежащиев Я. Рассмотрим подгруппу D,,, = В (М№(0,) ПН). 
Если Г()1) < п, то наличие в N(D,,,) Е-элементов, 
не лежащих в Н, устанавливается при помощи пред- 
положения индукции (см. п.2). Если r(D,,,)=n, то 
этот же факт устанавливается переходом к фактор- 
группе М (D,)/D, и ее подгруппе D,,,/D,, имеющей ранг, 
меньший п (ибо r(D,) > 0). 

Пусть теперь r(D,)—=n. В этом случае переход 
к Dy, осуществляется так же, как и в случае а). Та- 
ким образом, и в случае 6) мы доберемся (ввиду усло- 
вия максимальности в Hf) до инвариантной в Н под- 
группы D,, Такой, что в N(D,) имеются Ё-элементы, 
не лежащие в Н. Доказательство леммы завершается 
теперь переходом к фактор-группе WN (D,)/D, и ее под- 
группе H/D,, как и в п. 

Теперь докажем лемму. 

1.2. Если вгруппе G имеются локально нильпотентный 
нормальный делитель Н и нильэлемент g, порождающие 
всю группу G, тои С — локально нильпотентная группа. 

Группа С обладает локальной системой из подгрупп 
вида {Н., #}, где Н,— инвариантная относительно эле- 
мента g подгруппа в Н сконечным числом образую- 
щих,так что для доказательства леммы достаточно рассмо- 
треть случай, когда Н — подгруппа с конечным числом 
образующих. Пусть 

ее о: 
— верхний центральный ряд в H. В каждом факторе 
Al,.,/H, этого ряда элемент © индуцирует нильавто- 
морфизм. Поэтому указанный центральный ряд можно 
уплотнить до 6-стабильного ряда *). Такой ряд будет 
уже центральным в {H, 5}. 


*) Эдесь через 2 обозначен внутренний автоморфизм, порож- 
денный элементом р. 
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Следующая лемма является основной. 

1.3. Пусть в — нильзлемент в произвольной группе G 
и пусть подгруппа H,=={g} не инвариантна в G. Тогда 
существует последовательность подгрупп (возможно, ко- 
нечная) 


ВЫ Се НЕ С 


удовлетворяющая следующим условиям: 

1) все Н; — нильпотентные группы, 

2) Hi, — нормальный делитель в H,,,, 

3) Пн И 00 где x," 5х, — элемент, сопряжен- 
ный элементу g и ‘не лежащий в Н,, 

4) если H, не инвариантна в С, то существует Низ. 
(Если же H, инвариантна, то на этой подгруппе по- 
следовательность обрывается.) 

H, есть циклическая подгруппа, порожденная ниль- 
элементом g. Пусть она не инвариантна и пусть уже 
построена нильпотентная подгруппа H,, причем 


a ae | —1 
Н == [5, wy 8X1, Ly 8, т, 53 Ly гы. 


Систему образующих g, 2,'gz,,..., xv) gx,_, обозначим 
через Е (Н,). Все эти элементы являются нильэлемен- 
tamu в С. Если Н, не инвариантна в С, то по лемме 1.1 
найдется элемент 2,'gz,, принадлежащий нормализа- 
тору Н, и не принадлежащий Н,. Положим Ни = 
— {(H,, x,'gz,\. Подгруппа Н „1 нильпотентна, так как явля- 
ется расширением нильпотентной подгруппы с конеч- 
ным числом образующих с помощью нильэлемента. 
Продолжая построения, мы или доберемся до инвари- 
антной подгруппы Н»„, или получим бесконечную счет- 
ную последовательность подгрупп. 

Условимся в дальнейшем всякую группу С, в кото- 
рой множество нильэлементов совпадает с радика- 
лом А (С), называть МА-группой. 

Докажем теперь теорему: 

1.4. Если в группе С все абелевы подгруппы имеют 
конечное число образующих, то С является М№В-груп- 
nou. 

Хорошо известно (ср. также п.8.1.1), что если 
в группе все абелевы подгруппы имеют конечное число 
образующих, то такая группа удовлетворяет условию 
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максимальности для нильпотентных подгрупп. Таким 
образом, из основной леммы вытекает, что при усло- 
виях теоремы каждый нильэлемент принадлежит ниль- 
потентному нормальному делителю. Но тогда каждый 
нильэлемент принадлежит радикалу А (С), что и тре- 
бовалось. 

Будем говорить, что группа С удовлетворяет, усло- 
вию (т), если для любого элемента © из С всякая под- 
группа, порожденная некоторым множеством сопря- 
женных с g элементов, порождается конечным подмно- 
жеством этого множества. 

1.5. Если группа удовлетворяет, условию (т), то та- 
кая группа является М№В-группой. 

Теорема непосредственно следует из основной леммы. 

Нам понадобится еще следующая лемма: 

1.6. Если группа обладает локальной системой из 
NR-nodepynn, то такая группа сама является № В-группой. 

Обозначим через R’(G) множество всех нильэлемен- 
тов группы С. Нужно показать, что при условиях леммы 
R'(G)C R(G), а для этого достаточно показать, что 
R’ (С) — локально нильпотентный нормальный делитель. 
Пусть g, и &, — два элемента из А’(С) из ЕС. Покажем, 
что 


[. . ALz, 8185], 8182], с 88] =e 


при некотором п. Найдем в локальной системе подгрупп 
подгруппу G,, содержащую элементы #1, в их. в, и 8, — 
нильэлементы в G,, и поэтому они содержатся в А(С.). 
Так как в R(G,) содержится произведение gig, и все 
элементы из А (С) являются нильэлементами в то 
при некотором п 


[2, £18, п] ==е. 


Аналогично доказывается, что при любых gER(G) и 
x@G найдется такое т, что 


а m=, 


т. е. ЕВ’ (С) и тт ЕВ (С). Таким образом, В’ (С) — 
нормальный делитель. Пусть теперь М — конечное мно- 
жество элементов из А’ (G). Найдем локальную подгруппу 
G,, содержащую эти элементы. Тогда МСА (С), и поэ- 
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тому {М} — локально нильпотентная подгруппа. Отсюда 
следует локальная нильпотентность инвариантной под- 
группы А’(С). Лемма доказана. 

Из этой леммы и из теоремы 1.3 вытекает, что если 
в группе имеется локальная система из подгрупп с ус- 
ловием максимальности, то такая групиа является 
№Е-группой. 

Теперь докажем основную теорему (Б. И. Плоткин 
[5], Р. Бер [17]. 

1.7. Если группа С обладает возрастающим нормаль- 
ным рядом, все факторы которого являются LM-epyn- 
пами *), то G является М№В-группой. 

Согласно теореме 2.1.4 во всякой группе, удовле- 
творяющей условиям теоремы, верхний [,М-радикаль- 
ный ряд доходит до всей группы. Длину такого ряда 
в С будем называть Г,М-длиной. 

В случае, когда ГМ-длина С равна 1, теорема сле- 
дует из приведенного выше замечания. Дальше приме- 
ним индукцию по Г[М-длине группы. Будем предпола- 
гать, что теорема доказана для случая, когда группа 
имеет ГМ-радикальный ряд с длиной, меньшей 1, и до- 
пустим, что группа С обладает таким рядом с длиной {. 
Пусть ряд 


E=HCH,C...CH,CH,,C...CH,=G 


является Г,М-радикальным рядом в С. Любой отрезок 
этого ряда до H,(8<y) будет ГМ-радикальным рядом 
в H,. Отсюда следует, что при B<y все нильэлементы, 
лежащие в H,, лежат в радикале R(H,), а поэтому и 
в R(G). 

Допустим, что существует такой нильэлемент &, KO- 
торый не принадлежит никакому H, с В< 1. Тогда су- 
ществует y—1. Обозначим 1 —1 = и рассмотрим слу- 
чаи, когда в — предельное и не предельное порядковое 
число. | 

1. Пусть в — предельное число. Рассмотрим систему 
подгрупп {H,, g} при B<p. Все эти подгруппы LM-pa- 
дикальны и имеют [/М-длину, меньшую 1. Поэтому все 
они являются NR-rpyunamu. Так как подгруппы {H,, g} 


* 


*) ГМ-группа — локально нетерова группа. 
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образуют локальную систему в {H,, =}, то и {H,, 8} 
является М№МВ-группой. Отсюда geR((H,, g}). Обозначим 
через № полный прообраз в С радикала В (С/Н,). Так 
как в С/Н, радикал совпадает с множеством всех ниль- 
элементов, TO g@F. Но тогда подгруппа {H,, g} ло- 
кально субинвариантна в Р. Отсюда 


R(H,, )СВ(РСВ(б) CLM (6) 


и © принадлежит локально нетерову радикалу LM (G). 
Получилось противоречие с тем, что #ЕЁМ (С). 

2. Пусть теперь существует р Обозначим @ —=С/Н 
и Н=Н,/Н, 1. Мы предполагаем, что g= gH, _ Cd. Так 
как 8 — нильэлемент, то подгруппа {Н, 2 является 
Г.М-группой, и поэтому Е В (В, 5). Отсюда, каки выше, 
из того, что Z@ R(G/H), заключаем, что 


gER(F)CR(G)CLM(G), 


и снова противоречие. 

Таким образом, всякий нильэлемент из G принадле- 
жит LM (@), а поэтому и R(G). Теорема доказана для 
случая Ё/М-длины 1 и, следовательно, для любой группы, 
обладающей возрастающим нормальным рядом, все фа- 
кторы которого являются LDM-rpynnamu. (См. еще п. 7.2.3.) 


2. Нильгруппы. Обобщенные центральные элементы. 
Группа, в которой все элементы являются нильэлемен- 
TAMU, называется нильгруппой. Всякая локально ниль- 
потентная группа является нильгруппой, а обратное 
согласно результату Е. С. Голода неверно. Такое обрат- 
ное утверждение может быть доказано при различных 
дополнительных предположениях. Так, например, из 
теоремы 1.6 непосредственно следует, что нильгруппа, 
являющаяся [М-радикальной группой, локально ниль- 
потентна. Перечень других случаев приведен в обзоре 
Б. И. Плоткина [7], а по поводу более поздних резуль- 
татов см. список литературы (работы Г. Хейнекена, 
Д. Хельда, К. Грюнберга и т. д.). Группа С называ- 
ется энгелевой группой, если каждый ее элемент явля- 
ется нильэлементом ограниченного индекса нильпотент- 
ности (энгелевым элементом), т. е. если для каждого 
& ЕС существует такой показатель n==n(g), что при 
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любом хЕС будет [z, 5, п] =e. Беровские группы яв- 
ляются, очевидно, энгелевыми, и в связи с этим есте- 
ственно поставить вопрос о справедливости обратного 
предложения. Этот вопрос пока не решен кажется даже 
для локально нильпотентных групп. 

Введем еще понятие обобщенно цент рального элемента. 
Элемент х@С называется обобщенным центральным эле- 
ментом, если для каждого g@G имеется такой показа- 
тель п=п(х, g), что [х, 5, п| =е. Если можно подобрать 
здесь число п, общее для всех #ЕС, т. е. п=п (т), то 
в Таком случае х называется сильным обобщенным цен- 
тральным элементом. 

Имеет место следующая теорема (Г. Хейнекен [1]: 

2.1. Если а — обобщенный центральный элемент, то 
a является нильэлементом. Если а — сильный обобщен- 
ный центральный элемент, то а! — энгелев элемент. 

Для доказательства этой теоремы приведем вначале 
следующее обозначение. Пусть x и g — элементы группы G. 
Положим: 


[g, A oes A 5, A ae [i+ 1, 8, 1] =, [i, 5, 1]], 
При этом легко проверяется следующее соотношение: 
[х, 5, о" [2, a 2] se 


Допустим теперь, что а — обобщенный центральный 
элемент и е— произвольный элемент группы. Найдем 
такой показатель п, что [а, ва", п] =е. Одновременно 
°мы имеем [n, gag, а] =е. Применяя к этому равенству 
внутренний автоморфизм, порожденный злементом 5, 
получаем [n, а, ха] =е. Далее имеем: 


е—= [п —1, а, [а, 5 ‘а = п — 1, а, [а, [а,  ]== 


— [п -- 1, a, 8] 
и 
[n+-1, а, gl=e. 
Снова пользуясь отмеченным выше соотношением, на- 
ходим: 
[g, a", п-- П==е, 


так что а" — нильэлемент. Точно так же получаем и 
второе утверждение теоремы. 
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Hak известно, верхний гиперцентр группы — это 
объединение всех членов ее верхнего центрального ряда. 
Каждый элемент этого верхнего гиперцентра является 
обобщенным центральным элементом. В работе [12] 
Р. Бер показал, что в нетеровых группах верхний ги- 
перцентр совпадает с множеством всех обобщенных 
центральных элементов. В общем случае это неверно. 

Отметим еще следующий интересный нерешенный 
вопрос: будет ли в произвольной группе произведение 
инвариантных нильподгрупп снова нильподгруппой?*) 


3. Примеры. Мы начнем с важного примера Е. С. Го- 
лода [1], решающего многие вопросы, еще недавно 
остававшиеся открытыми. 

Пусть Р — произвольное поле и Г, — свободная acco- 
циативная линейная алгебра над Р с 4 образующими 
и с единицей. Элементами этой алгебры служат поли- 
номы от 4 некоммутирующих свободных переменных 
1, Ly, ..., Ly. Если через L, обозначить подпространство 
в L, состоящее из всех однородных полиномов (форм) 
степени и, то очевидно, что размерность L, —r (L,) — 


© 
равна 4”, и L= У L,. 
n=0 
Пусть, далее, H — произвольное подпространство в L, 
порожденное однородными полиномами и J = СНГ, — иде- 
ал в L, порожденный этим подпространством. Легко ви- 
деть, что Я —=УНни 1 = УГ, roe, = ANL, uw Г, =1ПЬЁ.. 
При построении примера используется следующая 
лемма (Е. С. Голод, И. Р. Шафаревич [1]: 
3.1. Если подп ространство Н порождается однород- 
ными многочленами степени > 2, причем число г, таких 


многочленов степени п ограничено числом т, и формаль- 
ный ряд 


( agi: > Zan (1) 


имеет неотрицательные коэффициенты, то алгебра К = 
—=L/I бесконечномерна. 


*) В связи с этим вопросом напомним, что пока даже не от- 


мечались примеры групп, в которых множество нильэлементов 
не есть подгруппа. 
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Приводимое ниже доказательство леммы принадле- 
жит 9. Б. Винбергу [1]. 

Обозначим через В, подпространство в L, такое, что 
L,=I1,+8,, и пусть "В=УВ,. Ясно, что D—J-+ В. 
Предполагая дальше, что для Н выполнены условия 
леммы, покажем, что подпространство ‚В бесконечно- 
мерно. Этим лемма будет доказана. 

Вначале заметим, что из соотношения L = [ -- В легко 
выводится формула Г—=1[. - BH, а отсюда в свою 
очередь — соотношение 


Г. = те ==, + x B, 1; (2) 


Пусть теперь 6, —=г(В,). Ясно, что В, = 4" — г(1,), a 
из (2) и условия леммы имеем: 


r In) <1 Ina) 4-Х On ali 


Отсюда легко следует неравенство 


6, 26,4 -> Dal i? 


и таким образом, 
би oe 6, в. by, 4a + Da Dna! x = 0. 
#—2 


Нетрудно понять, что последний факт оказывается 
равносильным тому, что в формальном выражении 


foe] ©O 
п МУ 
[Хы | | d-t-+ x г 
все коэффициенты не меньше единицы. Опираясь теперь 
на условие относительно ряда (1) в формулировке леммы, 
отсюда можно вывести 6, = со. Следовательно, подпро- 
странство В бесконечномерно. 

Из этой леммы прямыми вычислениями легко вывести, 
что если при некотором положительном = выполняется 
соотношение 


=? (d — 2е)"*, 


то фактор-алгебра L/J бесконечномерна. 
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Опираясь на приведенный критерий бесконечномер- 
ности, мы будем теперь строить алгебру, имеющую 4 
образующих, d >2, ненильпотентную и такую, что лю- 
бые ее 4—1 элементов порождают нильпотентную под- 
алгебру. 

Будем исходить из алгебры полиномов Г, и пусть 
[/ — подалгебра в L, состоящая из полиномов без сво- 
бодного члена. В алгебре LZ выделим подходящий идеал 
I, такой, что L’'/T удовлетворяет перечисленным условиям. 
Этот идеал J порождается подпространством Н, являю- 
щимся линейной оболочкой последовательности форм 
fy №»... степени _22. Нужная последовательность 
форм строится по индукции следующим образом. До- 
пустим, что уже построена конечная система форм f,, 
for. -- +> тр НЮ — линейная оболочка этих форм, 
Г — идеал, порожденный НО, и допустим, что 
выполнены следующие два условия: 

1) В H“*-) имеет место соотношение r, < =? (4 — 2в)!*?, 
где = все время фиксировано и удовлетворяет условию 
e< > ; 

2) Для любых 4—1 полиномов без свободных чле- 
HOB и имеющих степень < — 1, найдется подходящий 
показатель М, такой, что любое произведение № сомно- 
жителей, взятых из данного набора полиномов, при- 
надлежит 1-0. 

Покажем, что построенную последовательность можно 
расширить до последовательности },, ].,..., fm, © соблю- 
дением отмеченных двух условий, причем второе будет 
выполнено для полиномов степени <. 


Возьмем 4—1 произвольных (общих) многочленов 
степени <: 


д --... а, рые... офи 
i=: 1, 2, ..., 4—1. 


Если № — некоторое целое положительное число, TO из 


указанных полиномов можно составить (4 — 1)” различ- 
ных произведений, содержащих М сомножителей. Во всех 
таких произведениях мы проведем перегруппировку 
слагаемых по одинаковым коэффициентам; этими коэф- 


фициентами служат одночлены от cll), ..., Е После 
4 
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такой группировки роль коэффициентов уже будут играть 
некоторые формы от 41, XZ, ..., 24 степени i, где i удов- 
летворяет неравенству М <i<kN. Все эти формы, при 
подходящем М№, мы добавим к построенным ранее и 
получим систему форм fy, fy, .--› fm, 

Ясно, что при этом второе условие для полиномов 
степени <k будет удовлетворено. Что касается первого 
условия, то выполнение его обеспечивается подбором 
достаточно большого числа №. Для того чтобы это № 
подобрать, оценим вначале число добавляемых форм. 
Пусть ф— одно из произведений из N сомножителей 
указанного выше вида, и допустим, что первый полином 
входит сюда Mm, раз, второй — т. раз, ..., (4 — 1)-й — т 
раз, \т, = №. Используя перестановочность коэффициен- 
тов (из Р), легко заметить, что число форм, добавляе- 
мых за счет такого 9, равно произведению 


т ‘earns 
п Gk 7° 


re g=d+d+ ...+d*. Для такого произведения 
мы имеем оценку 


4—1 /m,+-q--1 4—1 
п”) < Пинан < 
(М -а— 190“, 


так что общее число добавляемых форм, обозначим его 
через ft, ограничено числом (а — 1)" (N+ а— 1) 9-0 ev, 
Имея в виду, далее, что 

| 4—1< 94—14, 
для достаточно большого N мы можем получить нера- 
венство 


< (а— 1)" (№ -Ра— 1)9-59-0 <? (а — 2). 


Кроме того, мы будем считать № большим, чем степень 


любой из форм f,, ..., fm,,. При этом условии для 
п > № будем иметь: 


1? (а— 2)" <2 (d — 2)". 


Теперь уже система форм Л, fy, ..., fm, будет удовлет- 
ворять обоим нужным условиям. 


$—1 
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Так, по индукции, будет построена последователь- 
ность f,, р, ... Если Г — порожденный этой последова- 
тельностью идеал, [/ — подалгебра в L, состоящая из 
полиномов без свободных членов, то фактор-алгебра 
Г/Т бесконечномерна, имеет 4 образующих и, следова- 
тельно, не нильпотентна. Согласно построению любая 
подалгебра в [//Т, имеющая 4—1 образующих, нильпо- 
тентна. 

В частности, ///[ есть нильалгебра, не локально 
нильпотентная, и следовательно, получено отрицатель- 
ное решение известной проблемы Куроша, отмечавшейся 
вп. 2.9.4, посвященной алгебраическим алгебрам, а 
также известной в теории колец проблемы Левицкого 
о локальной нильпотентности ассоциативных нильколец. 
С помощью результатов Джекобсона из этого же примера 
легко вывести отрицательное решение проблемы Берн- 
сайда о периодических группах. 

Нас интересует здесь следующая удивительная тео- 
рема Голода: 

3.2. Для любого 4 22 существует ненильпотентная 
группа с 4 образующими, такая, что любая ее подгруппа 
с меньшим числом образующих нильпотентна. 

Для доказательства возьмем алгебру L/I и рассмот- 
рим в ней все элементы вида 1 и, и@Г//1. Так как 
Г/Т —— нильалгебра, то относительно умножения все та- 
кие элементы образуют группу, и все элементы этой 
группы унипотентны. Обозначим через С ее подгруппу, 
порожденную элементами 


+ ж,, i=1, 2,..., d, 22,41. 


Если бы подгруппа С была нильпотентной, TO по тео- 
реме 3.3.1.5 она совпадала бы со своим 1-радикалом 
и, следовательно, была бы финитно стабильной (напри- 
мер, в регулярном представлении). Но тогда и алгебра 
L'/T оказалась бы нильпотентной, что приводит к про- 
тиворечию, так что группа С, имеющая d образующих, 
не нильпотентна. Возьмем теперь в С произвольным 
образом 4—1 элементов 1 Ри, ..., 1 и. Так как 
элементы и, ..., Ug, порождают в L'/J нильпотентную 
подалгебру, то очевидно, что элементы 1-и,, ... 
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, 1+ и, порождают в С нильпотентную подгруппу. 
Teopema доказана. 

Этой теоремой доказывается, в частности, что су- 
ществуют не локально нильпотентные нильгруппы, а 
следовательно, и группы, в которых локально нильпо- 
тентный радикал не совпадает с множеством нильзле- 
ментов. При этом, однако, остается открытым вопрос 
о локальной нильпотентности каждой энгелевой группы. 

Другие применения теоремы Голода будут приведены 
позднее. 

В следующих примерах используются стандартные 
сплетения групп, т. е. сплетения, основанные на регу- 
лярном представлении. 

Пусть Н и ® — две группы и G=HAwrG—nx ди- 
скретное сплетение. Приведем два простых предложения 
о данном сплетении. Через 2 = Н® обозначим базисную 
подгруппу. 

3.3. Если BCG, cEN(B), х=ва, 6$, d&D, mo 
4 перестановочен с каждым элементом из подгруппы 
g Bg. 

° Действительно, если DEB, то dg bgd EB, 


gb gd“"gbgd =[g "bg, dJEGOD=—E, 


что и требовалось. 

3.4. Если 4 — отличный от единицы элемент в В и 
3 (4) —его централизатор в G, то пересечение 3 (4) © — 
конечная группа. 

Пусть 4=а’а?...а”, где а? Е Ну, а’ Ae. Обо- 
значим через Х множество индексов д., Zo, ..., &,. Легко 
видеть, что если &6% (4) ©, то множество Х инва- 
риантно относительно элемента g в регулярном пред- 
ставлении группы ©. Ясно также, что группа 3 (4) © 
действует в Х точно. Так как Х — конечное множество, 
то отсюда следует, что 3 (4) Г] © — конечная группа. 

Теперь мы приведем принадлежащий Я. Б. Ливчаку [1] 
пример полупростой и одновременно локально разреши- 
мой (а значит, и локально радикальной) группы. 

Пусть С, — бесконечная циклическая группа. По- 
ложим 


1? ‚о оз G,, — Gy Wr бы 
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Считая, что G,_, содержится в G,, определим группу 
С как объединение всех G,. Из построения непосред- 
ственно следует, что каждая группа G, является раз- 
решимой группой без кручения. Следовательно, С — ло- 
кально разрешимая группа. 

3.5. Группа С полупроста. 

Пусть в С имеется некоторый возрастающий нормаль- 
ный ряд 


AC AMC ое AyC Agee i (3) 


начинающийся с циклической подгруппы А. Допустим, 
что А содержится в G,. Покажем, что при этом условии 
и все A, принадлежат G,. Пусть это уже проверено для 
А,, и допустим, что & — элемент в A,,,, не принадле- 
жащий G,. Для этого # найдется такое первое т >> п, 
что g@éG,=G,wrG,,, Если g=g, а, Sm ва и 
аер — (ты т. здесь 4 не должен равняться единице. 
С другой стороны, по 3.3 и 3.4 он не может не рав- 
няться единице. Полученное противоречие означает, что 
и A,,, принадлежит С,. 

Из сказанного следует, что в группе С нет локально 
субинвариантных циклических подгрупп, т. е. @— по- 
лупростая группа. 

Заметим еще, что аналогичный пример построен 
также Ф. Холлом [5] и Ю. И. Мерзляковым [1]. Hon- 
струкция Ю. И. Мерзлякова использует линейные 
групны. 

Следующий пример принадлежит М. И. Каргаполову 
[5]. Он показывает, что существуют локально нильпо- 
тентные группы, не являющиеся АМ*-группами. 

Пусть С, — группа простого порядка р, и {1 — первое 
несчетное порядковое число. Допустим далее, что для 
всех а<В< 1 подгруппы С, уже определены и состав- 
ляют возрастающую последовательность. Если В — пре- 
дельное число, то полагаем С, = A G,. Если же cyme- 


ствует Bt то берем <; =@ отб. Все эти группы 
G, являются, очевидно, 6 четными локально конечными 
о аи Через С обозначим объединение всех Gg. 
С — несчетная локально конечная р-группа. Покажем, 
что 
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3.6. Группа С не является RN*-2 pynnot. 
Допустим, что в С задан некоторый бесконечный 
возрастающий нормальный ряд 


г. п ай: р: а (4) 


все факторы которого — циклические группы простого 
порядка. (Если G— АМ*-группа, то такие ряды должны 
существовать.) Обозначим через A, объединение всех 
членов этого ряда с натуральными номерами. A, — счет- 
ная группа. Легко видеть, что при некотором B< y¥ 
A,CG,. Действительно, если а, а» ..., а, ... — все 
 лементы A, и а, Е (в, то объединение всех этих Gz, 
не может совпадать с С, так как все Gg, счетны, а 
G — несчетная группа. Следовательно, это ‘объединение 
совпадает с некоторым G, и содержит A,. Покажем 
теперь, что все A, Ca >о также принадлежат G5. Пусть 
это уже установлено для всех «< в. Если число в — 
предельное, то принадлежность A, С С, очевидна. Пусть 
p — непредельное и пусть g — элемент г A,, не принад- 
лежащий G,. Найдем первое у среди таких, что g&G,. 
Это у не является предельным, и г = ab, аес_, Бе (5... 
Согласно 3.3 элемент В должен принадлежать центра- 
лизатору счетной подгруппы aA, ja, а по 3.4 это воз- 
можно лишь при b—e. Получилось противоречие с вы- 
бором у, которое и доказывает утверждение. 

Следовательно, разрешимый ряд (4) не может дойти 
до всей группы С, и 3.6 доказано. 

Из этого примера и теоремы 2.3.4 следует также, что су- 
ществуют локально нильпотентные группы, не являющиеся 
наднильпотентными. Кроме того, теперь ясно, что класс 
радикальных групп строго содержит класс RN*-rpynu. 

Покажем еще, что в примере М. И. Каргаполова 
наднильпотентный радикал группы С равен единице. 
Действительно, из предыдущего ясно, что радикал 8* (G) 
принадлежит некоторой подгруппе с Ясно также, что 
3* (4) не может быть бесконечной ‘труппой, так как 
в противном случае нормализатор этой подгруппы дол- 
жен был бы совпадать с Gz. Если же В* (С) — отличная 
от единицы конечная Е то в группе С имелся бы 
нетривиальный центр. Но, как нетрудно понять, 
С — группа без центра. 
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В связи с рассмотренным примером заметим, что 
было бы интересно выяснить, существует ли подобный 
пример для групп без кручения. Здесь, вероятно, сле- 
дует исходить из бесконечных треугольных линейных 
групп. 

Отметим, с другой стороны, что А. Г. Нурош [6] и 
Ф. Холл [4] построили примеры счетных локально ниль- 
потентных (наднильпотентных) групп, в которых ради- 
кал Бера совпадает с единицей. 

Приведем теперь принадлежащий Е. М. Левичу [2] 
пример, показывающий, что локально достижимые и 
локально субинвариантные элементы группы — это не 
одно и то же. 

Вначале разберем одну интересную конструкцию, 
принадлежащую Б. Нейману и Х. Нейман [1] и 
Ф. Холлу [4]. Пусть А — произвольная группа, В -— бес- 
конечная циклическая группа с образующим элементом 
b, и $ = АУ\УТВ — полное сплетение этих групп. Возь- 


мем в базисной группе А = А” этого сплетения некото- 
рый элемент й, и пусть G={a, В}, Н= |1’ =СПА. 
Подгруппа Н порождается всевозможными элементами 
вида Ob", где п— целое и (п0о6) (2) = (16) при 
хеВ. Найдем коммутант A’ группы H. Этот коммутант 
порождается всевозможными коммутаторами 


5 — [поб"', поб"] (1«т) 


и сопряженными с ними в Я элементами. Каждый такой 
коммутатор, как функция от EH, имеет следующий 
вид: 


5 (2) =[(20 65”) (x), (206) (2)] = [@ (26), a (xb")], 


и если х=6", то 0(x)=d(n)=[a(n-+ 1), A(n-+m)] (по- 
нятно, что элементы из A можно рассматривать как 
функции целочисленного аргумента). 

Начиная с этого места, мы допустим, что исходная 
группа А счетная, а’, а, Gy, ...— все ее элементы, а 
функцию й выберем специальным образом. Мы положим: 


й (2") =а,(г > 0), 


и если п-- 2”, то п (п) =е (е— единица в A). При этом 
условии (п) —=е во всех случаях, кроме тех, когда 
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найдутся целые ги $, такие, что 
Lt-n==2',m+n=2 O<r<s). 


Легко видеть, что при заданных [и т эти два уравне- 
ния имеют решения (г и $) не более чем для одного 
значения п. Для этого единственного п, если оно имеется, 
мы получим: 


$ (п) = [а,, a,] GA’. 


Таким образом, все элементы $ и все сопряженные 
с ними элементы в Н являются функциями, принимаю- 
щими неединичное значение не более одного раза, при- 
чем это значение лежит в коммутанте A’. Это, в част- 
ности, означает, что коммутант Н’ содержится в дискрет- 
ной В-степени коммутанта A’, 

Возьмем дальше произвольное целое п, произвольные 
rus c условием О <г‹ $, и найдем такие [и т, чтобы 
выполнялись равенства [-|- п —=2” и т--п=2*. Тогда 
5 (п) = [а,, a,] и 0(k) =e, если kn. Все это означает, 
что при каждом заданном п всевозможные коммутаторы 
5 (п) порождают весь коммутант А’, и коммутант РА’ 
равен дискретной В-степени коммутанта A’. 

Используя эту конструкцию, построим интересующий 
нас пример. 

Пусть А — счетная локально нильпотентная группа 
без достижимых, отличных от единицы, элементов. Су- 
ществование таких групп уже отмечалось. Коммутант 
такой группы также не имеет достижимых элементов. 
Легко понять, что прямое произведение групп без до- 
стижимых элементов также не имеет достижимых эле- 
ментов. Если теперь воспользоваться приведенными 
выше обозначениями и применить всю конструкцию 
к данной группе A, то A’ окажется счетной локально 
нильпотентной группой без достижимых в С элементов. 
С другой стороны, каждый элемент из Н’ субинвариан- 
тен в С. Учитывая, что вся группа С имеет два обра- 
зующих элемента, мы можем заключить, что ни один 
(субинвариантный) элемент из Н’ не является локально 
достижимым (в С) элементом. 

Теперь перейдем к рассмотрению примера Баумс- 
лага — Ковача — Неймана [1] группы, порожденной ло- 
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кально разрешимыми нормальными делителями, но не 
локально разрешимой. 

Вначале изложим одну полезную конструкцию из 
названной работы. 

Пусть С — произвольная и А — абелева группы и 
пусть Я =СЛА — их полупрямое произведение. Под- 
группу А в этом полупрямом произведении будем обозна- 
чать через A®, где В: А-> A®— изоморфизм. Возьмем 


далее полное сплетение © — Я Wr А, и пусть H* — coor- 
ветствующая базисная подгруппа. Пусть еще К — под- 


группа в Н^, состоящая из функций, принимающих лишь 
конечное число неединичных значений, причем все эти 
значения принадлежат С. Ясно, что К — нормальный 
делитель в $, и KAYGwrA. Обозначим еще для каж- 
дого те через a’ постоннную функцию на А со зна- 


чением а ВЕН. Тогда 8: А-> Н* есть мономорфизм, причем 
A’ u А порождают полов подгруппу в ©. Возьмем 


теперь элемент {Е Н“^, определяемый условием f(a )= a", 
aGA. Непосредственными вычислениями получаем f- ат 
—a>-a для всех aGA. Следовательно, ASC А°.А, и 
поэтому А и A’ поэлементно перестановочны. Обозна- 
чим через H* подгруппу, порожденную КА и KAS. Из 
предыдущего следует, что КА и KA’ являются нормаль- 
ными делителями в Н* и обе эти подгруппы изоморфны 
Gwr A. 

Далее, для каждого # ЕС через g’ обозначим элемент 
в И“, определяемый условиями 21 (1) =, 27 (а) =1, если 
a@A ual. Всякий элемент из Н имеет вид в.а’, 
СС, аЕА. Определим еще отображение а: g-a®—> gla’. 
Это отображение является мономорфизмом, причем 
НС Н*, так что Н* содержит подгруппу, изоморфную НР. 
Легко также видеть, что Н“ и А порождают A*, и 
поэтому если Н имеет конечное число образующих, TO 
этим же свойством обладает и Н*. 

Теперь применим эту конструкцию. Используя уже 
приводившиеся построения, нетрудно показать, что су- 
ществует группа НЯ, имеющая конечное число образую- 
щих и распадающаяся в полупрямое произведение: 
Н=с ЛА, где С локально разрешима, но не разрешима, 
и А абелева. При этих условиях Gwr А — локально 
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разрешимая группа. Возьмем теперь в соответствии 
с. разобранной конструкцией группу Н*. Эта группа 
порождается .своими локально разрешимыми нормаль- 
ными делителями KA и KA’. Но сама она не локально 
‚ разрешима, так как, имея конечное число образующих, 
она была бы разрешимой, и вместе с тем в Н* содержится 
неразрешимая подгруппа С. 

В работе Баумслага — Ковача — Неймана [1] приво- 
дятся и некоторые другие случаи с подобной ситуацией: 
два нормальных делителя обладают некоторым хорошим 
свойством, а их произведение этим свойством уже 
не обладает. 

Отметим еще, что пример Ф. Холла простой, но 
не строго простой группы также построен с помощью 
сплетения групп. Эта конструкция и различные ее обоб- 
щения находят сейчас многочисленные применения 
(в частности, в теории многообразий — примитивных 
классов — групп). (См. список литературы.) 

В следующем примере Адо [1]— Маклейна [1] (см. 
также Чан Ван Хао [2]) за основу берется уже линейная 
группа. 

3.7. Существуют беровские группы без собственных 
характеристических подгрупп. 

Пусть Р, = (<, В, ...)— поле рациональных чисел и 
е, 9 &< В, — базисные векторы векторного пространства 

над некоторым полем Р. Эти @, , умножаются по 
обычному правилу: 

е_ 5, если В=уТ, 


a, 


a, ве, в — | 0, если ВЕТ. 


При таком умножении Л является ассоциативной 
алгеброй, причем нетрудно понять, что эта алгебра 
изоморфна некоторой слабо аннуляторной алгебре эндо- 
морфизмов векторного пространства С над Р с базисом 
[а], ®@Р.. Присоединяя к В единицу поля Р и рассмат- 
ривая суммы 1+-u, wG@R, мы получим группу. Эту 
группу обозначим через Г. Группа Г может рассматри- 
ваться как слабо стабильная группа автоморфизмов 
векторного пространства С. Легко видеть, что элементы 
вида 1 -- ае, зпорождают всю группу Г и что (1 + ae, 3) “= 
—=1-— ве, ». Кроме того, нетрудно убедиться в том, что 
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если ЛМ — неединичный нормальный делитель в Г, то 
при некоторых а, 8, а<В, и при всех a@P в М co- 
держатся элементы 1--ae,,. Из правила умножения 
непосредственно вытекает также следующее утверждение 
(ср. п. 4.1.3): для любого рационального числа & под- 
группа V,, порожденная всеми образующими вида 
1  ае, 3 с @<<C&<8, является абелевым нормальным 
делителем в Г. Так как для каждого @, g имеется такое 
Е, что << Ё< В, то каждый из названных образующих 
принадлежит некоторой подгруппе М, Следовательно, 
группа Г порождается абелевыми нормальными делите- 
лями. Такая группа является беровской группой. 

Будем показывать, что в Г нет собственных харак- 
теристических подгрупи. 

Сопоставим произвольному рациональному числу в 
автоморфизм ф, по следующему правилу: 


(1 =e ае., в) Yu = 1 = Че, В+, * 


Положительному рациональному числу 6 отнесем авто- 
морфизм Q;: 
(1-- ae, в) gp, 1+ Geos, вв. 


Понятно, что так действительно задаются автомор- 
физмы группы Г, причем выполняются соотношения 


Фу Pus ae Ynss (1-Е ae, a) P5Yu —=1-+- Qe vst, Во 


Пусть теперь NV — неединичная характеристическая 
подгруппа в Г, и допустим, что элемент 1 -- ае, , не при- 
надлежит N. Как уже отмечалось, в М найдется элемент 
1-+ ae, вс тем жеа ЕР. Решим теперь уравнения a6 -|- += 
и 6 -|- и —=$. Находим b= G0 и pa. Ясно, 
что автоморфизм ф;Ф, с найденными б и ( переводит 
элемент 1--ае, 3 в элемент 1 -- ае, ‚, так что последний 
должен принадлежать №. 

Сказанное означает, что М = Г, и в Г нет собствен- 
ных характеристических подгрупп. 

По поводу группы Адо — Маклейна имеется еще ра- 
бота Дж. Розеблада [1], где рассматривается группа 
всех автоморфизмов такой группы. 


ГЛАВА ЩЕСТАЯ 


АВТОМОРФИЗМЫ ГРУПП 


$1. ТИПЫ АВТОМОРФИЗМОВ 


1. Локально внутренние автоморфизмы. В этом пара- 
графе будут рассмотрены некоторые часто встречающиеся 
типы автоморфизмов. Мы начнем с естественного обоб- 
щения внутренних автоморфизмов — локально внутрен- 
них автоморфизмов. Такие автоморфизмы находят раз- 
личные применения. Приведем определение. 

Автоморфизм с группы С называется локально вну- 
тренним, если для любого конечного подмножества 
М = (а, а.,..., а,) из С можно подобрать такой эле- 
мент g==g(M, с) ЕС, что для любого а, @М будет 
ajo g'a,g. 

Это определение эквивалентно следующему: в группе 4 
для любой ее подгруппы Н с конечным числом обра- 
зующих можно указать такой в = (Л, с), что при любом 
hGH будет ho=gthg. 

Поэтому для групп с конечным числом образующих 
локально внутренние автоморфизмы являются внутрен- 
ними автоморфизмами. 

Частным случаем локально внутренних автоморфиз- 
мов являются сильно локально внутренние автоморфизмы. 
Автоморфизм с группы G назовем сильно локально вну- 
тренним, если в С имеется локальная система с-допу- 
стимых подгрупп С, таких, что для каждой С, в этой 
подгруппе ‚ можно выделить элемент g, со свойством: 
26—90, при любом g@G,. Нетрудно проверить, что 
совокупность всех локально внутренних автоморфизмов 
группы С является нормальным делителем в $ (С). Ясно 
также, что все нормальные делители группы С допу- 
стимы относительно локально внутренних автоморфизмов. 
Легко устанавливается следующая теорема: 
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1.1. Пусть Г(С)— группа` всех локально внутренних 
автоморфизмов группы G. Если @ — нильпотентная 
группа класса п, то Г(С) — нильпотентная группа клас- 
ca n— 1. 

Верхний центральный ряд в С является, очевидно, 
стабильным рядом группы / (С). По теореме Калужнина 
из следующей главы, / (С) — нильпотентная группа класса 
<п—1. Но так как /(G) содержит группу внутренних 
автоморфизмов J (G), то класс J (G) не может быть меньше 
n— 1. 

Найдем теперь в качестве примера группу локально 
внутренних автоморфизмов прямого произведения групп 
с конечным числом образующих. 

Пусть G=IJIG,, где все G, имеют конечное число 

«ем ° 

образующих, и пусть Ф — группа всех автоморфизмов 
группы G, оставляющих неподвижными прямые множи- 
тели. Ясно, что /(() СФ. Каждый элемент из Ф — это 
последовательность вида o==(..., в,...), где а, — авто- 
морфизм группы С,. Если этот с принадлежит / (С), то 
при любом «ЕМ в С найдется такой &, что для ка- 
ждого hEG, выполняется равенство йз== йе. Можно 
считать, что элемент g, принадлежит G,. Понятно также, 
что имеет место тождество йЙ,—=_\я, по всем ПЕС... 
Это означает, что в, — внутренний автоморфизм группы С... 
Таким образом, показано, что группа J (@) принадлежит 
полному прямому произведению групп внутренних авто- 
морфизмов групп G,. Верно и обратное включение. 

ы видим также, что в рассматриваемой ситуации 
каждый локально внутренний автоморфизм является 
одновременно и сильно локально внутренним. 

Исследование связей между свойствами группы и ее 
группы локально внутренних автоморфизмов может ока- 
заться интересной проблемой. В частности, было бы 
интересно подробнее изучить этот вопрос для различных 
классов локально нильпотентных групп. Верно ли, на- 
пример, что группа локально внутренних автоморфиз- 
мов всякой локально нильпотентной группы обладает 
центральной системой? Локально нильпотентной она 
может не быть. Нетрудно понять, что при этом важную 
роль должны играть полные прямые произведения, а BO3- 
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можно, и приведенные произведения подходящих групп 
внутренних автоморфизмов. 


2. Внешние автоморфизмы. Внешние автоморфизмы — это 
автоморфизмы, не являющиеся внутренними. Они, ко- 
нечно, не образуют подгруппу в группе всех автомор- 
физмов. Под группой внешних автоморфизмов принято 
понимать фактор-группу %[(@)/ (С), где, как и раньше, 
[1 (@) — группа всех и Г(С) — группа внутренних авто- 
морфизмов группы С. Имеется ряд проблем, посвящен- 
ных этой группе. Это, во-первых, условия нетривиаль- 
ности группы внешних автоморфизмов при тех или иных 
предположениях относительно группы С (см. по этому 
поводу п. 9.4.1). Во-вторых, ишутся признаки разреши- 
мости этой группы. Так, например, имеется предполо- 
жение о том, что для конечной простой группы G группа 
ее внешних автоморфизмов всегда разрешима. 


3. Нормальные и центральные эндоморфизмы и авто- 
морфизмы. Эндоморфизм с группы С называется нор- 
мальным, если он перестановочен со всеми внутренними 
автоморфизмами группы С; если с — такой эндоморфизм, 
хи у— произвольные элементы группы, TO х1с : уд . дб == 
—az'.ys-x. Последнее тождество эквивалентно следую- 
щему: х-х'с-ус. (1:15) 1 == ys, 

Следовательно, эндоморфизм с в том и только в том 
случае является нормальным, когда все элементы вида 
1: (15) принадлежат централизатору образа С°. В част- 
ности, для нормального автоэпиморфизма с это означает, 
что с действует тождественно в фактор-группе группы G 
по ее центру. 

Одновременно мы видим, что группа 5% (С) всех нор- 
мальных автоморфизмов группы С может быть опреде- 
лена как ядро представления 2{(G) относительно фак- 
тор-группы G/Z. Впрочем, это непосредственно следует 
также из изоморфизма пары (G/Z, QU(G)) и внутренней 
пары (1(С), 1 (@)). 

Покажем дальше, что если с — нормальный эндомор- 
физм группы G, то для любого элемента Z из комму- 
танта С’ выполняется равенство 25? = 20. Указанное свой- 
ство достаточно, очевидно, установить для случая, когда 
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;‚ — коммутатор. Пусть 2 = уху. Имеем: 


(a ty zy) в = (x9) (уз) (x3) (уз) == ((29)" + У" (19)) в. уз = 

= ((29)™* + y™ + (45) + у) < ==((23) "(у ху) 9) 9 = (a yay) о", 
что и требовалось. 

Из этого свойства вытекает, что все элементы ком- 
мутанта неподвижны относительно нормальных автомор- 
физмов. Нокажем еще, что эндоморфизм с группы G яв- 
ляется нормальным в том и только в том случае, когда 
отображение =—с является эндоморфизмом группы С. 
Пусть х, УСС. Применяя к произведению ху отображе- 
ние =— 5, получим: 


(xy) (е — 9) = zy (ту) o = zy (ys)* (25) 


Если теперь с — нормальный эндоморфизм, TO элемент 
(zc) можно переставить с y(ys)', и мы получим 
(ту) (& — с) =1( —с)у(=— 05), T. е. е— < — эндоморфизм. 
Если, с другой стороны, = — с — эндоморфизм, TO 


x (xo) y (yo) * == ry (ys) (25); (23) y (уз) "= у(уз) (as), 
а это значит, что каждый элемент y (ys) mepecTaHOBo- 
чен с каждым XO, т. е. < — нормальный эндоморфизм. 

Эндоморфизм с называется центральным, если образ С° 
принадлежит центру группы С. 

Отметим теперь следующее утверждение. 

Автоморфизм с группы С тогда и только тогда яв- 
ляется нормальным, когда разность = —с является цен- 
тральным эндоморфизмом. 

Это утверждение непосредственно следует из преды- 
дущих замечаний. 

Нормальным  автоморфизмам посвящена работа 
Ф. Хаимо [2]. Приведем один из результатов этой работы. 
Пусть НЯ — 55 (@)-центр группы С. 

3.1. Группа G/H изоморфна подпрямому произведению 
некоторого множества групп, изоморфных подгруппам 
центра Z. В частности, если # — группа без кручения, 
то и G/H — группа без кручения. 

ействительно, пусть с — нормальный автоморфизм 
группы G. Тогда отображение х->х (= — о) является гомо- 
морфным отображением группы С в ее центр Z. Ядром 
этого гомоморфизма служит подгруппа H,, состоящая из 


=. 


1 
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всех элементов группы G, неподвижных относительно о. 
Пересечение всех H, по всем с‹65 (С) совпадает с A, 
и этим утверждение доказано. Так как G/H оказывается 
абелевой группой, то еще раз доказано, что коммутант С" 
принадлежит Н. 

Если группа 5% (С) имеет конечное число образующих, 
то фактор-группу G/H можно рассматривать как под- 
группу прямого произведения конечного числа экземпля- 
ров группы Z. Отсюда следует, что если 2 — периоди- 
ческая группа и Yt(G) имеет конечное число образую- 
щих, то и G/H — периодическая группа. 

Сделаем дальше несколько замечаний о поведении 
нормальных и центральных эндоморфизмов в квази- 
кольце K (С) всех квазиэндоморфизмов группы С. 

Пусть А, — под(квази)кольцо в К ((), порожденное 
всеми нормальными эндоморфизмами. A, является также 
квазикольцом. Справедлива теорема (Херема [1]). 

3.2. К, является кольцом. Достаточно показать, что 
любые два нормальных эндоморфизма группы С адди- 
тивно перестановочны. Пусть ф и ф — нормальные эндо- 
морфизмы и g — произвольный элемент группы G. Имеем: 


8 (ФФ) = ge: 54 = 5$ (gh) (8$) (8$) = gd (gb) в (83)) = 
= gh (gd (gb) 8) p= eb - gep=—g(o+ 9), 


что и требовалось. 

Не все элементы из А, являются эндоморфизмами 
группы С — сумма нормальных эндоморфизмов не обяза- 
тельно является эндоморфизмом. Как известно, сумма 
двух эндоморфизмов с и ф в том случае является также 
эндоморфизмом, когда их образы С” и С? поэлементно 
перестановочны. Такие эндоморфизмы, следуя Фиттингу, 
называют суммируемыми. В частности, центральный эндо- 
морфизм суммируем с любым эндоморфизмом, и совокуп- 
ность всех. центральных эндоморфизмов является коль- 
цом эндоморфизмов группы. 

И вообще, каждой абелевой подгруппе из G отвечает 
подкольцо в A (G), являющееся кольцом эндоморфизмов; 
это подкольцо состоит из всех эндоморфизмов группы, 
переводящих каждый элемент группы в элемент данной 
абелевой подгруппы. 
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4. Нильавтоморфизмы. Понятие нильавтоморфизма было 
уже определено. Здесь будет приведен пример, показы- 
вающий, что множество всех нильавтоморфизмов группы 
не обязательно является подгруппой в группе всех авто- 
морфизмов. 

Пусть С — циклическая группа простого порядка р, 
и Г— конечная группа, в которой имеется больше одной 
силовской р-подгруппы. Обозначим еще через © — а\гГ 
сплетение С и Г, и пусть А — базисная подгруппа BG. 
Группу Г можно рассматривать как группу автоморфиз- 
мов группы A. Для любой р-подгруппы ФСГ под- 
группа АФ является р-группой, и следовательно, она 
нильпотентна, так что каждый р-элемент группы Г яв- 
ляется нильавтоморфизмом группы A. 

Допустим, что все нильавтоморфизмы группы A обра- 
зуют в Г подгруппу >. По теореме 2.3.4 из следующей 
главы эта подгруппа должна быть нильпотентной. Так 
как все силовские р-подгруппы из Г содержатся в >», то 
они должны совпадать, а это противоречит предположе- 
нию о силовских подгруппах в Г. 

Подробно о свойствах нильавтоморфизмов мы будем 
говорить в следующей главе. 


5. Регулярные автоморфизмы. Kak уже отмечалось, ре- 
гулярные автоморфизмы и нильавтоморфизмы в извест- 
ном смысле противоположны. В этом пункте мы приве- 
дем некоторые факты, связанные с регулярными авто- 
морфизмами групп (cp. п. 4.4.3). 

5.1. Отображение х—[х, в], ТЕС, с — автоморфизм 
группы G, в том и только в том случае является взаимно 
однозначным, когда с — регулярный автоморфизм. 

Пусть указанное отображение взаимно однозначно и 
пусть Y— неподвижный относительно с элемент. Тогда 
[y, в] = е==[е, <] и у==е. Это значит, что с — регуляр- 
ный автоморфизм. Обратно, пусть автоморфизм с является 
регулярным и пусть [х, с] =[у, $]. Тогда ух! == (ут) в 
и уд —=е, ХИ. 

Если здесь, в частности, С — конечная группа и 
с — регулярный автоморфизм, то отображение х-> [z, $] 
есть подстановка на множестве G. Следующие два пред- 
ложения взяты из работы Б. Неймана [3]. 


408 АВТОМОРФИЗМЫ ГРУПП [ГЛ. УТ 


5.2. Если регулярный автоморфизм с конечной группы G 
имеет порядок, равный 3, то подквазикольцо в К (G), nopo- 
жденное этим автоморфизмом, является кольцом. 

Пусть с — регулярный автоморфизм и 3 —=е. Вначале 
проведем выкладки: 


(ее о = ее (-в-Еа)а- (в 9) = 
=—e+o—o4?%—?+1 53 — 


где O— нуль в К ((). Так как в рассматриваемом слу- 
чае-—е--с согласно 0.1 действует как подстановка на 
множестве G, TO из этих выкладок следует, что ео -- 
—- 0—0. Дальше имеем: 


0 = (—e) 0 = —е (е + 6-4 3”) = 
== —-ee + (—e)o + (—-e) с? = —e —a— 0’, 


Отсюда o?+o+e¢e¢—0. Заменяя в е-Ро-- 5 =0 с на о", 
получим = с? с =0, и теперь уже имеем o-+ 5* == о о. 
Умножив здесь обе части сначала на o”, а затем на с, по- 
лучим: г -Ро—о-е; 0? Ре==е- 0”, так что элементы е, 
си 5* попарно перестановочны, что и требовалось. 

5.3. Если конечная группа С обладает регулярным 
автоморфизмом порядка 3, то такая группа нильпо- 
тентна. 

Пусть хиу*) — произвольные элементы из С. Так как 


etoto—0, то —410? = ло -Рх, уз? = — уз — у. И далее, 
— 40° + уд" = (—2 Ру) = — («+ у) —(—2 у) = 
— —\ + 10 — у я. 


Комбинируя эти равенства, мы получаем: 


xo + т — Yo — y= ---ys + 46 — y+ 1, 
ИЛИ 


в. + y=—xr—aro-+ yo + 16 ф- х — yo = 
— ro" + ys — 10° — ys. 


Пользуясь обычным обозначением для коммутаторов 
—#—уа-у=[2, И], 


получим [х, у] =|[--55°, —ys]. 


*) Операция в С записывается дальше аддитивно. 
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После второго и третьего применения этих шагов 
получим: 
[х, у] = [45, ys" 
И 
[х, yJ=I[-—2, — И]. 


Это приводит к равенству 


—2— уфафру=Еу—#— у, 


или, другими словами, х Ру коммутирует с у-- х. Поло- 
жим у х=и, тогда х гу= —у--и- у; так какхиу 
пробегают независимо С, то и и пробегает G, и —у-|- 
{и-Ру пробегает сопряженные элементы с и. Таким 
образом, каждый элемент из G коммутирует со своими 
сопряженными. 

Из известного результата Леви (см., например, 
А. Г. Курош [3]) теперь уже следует, что @ — нильпо- 
тентная группа. 

В действительности имеет место даже следующая 
общая теорема (Томпсон [1]): 

5.4. Любая конечная группа, обладающая регулярным 
автоморфизмом простого порядка, нильпотентна. 

Доказательство этой теоремы в общем случае сложно 
и занимает много места. Вначале показывается, что та- 
кая группа разрешима, и потом отдельно рассматри- 
вается разрешимый случай. Доказательство для разре- 
шимого случая мы сейчас приведем, следуя работе 
Г. Хигмена [2]. Пусть G— конечная разрешимая группа 
с регулярным автоморфизмом с простого порядка р. 
Через Н обозначим относительный голоморф С и с. 
Легко видеть, что в A нет циклических подгрупп, по- 
рядок которых строго делится на р. Действительно, 
если Р — силовская подгруппа в Н, содержащая с, то 
РПС — нормальный делитель в Р, и если этот нор- 
мальный делитель отличен от единицы, то в нем име- 
ются неподвижные относительно с элементы, отличные 
от единицы. Следовательно P(\G=EF и Р— группа 
порядка р. Если теперь А — циклическая подгруппа в H, 
содержащая элемент порядка р, то при некотором © Н 
будет gtAg>P. Так как строгого включения здесь не 
может быть, то A имеет порядок р. 
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Из отмеченного свойства вытекает следующее утвер- 
ждение: если А и В — две с-допустимые подгруппы BG, 
причем А — нормальный делитель в В, то с действует 
регулярно в B/A. 

Дальше теорема доказывается по индукции. Пусть n— 
порядок С и пусть для меньших порядков теорема до- 
казана. Допустим, что G не нильпотентна. Обозначим 
через А =А (С) нильпотентный радикал группы С. По- 
кажем, что А — 4-группа для некоторого простого gq. 
Если это не Tak, то пусть Ри О — две разные силовские 
подгруппы в А. По предположению индукции, фактор- 
группы G/P и С/О нильпотентны. Но тогда и G/P Г] О = 
— С — нильпотентная группа. Это противоречит усло- 
вию, и следовательно, А — 4-группа. Легко видеть, что 
в С имеется некоторая элементарная абелева г-группа В, 
такая, что АВ — характеристическая подгруппа. Так 
как АВ больше A, то она не нильпотентна и поэтому 
совпадает с С. Ясно, что АВ/Ф (А) — не нильпотентная 
группа (Ф (А) — подгруппа Фраттини), и значит, Ф (А) = 
— А. Отсюда следует, что А — элементарная абелева 
4-группа. Рассмотрим, далее, представление группы НЯ 
относительно A, определяемое внутренней парой (A, Н). 
Ядром этого представления, как нетрудно понять, слу- 
жит нормальный делитель A, и пусть Г —= Н/А. Группу A 
можно также считать векторным пространством над 
простым полем характеристики 4. Расширим это поле, 
присоединив к нему корни степени г из единицы, и пе- 
рейдем к новому векторному пространству L. Группу Г 
мы будем теперь рассматривать как линейную группу 
пространства [. Кроме того, можно считать, что Bus 
лежат в Г, и В является здесь нормальным делителем. 
Группа Г, а вместе с ней и В — конечные группы, по- 
рядок которых взаимно прост с характеристикой основ- 
ного поля. Так как В — абелева группа и основное поле 
содержит корни степени г из единицы, то В приводится 
к диагональному виду, и пространство LZ представимо 
соответственно в виде прямой суммы 


И Bed. 


одномерных В-инвариантных подпространств. 
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Учитывая инвариантность В в Г, мы можем также 
считать, что все эти подпространства переставляются 
автоморфизмом с (ср. теорему Клиффорда из $ 3.2). 
Пусть 8, — отличный от единицы элемент в В. Тогда 
92=0'1105Ё 8, и следовательно, для некоторого базис- 
ного элемента, скажем для U,EL,, можно считать, что 
81 AUS. Легко видеть, что при этом условии из не 
лежит в № и все и,5* (1—0, 1,..., р 1) принадлежат 
разным L,;. Но тогда, если и=и Риз... Кир, 
то Uu-0 и ис=и. Отсюда непосредственно следует, 
что и в A имеется неподвижный относительно с эле- 
мент, что ведет к противоречию. Таким образом, группа G 
не может не быть нильпотентной, и теорема дока- 
зана. 

Отметим еще следующий результат Хигмена: если 
локально нильпотентная группа допускает регулярный 
автоморфизм простого порядка р, то такая группа ниль- 
потентна и класс нильпотентности ограничен некоторой 
функцией от р. 

списке литературы можно найти некоторые дру- 
гие работы, посвященные регулярным автоморфизмам. 


6. Разное. Как известно, наиболее старыми примерами 
характеристических подгрупп являются центр и комму- 
тант группы. В предыдущих главах были рассмотрены 
некоторые общие приемы выделения характеристических 
подгрупп в группах. Несколько в стороне от этих при- 
емов оказывается ядро — характеристическая подгруппа, 
близкая по значению к центру. Напомним, что ядром 
группы G называется совокупность всех элементов этой 
группы, перестановочных с каждой подгруппой из G. 
К определению ядра имеется еще и следующий подход. 
Пусть (а, 4) — внутренняя групповая пара и (5 (С), G) — 
индуцируемая ею пара, в которой ю (4) — структура 
(решетка) всех подгрупп группы G. Ясно, что при этом 
ядром представления ( относительно С является центр, 
а ядром представления относительно © (() служит ядро 
группы G. 

Р. Бером доказано, что если ядро группы @ отлично 
от единицы, то и центр этой группы также отличен от 
единицы. Из этой теоремы следует; что верхнее ядро 
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группы С совпадает с ее верхним гиперцентром. С по- 
мощью упомянутой теоремы Бера докажем следующее 
утверждение: 

6.1. Пусть С — группа, Г —группа всех автоморфиз- 
мов группы С и с-—> в — гомоморфизм группы Г в группу 
индуцированных структурных  автоморфизмов (см. 
п. 1.1.2). Если а — группа без центра, то указанный го- 
моморфизм является изоморфизмом. 

Обозначим через Ф ядро данного гомоморфизма. Ясно, 
что если @ принадлежит пересечению Ф () J (G), то эле- 
мент g содержится в ядре группы С. Если теперь G 
без центра, то и ядро равно единице. Но из © П Г(@) = 
— Ё следует, что D= EF. 

Таким образом, если @ — группа без центра, то 
группу 2(G) можно рассматривать как подгруппу 
в группе всех автоморфизмов структуры всех подгрупп 
группы С. 

Как уже отмечалось, группа без собственных харак- 
теристических подгрупп называется характеристически 
простой группой. 

6.2. Группа С тогда и только тогда характери- 
стически проста, когда группа всех ее автоморфизмов 
W(G) = Y является максимальной подгруппой в голоморфе 
H =Н (G). 

Пусть А — характеристическая подгруппа BG. Тогда 
A — нормальный делитель BA, иесли %[-— максимальная 
подгруппа BH, то Н = AQ. Применяя дедекиндово пра- 
вило, имеем: 


а=а п 491—= А (< П 9 =А. 
Пусть теперь подгруппа CH содержит Q. Тогда 
Ф—ФП 4% = {ФПО, A}. 


Очевидно также, что Ф Г] С — характеристическая под- 
группа BG, так что если С — характеристически про- 
стая группа, то или Ф Па=Е или ФП а=—(. В пер- 
вом случае D—X, а во втором — Ф — А, т. е. %[ — мак- 
симальная подгруппа в ДА. 

Приведем теперь оценку для порядка группы авто- 
морфизмов конечной группы. Пусть п — порядок группы С 


$ 1] ТИПЫ АВТОМОРФИЗМОВ 413 


и пусть в С выделена система образующих а, а.,... 

., а, Такая, что элемент а; не принадлежит подгруппе, 
порожденной предыдущими элементами. Такую систему 
образующих всегда выделить можно, причем легко ви- 
деть, что 2" < ип. Каждый автоморфизм группы пере- 
водит данную систему образующих в систему подобного 
типа, и знание двух таких систем полностью определяет 


автоморфизм. Поэтому порядок группы автоморфизмов 
log п 


группы С не превосходит число п” < nie: При раз- 
личных дополнительных предположениях о группе G 
эту оценку можно уточнять. См. еще Биркгофы— 
Холл [2]. 

В ряде работ устанавливается оценка снизу для по- 
рядка группы всех автоморфизмов конечной группы. 
Так, например, в работе Херстейна—-Адни [1] (см. также 
Скотт [1]) показывается, что если р — простое число и 
o(G) обозначает порядок группы G, то из того, что 
р’ делит o(G), следует, что р делит 0(21(G)). В работе 
Адни [1] показывается, что если силовские р-подгруппы 
в С абелевы и р” делит o(G), то р”" делит о (21(G)). 
Наконец, в работах В. Ледермана и Б. Неймана [1, 2] 
показывается, что для любого простого числа р суще- 
ствует функция &,(й) целочисленного аргумента с целыми 
значениями, такая, что если порядок группы С делится 
на р”, то порядок %[(С) делится на р’. В работе 
Грина [1] приводится следующая оценка для g, (A): 


gp (h) << h(h+3)+1. 


См. по этому поводу также работу И. Говарта [2]. 

Отметим еще, что в работе Г. Виландта [2] приво- 
дится оценка для порядка подгруппы в С, состоя- 
щей из всех элементов, неподвижных относительно 
каждого автоморфизма этой группы. 

В заключение параграфа укажем, что в ряде работ 
рассматривались подстановки основного множества 
группы, в том или ином смысле близкие к автоморфиз- 
мам. Здесь, в частности, приводятся некоторые доста- 
точные условия, при которых подстановка оказывается 
автоморфизмом. 
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$ 2. СОВЕРШЕННЫЕ ГРУППЫ. 
БАШНЯ ГРУПП АВТОМОРФИЗМОВ 


1. Совершенные группы. Как известно, группа С назы- 
вается совершенной, если, во-первых, ее центр равен 
единице и, во-вторых, группа всех автоморфизмов 2 (G) 
совпадает с группой внутренних автоморфизмов I (С). 
Имеется много примеров конкретных совершенных групп 
(см., например, теорему 0.1.8 из четвертой главы). Хо- 
рошо известно также следующее предложение: 

1.1. Если совершенная группа С является нормальным 
делителем некоторой другой группы OG, то а — прямой 
множитель в 

Пусть совершенная группа С является нормальным 
делителем в группе © и пусть 3 — централизатор С BG. 
Так как С без центра, то 3 ПС==Е. Покажем, что 
3а = ©. Пусть © — произвольный элемент в ©. В силу 
совершенности (, в этой подгруппе найдется такой а, 
что при любом БЕС будет g'bg—a'ba. Это значит, 
что ga’ G3, и g ЕЗС. 

Как заметил Р. Бер, эта теорема допускает обращение. 

В частности, голоморф Н (G) совершенной группы G 
представим в виде произведения G" XG’. 

Легко также видеть, что если Н (G) есть прямое про- 
изведение групп С” и С(', то все автоморфизмы группы G 
являются внутренними и С не имеет центра. 

В связи с этими замечаниями приведем еще (без до- 
казательства) следующую теорему (В. Переманс [1]: 

1.2. Группа С в том и только в том случае является 
прямым множителем в своем голоморфе, когда G или со- 
вершенна, или есть прямое произведение совершенной 
группы без подгрипп индекса два и группы второго по- 
рядка. 

Как и раньше, если Са — группа и g@G, то внутрен- 
ний автоморфизм, отвечающий элементу g, обозначается 
через 2. Докажем следующую теорему: 

1.3. Если группа внутренних автоморфизмов I группы 
без центра а тарактеристична в группе ecex автомор- 
физмов °{ = 4 (@), то W— совершенная группа. 

Пусть <— автоморфизм группы %. Так как Г — ха- 
рактеристическая подгруппа BQ, то t индуцирует авто- 
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морфизм в Г. Учитывая, что пара (С, Q) изоморфна 
внутренней паре (Г, %[), мы можем заключить, что каж- 
дый автоморфизм группы J индуцируется некоторым 
внутренним автоморфизмом группы 9[. Следовательно, 
BQ найдется такой элемент о, что при любом $61 
будет 5$ =o 'so—s*, Пусть 1==^д-'. Автоморфизм 7 дей- 
ствует в J тождественно. Согласно теореме 5.1.4.2 от- 
сюда следует, что 7) совпадает с единицей и < =68. Этим 
теорема доказана. В качестве применения этой теоремы 
отметим следующие предложения. 

1.4. Если а — вполне приводимая группа без центра, 
то (С) — совершенная группа. 

Нужно показать, что в рассматриваемом случае 
I (G) =1 — характеристическая подгруппа в 9% (С) =. 
Так как / — вполне приводимый нормальный делитель 
в %[, централизатор которого равен единице, то Г сов- 
падает с вполне приводимым радикалом группы %[. От- 
сюда и следует характеристичность J в %[. 

1.5. Если группа G характеристически простая, то 
91 (G) — совершенная группа. 

Действительно, если 1 — автоморфизм группы 2, то 
отсутствие в С собственных характеристических под- 
групп означает, что либо П=Г, либо MNI=E. 
Последнее невозможно, так как подгруппа Г” -npu- 
надлежала бы централизатору подгруппы Г, равному 
единице. - 


2. Определение башни. Пусть С — некоторая группа без 
центра. Отправляясь от этой группы, мы построим 
башню групп автоморфизмов. Нулевым этажом этой 
башни служит сама группа G: G,=G. Если G— совер- 
шенная группа, то этим нулевым этажом ограничивается 
вся башня, а если С не совершенна, то строим первый 
этаж, полагая С, = (@). Группа %[ (4) также является 
группой без центра, и если она не совершенна, то 
можно переходить ко второму этажу. Продолжая про- 
цесс, возможно, на некотором (быть может, трансфинит- 
ном) этаже, мы «доберемся» до крыши, т. е. до совер- 
шенной группы, а может случиться, что такая крыша 
и не существует. Теперь уточним описание соответ- 
ствующих построений. 
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Пусть 7 — некоторое порядковое число. Будем опре- 
делять группы С, с В< 1. Kak и раньше, считаем @, = 
=. а о по индукции. 

Пусть В <] и пусть для всех порядковых чисел a< В 
подгруппы G, уже определены, причем так, что все они 
без центра и выполнены условия: 

sae) если число a непредельное, a=p+tit, то G,= 

QW (С) AL (G,) ~G,. Это ‚условие позволяет опреде- 
лить изоморфизм a каждой группы G, в группу G,,, 
по правилу Gig, =1(@,) С С,.;; 
6) в случае предельного « должно быть G,= U С,, 
<“ 
причем знак объединения здесь нужно понимать как пере- 
ход к предельной группе для групп G, с системами изомор- 
физмов o,. Хотя понятие предельной группы в книге 
А. Г. Куроша [3] определяется лишь для счетных по- 
следовательностей групп, его легко распространить и 
на общий случай. Эта предельная группа определяется 
однозначно группами С, и изоморфизмами ф,. 

В соответствии с указанными условиями определяется 
и G,. При этом возникают следующие две возмож- 
ности. 

1. Для каждого В С... 5=Г(@.). В этом случае будем 
говорить, что башня с основанием С не имеет крыши 
и С; является В-м этажом башни. 

2. Существует такое В, что 54 (G,)—J(G,). Пусть 
в таком случае 6 — первое порядковое число с этим 
свойством. В отмеченном случае будем говорить, что 
башня обрывается (имеет крышу) и 6 является ее вы- 
сотой. Понятно, что эта высота 6 является инвариантом 
группы G. Для каждого В-го этажа справедливо следую- 
щее утверждение: 

2.1. Группа G, обладает возрастающим нормальным 
рядом 


E=A,CA,C...CA,CA,, C-.-CA,=G, 


таким, что: 1) для каждого «< В группа A,,, изоморфна 
Q(A,) и 2) нормализатор A, в G, совпадает с Ат, 
а централизатор A, в С, совпадает с "единицей группы Ge. 


Доказательство ace проведем индукцией по 5. 
Для 8—0,1 теорема очевидна. Допустим сразу, что она 
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доказана для всех этажей башни, меньших данного В. 
Рассмотрим два случая. 

Пусть вначале число В не предельное: В =» 1. 

Группа G,, по предположению индукции, обладает 
рядом с нужными свойствами. Пусть B,, «< в, — члены 
такого ряда. Обозначим В.Ф, = А, Так как 9, — изо- 
морфизм В, на Г(В,) С Gg, то в G, мы получим возра- 
стающий нормальный ряд 


ВА CA CuwCAve A. C 
CAC Aun = G,. (*) 


Покажем, что этот ряд обладает нужными свойствами. 
Свойство 1) для него очевидно. Очевидно также, что 
централизатор A, в С; совпадает с единицей, а норма- 
лизатор — с самой ea Guo G,. Обозначим нормализатор 
и централизатор A, в С», ов соответственно через 
MN, и да. 

Индукцией по ряду (*) будем доказывать, что центра- 
лизаторы всех членов этого ряда совпадают с 3,. Для 
самого 3, это тривиально, и мы допустим, что утвержде- 
ние доказано для всех а< у, где vu. Для у предель- 
ного 3,—= f) 3, U =. Пусть у=6-Е1 и пусть 2€4;. 

a<y 


Рассмотрим подгруппу 27A,;,,z. Ясно, что эта подгруппа 
принадлежит нормализатору А; в A,, который, по усло- 
вию, совпадает с A,,,. Отсюда ‘легко следует, что 
2 А — Ан. Пусть теперь у и х— произвольные эле- 
менты соответственно в A;,, и A;. Имеем: 

И ЧИ И Е eae Ve: 
Отсюда следует, что 21у2у" принадлежит централиза- 
тору А; в A,,,. Так как такой централизатор равен еди- 
Hue, то 2 перестановочен с каждым у, так что 4,,, = 
—8.==8:. Этим доказано также, что все 34, совпадают 
с 4,. Но y= = и, таким образом, все 3, совпадают 
с единицей. группы. 

Теперь о нормализаторе 5%,. Пусть cEMN,. Тогда х 
индуцирует автоморфизм в A,. Такой. же автоморфизм 
в А, индуцирует и некоторый элемент из А 1. Если 
у— такой элемент, то ху ' принадлежит централизатору 
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A,, который, как мы уже знаем, совпадает с единицей. 
Следовательно, х =уибАн и = А... 

Рассмотрим теперь случай предельного В. 

Согласно определению предельной группы G, в ней 
имеется возрастающая последовательность подгрупп А, 
таких, что А, — нормальный делитель в А. и внутрен- 
HAA групповая пара (A,, A,,,) изоморфна естественной 
паре (G,, G,,,). Кроме того, на предельных местах стоят 
объединения предыдущих членов, так что система под- 
групп A, составляет в С, возрастающий нормальный 
ряд, удовлетворяющий т лоВаю 1). Так как в каждом 
A, выполняется ‘условие 2), то это условие удовлетво- 
ряется и во всей группе С.. Теорема доказана. 

Можно заметить, что приведонный способ построения 
башни с точки зрения «строительной техники» является 
по меньшей мере нерациональным: построив В-й этаж, 
мы все здание заменяем ему подобным и лишь потом 
воздвигаем следующий этаж. Правда, отождествляя по- 
добные, этого можно было бы избежать. 


3. Теорема Виландта. Интересной проблемой является 
изучение связей между свойствами группы С и высотой 
соответствующей башни. Некоторые условия, при кото- 
рых башня имеет высоту 6—1, уже отмечались. Наи- 
более замечательным результатом в указанной пробле- 
матике является следующая теорема Виландта: 

3.1. Если С — конечная группа без центра порядка 6, 
то башня с основанием G имеет конечную высоту h, 
причем, если а — порядок верхнего этажа G,, то выпол- 
няется неравенство 

(log b)8 
loga<l 3-35 (log 2) * 

Разобьем доказательство на отдельные этапы. 

1. Пусть С — некоторая группа. Нормальный ряд 
этой группы 


ВЕНЫ С че ПС в ЕСН. =@ 1) 
называется рядом Леви, если для каждого i<cn группа 


H,,,/H, является р,.-радикалом в G/H, для некоторого 
простого числа р;.1, т. ©. пересечением всех силовских 
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р,.-подгрупи, а если G/H, р-полупроста по всем простым 
числам, то H,,,/H,—ee вполне приводимый радикал. 
Каждая конечная группа обладает, очевидно, рядом 
Леви. 

Пусть, далее, группа С обладает рядом Леви (1) и 
пусть еще эта группа является достижимой подгруппой 
в некоторой группе @. Введем обозначения: ©, — p,-pa- 
дикал в ©, если Н, — р-группа, и вполне приводимый 
радикал, если Н, — вполне приводимая группа. Ясно, 
что ©, Па—А.. Пусть для всех kK << п подгруппы ©, 
уже определены, все они инвариантны BG u ©, Па = 
—=Н,. Рассмотрим @/G, и в этой фактор-групие под- 
группу H,,,G,/G,. В силу соотношений 


A, ,8,/8,; © Н ,.1/©; 0 Hin = НН, 


группа H,,,G,/G, является р,.-группой или соответственно 
вполне приводима. В соответствии с тем, какой из слу- 
чаев имеет место, полагаем G,,,/G,; — р-радикал 
в 6/6; или вполне приводимый радикал. Tak как, 
очевидно, Н,.. ©, — достижимая подгруппа в ©, то 
G,,,/G, > H,,,G,/G,;. ©, — нормальный делитель в ©. 
Рассмотрим пересечение ©, ПС. Воспользовавшись 
выкладками: 


(©, П@)/Н, = (Gin N GIG; П G) = 
= (G54 П G) G/G; C G,44/G;, 


заключаем, что (G,,, Г] G)/H, одновременно с H,,,/H, 
является р,.-группой или вполне приводимой группой. 
Так как H,,, C G,,,, то отсюда следует, что ©; П@= 
= H,,,. Мы построили в @ инвариантный ряд 


6,cG6,c...cG,cG,,,cC...cG6,CcG (2) 


такой, что G,,,/G,; одновременно с H,,,/H;— р,.-группа 
или вполне приводимая группа, причем выполняется 
равенство $, (| G=H,. 

2. Везде дальше мы будем пользоваться этим рядом 
и, кроме того, будем предполагать, что С — конечная 
группа. 

Для каждого i<(n определим в С систему подгрупп 
A,,, по следующему правилу. 
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Если H,,,/H, — вполне приводимая группа, то A,,, =С. 
Если же H,,,/H;— р‚.лгруппа, то в качестве A,,, возь- 
мем в а двойственный р,.-радикал, т. е. пересечение 
всех нормальных делителей РЁ из G, для которых G/F — 
р„-группа. Эта подгруппа, очевидно, порождается 
подходящими р!-степенями всех элементов из G. 

Покажем, что при этом выполняются следующие 
включения: 


[Aja G41] С H,,,G,. 


Так как. а — достижимая подгруппа в @®, то убывающий 
ряд G-KOMMYTaHTOB группы @ при некотором т дости- 
гает G. В частности, убывающий ряд С-коммутантов 
инвариантной подгруппы &,,, при некотором т доходит 
до @П ®,., =Н,.1. Отсюда следует, что существует нор- 
мальный ряд 


OF .4=),,€C tC Cl Cl aC nat Cle Oa 


такой, что при любом k<l будет [F.4, G]C F,. 

Допустим теперь, что В©, — вполне приводимая 
группа. Так каки H,,,G,/G, as приводимая группа, 
достижимая в G,,,/G6,, то H,,,6,/G, — нормальный дели- 
тель в @,,,/G,. Группа G,,,/H,.,6, также вполне приво- 
дима, и в этой группе имеется стабильный относительно 
группы G ряд. По теореме 3.3.6.2 отсюда следует, что 
[G, Gi] am H,,,8,. 

Пусть теперь @,,,/6,;— р‚.ггруппа. Возьмем произ- 
вольный ВЕС и элемент х с условием ЕР, \ Ё,. 
Имеем: 


ие =лу, yGF,, 8718? = хур, ЕЁ. 
Так, по индукции, получим: 
Иа, ЕЛ 
Пусть Е т, — индекс Fy _BF,. Torna g-™ixg™' — тд, 


2GEF,_,. Ecan дальше т == Ц”, то получаем: 


g "rg" = ха, ав ©,Н,., 


По условию, группа ©,.:/®, —р.ггруппа, и следова- 
тельно, т = р, с некоторым №. Так как, с другой сто- 
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I 
р. 
роны, подгруппа A,,, порождается элементами вида g **? 


с k как угодно большим, то теперь ясно, что и в дан- 
пом случае [A,,,, G,,,]C ®,Н, 1. 

3. В этом пункте мы предполагаем, что централиза- 
тор 4(G) группы С в © равен единице. Покажем, что 
в этом случае порядок группы © ограничен некоторым 
числом, зависящим лишь от @. Начнем с оценки индекса 
©,.1:6),;, < п. (Здесь через Х:У обозначается индекс 
подгруппы У в группе X.) 

Каждому элементу g@@,,, мы сопоставим a a 
y=f,(x) с аргументом z из A,,, и со значениями в O,H,, 
Эта функция определяется правилом: 


р, (1 1) = [х, 8]. 


Число всех этих функций ограничено, очевидно, 
числом (G,H,,,:1)4i+:9,. С другой стороны, если для 
каждого хЕА,., будет [х, #|=[т, h], т. е. если эле- 
мент gh принадлежит централизатору 3(A,,,) под- 
группы A;,, BG, то |, =], так что получаем оценку: 


($1 : [8 (Asa) N Gel < (ФН: ПИ. (3) 


Далыпе будем показывать, что 6, D 3 (Aja) П Git: 
Отсюда будет следовать оценка: 


Gi? ©, < (ФН: NSH, (4) 


Если ©,,,/G6, — вполне приводимая группа, то $ (A,,,) = 
= и нужное включение очевидно. 

Пусть G,,,/G; — р.ггруппа. Обозначим через Р 
некоторую силовскую р,.-подгруппу в С. Яено, что 
A,,,P=G, и поэтому пересечение 4(A,,,) Пз(Р), как 
подгруппа в 3(G), совпадает с единицей. Пусть дальше 
Р — силовская р‚‚:-подгруппа в (3 (Aj) П @,,,)G, содер- 


жащая Р. Тогда $ (Р Р)сз(Р) и 3 (РП (Ai) N Oy =E. 
Легко видеть, что подгруппа ae П ©,., является 
нормальным делителем в (3(A;,,) П ©,.,)@, так что пе- 
ресечение Р () 3(A,,,) П ©,., есть нормальный делитель 
в Р. Если это пересечение нетривиально, то в нем содер- 
жится нетривиальная подгруппа центра группы Р. По 
предыдущему это невозможно. Отсюда получаем, что 
РП $ (4,1) ПФ, = Е и ры Be делит порядок 
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3 (А; 1) П Ф,;1. Это возможно лишь в том случае, когда 
выполняется включение 3(A,,,) П ©. С G,. 
Дальше имеем: 


$,Н; 1: ©, = Нил: (©; N Ais) = На: H,, 
6,H,.,:1=(G6,H,,,: G,) (G, : 1) = (A,,, : H,) (G, : 1). 


Отсюда 


Gi ©, < (Ни: Ни: (GED, 
Умножая обе части неравенства на (©,:1), получим: 
(Gyan 1) < (Ни: НИ: ($,;: Тм, 


Положим М, =1, 
M,,, = (На: Нч Мене, 1—0, 1, ..., n— 1. 


Ясно, что @®,:1<М,. Так как централизатор G, в ® 
равен единице, то порядок всей группы (6 ограничен 
числом М,!. Число M,! зависит только от группы G. 

Доказательство теоремы Виландта завершается теперь 
следующим образом: пусть С„— некоторый т-этаж 
(т натуральное) башни с основанием G, С — конечная 
группа без центра. Согласно теореме 2.1 BG, имеется 
достижимая подгруппа С’, изоморфная С и с единичным 
централизатором. Тогда порядок G,, ограничен числом, 
зависящим лишь от С, а следовательно, и высота башни 
с основанием С ограничена натуральным числом, зави- 
сящим от G. 

Полученная выше оценка для порядка группы © 
является, конечно, очень грубой. Однако уточнением 
ее мы уже не станем заниматься. 

Заметим, далее, что пока мало известно об анало- 
гичных теоремах для бесконечных групп. 

Имеются также теоремы, параллельные теореме Ви- 
ландта и относящиеся к группам и алгебрам Ли. 
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1. Совершенность голоморфа. Вопрос о совершенности 
группы автоморфизмов рассматривался в предыдущем 
параграфе в предположении, что исходная группа не 
имеет центра, С другой стороны, как мы сейчас увидим, 
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голоморф группы G может быть совершенным лишь для 
абелевой группы С. 
Пусть H = H (С) — голоморф группы @а: Н = 4” Л U(G). 
Рассмотрим один специальный автоморфизм голоморфа. 
Как мы уже знаем, вместе с G’—G подгруппа G! 
является нормальным делителем BH, С” и С! изоморфны 


и соответствие 5" <> 5’ —= 2. =! определяет нужный изомор- 
физм. Мы имеем здесь частичный автоморфизм, который 
сейчас продолжим до полного автоморфизма группы H (С). 
Вначале покажем, что отображение (5”)*" —= 2’ определяет 
эквивалентность внутренних пар (G’, 9% (С)) и (G’, A(G)). 
Действительно, пусть g@G и с 6% (С). Тогда 


°—ы—— 


ве т Fem 


что и требовалось. 
Теперь, ссылаясь на п. 0.1.3, можно утверждать, 
что отображение 


go <> 829 


определяет автоморфизм группы Н. Обозначим этот 
автоморфизм через %. Ny есть автоморфизм второго по- 
рядка. 

Непосредственно из определения автоморфизма * 
вытекает, что подгруппа С в том и только в том случае 
допустима относительно %, когда @ — абелева группа. 
Следовательно, если С не абелева, то 1, не является 
внутренним автоморфизмом. 

Из этих замечаний и следует, что Н (С) только тогда 
может быть совершенной группой, когда С — абелева 
группа. 

Совершенность группы предполагает отсутствие в ней 
центра. Рассмотрим в связи с этим центр голоморфа Н (С). 
Обозначим его через Z(H). Ясно, что Z(H) CG’ П G= 


—= 2 (4) = (4). Отсюда уже непосредственно следует, 
что Z(H) есть совокупность всех таких SEG, для кото- 
рых g есть неподвижный элемент относительно всех 
автоморфизмов группы С. 

Допустим, что С — абелева группа, С’=0(”. В этом 
случае отображение к:х->х' есть автоморфизм, и не- 


424 АВТОМОРФИЗМЫ ГРУПП [Гл. У! 


подвижными точками этого автоморфизма служат только 
элементы второго порядка из С, так что, если в С нет 
элементов второго порядка, то центр голоморфа H (G) 
совпадает с единицей. В действительности мы даже 
доказали, что централизатор подгруппы (G, п} совпадает 
с единицей. 

Заметим еще, что для периодических абелевых групп 
отсутствие элементов второго порядка означает также, 
что отображение х-> 2” является автоморфизмом группы. 

Докажем теперь следующее предложение (см., напри- 
мер, В. Шпехт [1]: 

1.1. Если абелева группа С является характеристи- 
ческой подгруппой своего голоморфа и отображение х-> x” 
есть автоморфизм группы G, то H (G)— совершенная 
группа. 

Пусть 1— автоморфизм группы Н. При условиях 
теоремы 7 индуцирует автоморфизм BG, и следовательно, 
найдется pGW(G) такой, что при любом хЕС будет 
27 — фе. Но тогда 7/ = ф`\ действует тождественно 
в С. Согласно п. 5.1.4 заключаем, что при любом а Н 
элемент aa” принадлежит централизатору подгруппы С”, 
т. е. ata’ 6 (1 = С". 

В частности, для автоморфизма п имеем пт — пр, 
g@G. По условию, в группе С” имеется такой элемент 5%, 
что 52 —=2. Цальше имеем: 


Vics aes pp au dat i ne ea Bg 
TM = TE = TE = TE By — ПВГ TB = Bo Во = 1. 


Обозначим €=— 7's. Автоморфизм € оставляет неподвиж- 
ным элемент п, а также каждый элемент из С”, так что 
при любом аЕН элемент ata’ принадлежит централи- 
затору подгруппы, порожденной С” и элементом п. Из 
предыдущего мы знаем, что такой централизатор равен 
единице. Следовательно, & — тождественный автоморфизм 
группы Я. Окончательно имеем: 


/ & = “~ 
NY —=8, N= 8° $= 50$, 
И каждый автоморфизм группы Н оказывается внутрен- 


ним автоморфизмом. Понятно также, что НЯ — группа 
без центра. 
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Положение группы С в ее голоморфе и условия ха- 
рактеристичности ав Н(@а)— это интересный самостоя- 
тельный вопрос. Только что мы видели, что если в абе- 
левой группе С отображение 1-1? есть автоморфизм, 
то характеристичность G в Н(@) равносильна совер- 
шенности голоморфа. 

Следующее предложение дает один случай, когда 
нужная характеристичность имеет место. 

1.2. Если С — абелева группа и 2AL(G) действует 
в а\Е транзитивно, то G" является характеристиче- 
ской подгруппой голоморфа Н (С). 

Так как С — абелева группа, то централизатор под- 
группы G в H, равный G', совпадает с С. Отсюда сле- 
дует, что каждый неединичный нормальный делитель 
из Н имеет нетривиальное пересечение с (. Пусть Ё — 
такой нормальный делитель и © — отличный от единицы 
элемент, принадлежащий пересечению РПС. Тогда 
вместе с g KF принадлежат все элементы вида o Go — ga, 
а вследствие транзитивности $1 (С) такие элементы исчер- 
пывают С, так что всякий собственный нормальный 
делитель из Н содержит подгруппу С". 

Пусть, далее, 7 — автоморфизм группы Н. Тогда 
С” — абелев нормальный делитель в A, содержащий С”. 
Но С” совпадает со своим централизатором. Следова- 
тельно, G'=G. 

Общие условия совершенности голоморфа абелевой 
группы рассматривались в работах В. Переманса. Здесь, 
в частности, доказано, что если отображение х-> 2х 
является автоморфизмом группы С и С удовлетворяет 
одному из следующих условий: 

А. С неразложима в прямое произведение, 

Б. С — прямая сумма циклических групп, 

В. С — полная группа, 
то голоморф Н — совершенная группа. 

опрос о том, насколько существенно требование 
о существовании автоморфизма х-—>21, остался здесь 
неисследованным. Заметим, что еще Миллером (1909 г.) 
было доказано, что голоморф конёчной абелевой группы 
нечетного порядка всегда является совершенной группой. 

Подробное исследование структуры голоморфа конеч- 
ной абелевой группы проведено. в работе В. Милса [1]. 


426 АВТОМОРФИЗМЫ ГРУПП [ГЛ. УТ 


Голоморфам бесконечных абелевых групп посвящен 
цикл работ И. Х. Беккера. 


2. Группа автоморфизмов голоморфа. Пусть задана неко- 
торая групповая пара (G, Г) и пусть H=G Л Г— отве- 
чающее этой паре полупрямое произведение. Допустим, 
далее, что л— автоморфизм группы Н, оставляющий 
подгруппу С инвариантной. Если а © Г, то образ а” одно- 
значно представим в виде a'=-a'b, а' 6 Г, БЕС. Мы по- 
ложим a’ = а. Легко проверяется, что отображение a—>a 
есть автоморфизм группы Г. Определим еще отображе- 
ние и: Г->С по правилу: и (а) =6. Непосредственная 
проверка показывает, что функция и обладает следую- 
щим свойством: 


и (аа) = (и (a,))” + и (dy) = и (a,) + и (а). 


Всякое отображение и: Г-> С, удовлетворяющее отме- 
ченному условию, называется скрещенным гомоморфиз- 
мом. Понятие скрещенного гомоморфизма полезно при 
рассмотрении группы автоморфизмов голоморфа, и мы 
посвятим ему еще несколько замечаний. 

Пусть @— группа, F—ee нормальный делитель, 
(Е, @)-— соответствующая внутренняя пара и ф — эндо- 
морфизм группы © такой, что при любом # @ © элемент 
[2, $] =# '.&Ф принадлежит Р. Ввиду легко проверяе- 
мого тождества [g.8,, | ==[в:, Ф№ [> 9] функция и (8) = 
—[2, $] есть скрещенный гомоморфизм © в F. Если, 
с другой стороны, и — скрещенный гомоморфизм © в F, 
то, полагая go=g-u(g), мы определим эндоморфизм $ 
такой, что [g, $] = и (5). Действительно, 


(5182) Ф = а: 82 (818) = 8185 * WU” (81) и (8) = 
= g,-u%22" (g,) + gu (go) = ви (8) + Bold (So) = B19 * BoP. 


Пусть теперь заданы две групповые пары (G,, Г) и 
(©., Г) с общей действующей группой Г, и допустим, 
что еще задан гомоморфизм у: ©, > $., перестановоч- 
ный с действием группы Г. Тогда если и: Г-> ® — 
скрещенный гомоморфизм, то и отображение vu: [> $, — 
скрещенный гомоморфизм. Проверяется это непосред- 
ственно: 


Уи (аа) = v (u% (а) + и (а) = (ум) (а) + ум (а). 
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Перейдем теперь к голоморфу. При этом вначале мы 
переобозначим некоторые подгруппы. Вызвано это нара- 
стающими здесь трудностями с «многоэтажностью» в 0бо- 
значениях. Через H =H (С) по-прежнему будем обозна- 
чать голоморф группы С, а саму группу С как под- 
группу в Н теперь обозначим через В. Группу I (G) 
всех автоморфизмов группы С, также лежащую в H, 
обозначим через А, а через С обозначим централиза- 
тор В в Н (вместо С’). Существует автоморфизм второго 
порядка 1, переводящий В в С и определяющий экви- 
валентность внутренних пар (В, А) и (С, А), причем 
H=B)A=C)A. Кроме того, если хЕВ, то ему отве- 
чает внутренний автоморфизм — элемент в А, этот эле- 
мент обозначим сейчас через х. Отображение х-> £ есть 
гомоморфизм группы В в А, удовлетворяющий условию: 
Lee 


aza=afga при любых х@В uaGA. Ядром этого romo- 
морфизма служит центр группы В. Отметим еще, что при 
любом ЕВ выполняется равенство 121, =." и что 
каждый автоморфизм группы В индуцируется некоторым 
элементом из А. 

Весь этот перечень условий и новых обозначений 
позволит также лучше рассмотреть абстрактную природу 
приводимых ниже построений. 

Пусть дальше %[—9[(Н) — группа всех автоморфиз- 
мов голоморфа Н, Ф — Ч[-нормализатор подгруппы ВСН 
И H — группа внутренних автоморфизмов голоморфа. 
Ясно, что СФ. Рассмотрим некоторые общие факты, 
относящиеся к этим группам. При этом группа а = В 
не обязательно коммутативна. 

Пусть и СФ. Автоморфизм и индуцирует также авто- 
морфизм группы B, и поэтому найдется такой элемент 


aGA, что 1—= ва" действует тождественно в В. Отобра- 
жение в. — а является представлением Ф относительно B, 
и ядром этого представления — обозначим его через > — 
служит совокупность всех < ЕФ, действующих в В то- 
ждественно, так что ES. Очевидно также, что пересе- 
чение ядра Sc группой А внутренних автоморфизмов 
голоморфа, индуцированных элементами из A, совпадает 
с единицей в Ф. Таким образом, группа Ф является 


aA 


полупрямым произведением: Ф = Л A. 
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4 


Для описания группы S мы теперь воспользуемся 
скрещенными гомоморфизмами из А в В. Если 1 — авто- 
морфизм группы Н, то в соответствии с приводивиши- 
мися ранее замечаниями имеем: 


ai=a’-u(a’), 


где а— произвольный элемент в A, 9 — автоморфизм 
группы A ии — скрещенный гомоморфизм. Найдем теперь 
эти 9 ии в предположении, что 7 принадлежит S. Если 
7ES, то при любом AEA элемент [h, 7] принадлежит 
централизатору подгруппы В в H, т. е. С. Это значит, 
что отображение й->[А, 1] есть скрещенный гомомор- 
физм Н в С. Если, далее, воспользоваться автоморфиз- 
MOM fj и положить #(й) = [1, 1] 1, ВЕЛ, то, согласно 
одному из приводившихся замечаний, UV(h) есть скре- 
щенный гомоморфизм А в В. Аналогично заключаем, что 
oo 


и отображение а—0(а) есть скрещенный гомоморфизм, 
` Ё—_ 


и следовательно, отображение а-> ай (а) является эндо- 
морфизмом группы А. В действительности, как мы сей- 
час увидим, это отображение является автоморфизмом. 
Из приводившихся сейчас переходов непосредственно 


—/ 
видно, что имеет место соотношение а'—=а:и(а)-р(а)". 
6 6 
Кроме того, мы имели a'==a-u(a). Учитывая однознач- 


, 6 ©—/ 9 
ность записи, теперь заключаем: а —= аи (а) и и(а) = 
—0 (а) 1. Если здесь перейти от ак а*'', то получим: 


Ё—/ О—— —/ 
C0 Ua" == Ua) oa eeu а): 


Итак, каждому 7 мы сопоставили скрещенный гомо- 

морфизм и, который также определяет автоморфизм 0. 

Пусть, с другой стороны, задан скрещенный гомомор- 
—/ 


физм и: А> В такой, что отображение а—> аи (а) есть 
автоморфизм группы А. Если теперь перейти отики 
и для любого ВЕН, h=ab, аВА, b€B, положить: 


(ab) 7 an + b—=a-v(a) +в (a) b, 


то, как нетрудно проверить, при этом будет определен 
автоморфизм группы НЯ, принадлежащий Ух. Кроме того, 
если этому у сопоставить по указанному выше правилу 
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скрещенный гомоморфизм А в В, то мы придем к исход- 
ному и. Тем самым установлено взаимно однозначное 
соответствие между элементами из У и некоторыми скре- 
щенными гомоморфизмами -— отображениями А в В. Обо- 
значим множество всех рассматриваемых здесь скрещен- 
ных гомоморфизмов через U и определим в U умноже- 
ние. Пусть и и 0 принадлежат U. Их произведение 
и Хи==ш мы определим правилом: 


w (а) =u (а) +v (а) и © (@)). 


Нетрудно установить, что при таком умножении U ста- 
новится группой, а определенное раньше соответствие 
дает изоморфизм между этой группой и группой У. Таким 
образом, мы получаем характеристику группы S на языке 
группы скрещенных гомоморфизмов 0. 

Перейдем дальше к группе Н. Каждому внутреннему 
автоморфизму h, АЕН, отвечает элемент а, 6 А такой, 
что €=hG E38, с6С ис=ё.6\, БЕВ. Для каждого 
а@А мы имеем: 


аб = с'ас = bb abb = аа "bb abb- = ab" (58) «Б.Б — 
~ ры — 
=a (5) 500 = a(b" 6 ((b*)* ~b)y",” 


При этом получается скрещенный гомоморфизм специаль- 
ного вида: 


в (@) == ==а “6 90а, В] 


а соответствующий и (а), как нетрудно убедиться, вычи- 
сляется по формуле и (а) =[а, 6']. Ясно, что каждый 
элемент из ВБ определяет такие скрещенные гомомор- 
физмы. Скрещенные гомоморфизмы указанного вида назы- 
ваются главными. Они, естественно, образуют нормаль- 
ный делитель в U, изоморфный ядру № гомоморфизма 


h—>a,. Очевидно, что %=3 ПИ и Н=з ЛА. 

Что касается структуры самой группы %[=—= %[(Н), то 
в общем случае о ней известно мало. Для некоммута- 
тивной группы С в разности %[\Ф содержится автомор- 
физм 7, определенный раньше. Приведем сейчас один 
случай, когда группа %[ исчерпывается своей подгруп- 
пой Ф и смежным классом Ox). 
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2.1. Если а = В — характеристически простая неабе- 
лева группа, то группа Ф является подгруппой индек- 
са2 в 2. 

‚Пусть в — автоморфизм группы Н, не принадлежа- 
щий Ф. Тогда BY — нормальный делитель в A, и если бы 
было В“ 1 В--Е, то ввиду элементарности В должно 
быть BC BY. Используя обратный автоморфизм, мы полу- 
чим B= Б". Но это невозможно, так как и не принад- 
лежит Ф. Следовательно, BY) В = Е и BCC. 

Используя далее эквивалентность внутренних груп- 
повых пар (ВБ, A) и (С, А), мы должны теперь заклю- 
чить, что В"=С. Следовательно, группа %[ индуцирует 
группу подстановок на множестве из двух элементов Ви 
С. Эта группа второго порядка, а ядром соответствующего 
гомоморфизма служит подгруппа Ф. Теорема доказана. 

В работе Ю. А. Гольфанда [1], которую мы исполь- 
зовали в этом пункте, рассмотрены также некоторые 
другие специальные случаи группы С. Некоторые обоб- 
щения результатов Ю. А. Гольфанда на относительные 
голоморфы содержатся в работе Ху Най-хао [1]. В этой 
работе используется удобный способ описания автомор- 
физмов полупрямых произведений, основанный на изоб- 
ражении их обобщенными матрицами, аналогичными тем, 
что рассматривались в п. 3.5.3. 

Отметим еще, что в работе В. Милса [4] рассматри- 
ваются условия распадения голоморфа Н в прямое про- 
изведение собственных подгрупп. Показывается, что это 
возможно тогда и только тогда, когда группа С совер- 
шенна или распадается в прямое произведение собствен- 
ных характеристических подгрупп. Здесь же указаны 
условия распадения группы Я в прямое произведение 
конечного числа неразложимых множителей. По теме 
настоящего параграфа имеется еще ряд других работ 
(см. список литературы). 


$ 4. ДРУГИЕ ВОПРОСЫ 


1. Еще о квазикольцах, порожденных эндоморфизмами 
группы. Такие квазикольца уже рассматривались в п. 1.3 
настоящей главы и в более общей ситуации в п. 1.1.6. 
Сделаем здесь некоторые дополнительные замечания. 
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Пусть а — группа и К — квазикольцо, порожденное не- 
которым множеством эндоморфизмов группы G. Мы допу- 
стим еще, что А содержит все внутренние автоморфизмы 
группы С. В таком случае все К-допустимые подгруппы 
из а оказываются нормальными делителями в С, и не- 
приводимость здесь совпадает с сильной неприводи- 
мостью. В частности, если Ё — подкольцо в К, выдер- 
живающее правые умножения, то при любом # ЕС под- 
группа gl является нормальным делителем. 

Если дальше & — произвольный элемент в @, K,— 
аннулятор этого элемента в К, то, как мы знаем, модули 
(gk, К) и (K+*/K,, К) эквивалентны. Отсюда следует, что 
каждое подкольцо из К, содержащее А, и выдерживаю- 
щее умножения справа на элементы из К, является нор- 
мальным делителем аддитивной группы At. Это значит, 
что каждое такое подкольцо вместе с К, оказывается 
правым идеалом в К. 

Допустим дальше, что С — простая группа. В этом 
случае при любом 5 ЕС будет К =Си К*/К,— группа, 
изоморфная С. Если р, 2.,..., ©, — некоторые элементы 
в а, K,, К., ..., К,— их аннуляторы, а L— пересече- 
ние всех этих K,, то по теореме Алберта (см. п. 1.2.6) 
фактор-группа At/LZ+ изоморфна прямой сумме некото- 
рого числа копий простой группы С. Если еще предпо- 
лагать, что С — конечная группа и элементы g,, i= 
—1, 2, ..., п, исчерпывают всю эту группу, то L сов- 
падает с нулем, и следовательно, в этом случае адди- 
тивная группа A* является прямой суммой конечного 
числа экземпляров группы G. Детальному рассмотрению 
случая, когда а — конечная простая группа, посвящена 
интересная работа А. Фрёлиха [3]. В этой работе, в част- 
ности, показывается, что если К —= К (G) — квазикольцо, 
порожденное всеми эндоморфизмами конечной простой 
группы С, то А порождается также одними внутрен- 
ними автоморфизмами этой группы. 

Вполне возможно, что, используя структурную теорию 
Фиттинга конечных групп, можно будет сравнительно 
детально изучить квазикольца, порожденные эндомор- 
физмами конечных групп. 

Построению структурных теорий квазиколец посвя- 
щен ряд работ (см., например, В. Дескинс [1, 2] и др. 
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по списку литературы). В этих работах, как правило, 
предполагается условие минимальности для правых идеа- 
лов, и полученные здесь результаты являются естествен- 
ным обобщением соответствующих результатов теории 
колец. В работе Г. Бетча[1] ограничений конечности 
нет, и здесь определяется радикал, аналогичный ради- 
калу Джекобсона. См. по этому поводу также п. 1.4 
из третьей главы. Отметим еще, что в работе Х. Ней- 
MaH|1] рассмотрены применения почти колец к теории 
многообразий групп. 


2. Финитная аппроксимируемость группы автоморфиз- 
мов. Kak известно, группа С называется финитно an- 
проксимируемой, если в С имеется система нормальных 
делителей конечного индекса H, таких, что пересечение 
всех этих Н, совпадает с единицей в С. Если Г- 
группа автоморфизмов группы G, то С назовем Г-фи- 
нитно аппроксимируемой, если все Н, могут быть вы- 
браны допустимыми относительно Г. Покажем, что если 
Г — группа автоморфизмов группы G и С Г-финитно 
аппроксимируема, то и Г— финитно аппроксимируемая 
группа. Действительно, пусть [H,]— соответствующая 
система Г-допустимых нормальных делителей конечного 
индекса в С. Через 34, обозначим ядро представления Г 
относительно G/H,. Каждая подгруппа 3, имеет конеч- 
ный индекс в Г, и пересечение всех 34, совпадает, оче- 
видно, с единицей в Г. Имеет место следующая теорема 
(Г. Баумслаг [2], Д. М. Смирнов [5]: 

2.1. Если а — финитно аппроксимируемая группа 
с конечным числом образующих, то всякая ее группа авто- 
морфизмов также финитно аппроксимируема. 

Достаточно воспользоваться следующим результатом 
Б. Неймана [2]: если группа С имеет конечное число 
образующих и Н — подгруппа в С конечного индекса, 
то в этой подгруппе содержится подгруппа Н также 
конечного индекса в С и вполне характеристическая. 
Поэтому, если С финитно анпроксимируема, то такая 
группа также и %[(@)-финитно аппроксимируема. 

Приведем теперь доказательство упомянутого резуль- 
тата Б. Неймана. С этой целью мы воспользуемся од- 
ной общей конструкцией Б. Неймана, имеющей большой 
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самостоятельный интерес. Пусть Ё, — свободная группа 
с п свободными образующими Z,, 1.,..., 2); элементы 
этой группы -— слова f=f(z,, 15, ..., 2,). Если, далее, 
( — произвольная группа, то такие слова можно рас- 
сматривать как функции п переменных, определенные 
на @ и со значениями в @. Пусть Г,=И, (©) — сово- 
кунность всех fG@F,, которые тождественно обращаются 
в единицу на группе @. Легко видеть, что И, — под- 
группа в F,, причем вполне характеристическая. Кроме 
того, если AH — нормальный делитель в F, такой, что 
Г,/Н = ©, то НЭТ,,. 

Теперь покажем, что если @ — конечная группа, то 
и F,/V,— конечная группа. В самом деле, два элемента 
+ и /. ЕР, тогда и только тогда сравнимы по модулю V,, 
когда они одинаковы как функции на @. Так как на @ 
имеется лишь конечное число функций п переменных, 
то отсюда следует, что F,/V,— конечная группа. 

Пусть теперь С — произвольная группа с п образую- 
щими, Н — ее инвариантная подгруппа, такая, что G/H = 
~~ © — конечная группа. Пусть еще 1, — некоторый эпимор- 
физм F, на С. Легко понять, что УЁ = Н удовлетворяет 
нужным условиям. 

Недавно Д. М. Смирнов заметил, что теорема 2.1 
без существенных изменений переносится и на общий 
случай, когда С — универсальная алгебра. 

Как показал А. И. Мальцев, если некоторая группа 
есть полупрямое произведение финитно аппроксимируе- 
мой подгруппы и финитно аппроксимируемого нормаль- 
ного делителя с конечным числом образующих, то такая 
группа также является финитно аппроксимируемой груп- 
пой. Отсюда получаем результат: 

2.2. Голоморф финитно аппроксимируемой группы 
с конечным числом образующих также финитно аппрок- 
симируем. 

Из теоремы 2.1 вытекает также, что группа авто- 
морфизмов полициклической группы является финитно 
аппроксимируемой группой. 

Приведем дальше один результат работы О. Грюна [2]. 

Пусть через С обозначена группа с конечным числом 
$ образующих, не изоморфная никакой своей истинной 
фактор-группе, F — свободная группа ранга $, Ф — та- 
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кой ее нормальный делитель, что Г/Ф = (С. Утверждается 
следующее: 

2.3. Если с — такой эндоморфизм группы Е, что 
Fe®—F и ФСФ, то отображение gD>»gd, 5 ЕЁ, 
определяет автоморфизм группы @. Всякий автомор- 
физм группы < может быть получен указанным способом. 

заключение отметим еще, что в работе И. Альпе- 
рина[1] показано, что группа всех автоморфизмов конеч- 
нопорожденной группы G тогда и только тогда конечна, 
когда в G имеется центральная циклическая подгруппа 
конечного индекса. Конечность числа образующих при 
этом существенна, ср. Врис — Миранда [1]. См. также 
Халлет — Гирш [1]. 


ГЛАВА СЕДЬМАЯ 


СТАБИЛЬНОСТЬ И НИЛЬПОТЕНТНОСТЬ 


$1. ФИНИТНАЯ СТАБИЛЬНОСТЬ И НИЛЬНОТЕНТНОСТЬ 


1. Введение. Настоящая глава посвящена стабильным и 
обобщенным стабильным действующим группам. В ней 
рассматриваются свойства таких групп, а также связи 
с нильпотентными и обобщенными нильпотентными груп- 
пами. 

Раньше мы уже видели, что понятие стабильности 
действующей группы и различные разновидности этого 
понятия играют важную роль в общей теории пар и, 
в частности, в общей теории групп автоморфизмов. 
Можно заметить, что эта роль аналогична роли групп 
треугольных матриц с единицами на главной диагонали 
в теории матричных групп. 

Систематическое изучение стабильных и обобщенных 
стабильных групп автоморфизмов началось после того, 
как в работе [2] Л. А. Калужнин доказал следующую 
теорему: 

1.1. Если Г —epynna автоморфизмов группы G такая, 
что в G имеется конечный инвариантный стабильный 
относительно Г ряд, то Г — нильпотентная группа. 

В дальнейшем эта теорема была обобщена в различ- 
ных направлениях. Теорема Калужнина и ее обобщение 
на произвольные финитно стабильные группы автомор- 
физмов доказываются в следующем пункте. 
® Пусть (а, Г) —групповая пара и пусть Х — подмно- 
жество в Г. Через [G, S], как и в 3.3.1, обозначается 
взаимный коммунант группы С и множества У. 

Легко видеть, что коммутант [G, У| совпадает с под- 
группой, порожденной всевозможными коммутаторами 
[2, o], ЕЕС, сЕх. Действительно, согласно формуле 


5-1 [а, o]b—=[ab, 5] -[6, of, а, DEG, o€T, 
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указанная подгруппа оказывается также нормальным 
делителем С. Это и означает, что она совпадает с ком- 
мутантом [G, У]. 

Как уже отмечалось в п. 3.3.1, Г-коммутант в С и все 
члены нижнего Г-стабильного ряда являются Г-харак- 
теристическими подгруппами. 

Из этого замечания следует, что если проекция 
группы Г относительно G инвариантна относительно внут- 
ренних автоморфизмов группы С, то ряд Г-коммутантов 
является инвариантным рядом в С. В общем случае это 
неверно — соответствующий пример можно найти в работе 
В. Г. Виляцера [2]. 

Если Г--группа всех внутренних автоморфизмов 
группы С, то в этом случае [G, Г] — это коммутант 
группы С, a все [G, Г; a] являются членами нижнего 
центрального ряда BG. 

Согласно определению группа Г тогда и только тогда 
финитно стабильна, когда в С имеется конечный нор- 
мальный стабильный относительно Г ряд. Сейчас мы 
покажем, что требование нормальности такого ряда яв- 
ляется несущественным. 

Пусть G/H — совокупность всех левосторонних смеж- 
ных классов группы G по Г-допустимой подгруппе H. 
Непосредственно проверяется, что формула gH ос= 
== (ос) Н определяет представление Г подстановками 
множества G/H. При этом очевидно, что Г действует то- 
ждественно в G/H в том и только в том случае, когда 
коммутант [а, Г] принадлежит Н. 

Пусть теперь в группе С имеется конечный ряд 
Г-допустимых подгрупп: 


G22 77 ЭН. Dass DA, ЭН: Ds DE, CE) 


такой, что во всех множествах H,/H,,, Г действует 
тождественно. Тогда Г — финитно стабильная группа, 

Действительно, по индукции получается включение 
[G, T; ИС H,, которое и доказывает приведенное утвер- 
ждение. 

Сейчас мы исходили из левосторонних смежных клас- 
сов, но утверждение остается справедливым и для пра- 
восторонних смежных классов. Чтобы убедиться в этом, 
обозначим через [Г, G] подгруппу, порожденную всеми 
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боб) 5, и покажем, что эта подгруппа совпадает с [G, Г]. 
Tax как в G/[G, Г] группа Г действует тождественно 
и [G, Г|-- нормальный делитель в С, то [Г, G] CG, Г]. 
(‹ другой стороны, подобно TOMY как это делалось для 
[G, Г], можно показать, что [Г, С] — нормальный дели- 
тель в С. Hpome того, в СЛГ, С] групиа Г действует 
тождественно, и значит, [G, Г] содержится в [Г, С], 
так что [G, Г| = [Т, С]. 

Если теперь Н — допустимая подгруппа в С, G/H — 
множество всех правосторонних смежных классов группы 
G по H, то формула Нос —=Н (gos) определяет пред- 
ставление группы Г подстановками множества G/H. При 
этом Г действует тождественно в С/Н тогда и только 
тогда, когда подгруппа [Г, С] принадлежит Н. Так как 
[Г, G] совпадает с [G, Г], то мы теперь можем утвер- 
ждать следующее: 

Если во всех правосторонних смежных классах 
H ,/H,,, ряда (*) группа Г действует тождественно, то спра- 
ведливо включение [G, Г; i]CA,, и следовательно, 
Г — финитно стабильная группа. 


2. Теоремы Калужнина и Ф. Холла. Основной в настоя- 
щем параграфе является следующая теорема Ф. Холла [2] 
(см. также Плоткин — Виляцер [1]: 

2.1. Если представление Г относительно С является 
точным, то финитная стабильность группы Г влечет ее 
внутреннюю нильпотентность. 

Ясно, что теорема Калужнина является частным слу- 
чаем этой теоремы. Мы вначале докажем теорему На- 
лужнина, потом теорему 2.1. 

Пусть в группе С имеется инвариантный стабильный 
относительно Г ряд конечной длины п: 


b= G6, СОСО, —=0. (1) 


Будем доказывать, что если представление Г отно- 
сительно С является точным, то Г — нильпотентная 
группа класса < и— 1. Доказывать теорему будем ин- 
дукцией по длине соответствующего инвариантного ста- 
бильного ряда. Для ряда длины 1 она тривиальна, а для 
длины 2 коммутативность Г проверяется непосредственно. 
Пусть уже доказано, что при длине стабильного ряда 
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п —1 действующая группа обладает центральным рядом 
длины п — 2. 

Обозначим через S ядро представления Г относи- 
тельно G,, и через 3 — ядро представления Г относи- 
тельно фактор-группы G/G,. В силу предположения ин- 
дукции, фактор-группы Г/У и Г/з нильпотентны и имеют 
класс нильпотентности не больший пр— 2. Так как 
группа Г/У [Г] 3 является подгруппой прямого произве- 
дения групп Г/У и Г, то и Г/»Х ГП] $ — нильпотентная 
группа класса < п — 2. 

Остается показать, что пересечение У [| 3 принадле- 
жит центру группы Г. 

Пусть < Е УП, 1 — произвольный элемент в Г и пусть 
еще #26 С. Обозначим: бос=а, gov—=gb. Элемент a 
принадлежит G, и согласно 0.1.4.1 перестановочен с ка- 
ждым элементом из G,_,. Дальше имеем: 


8051 = (Вос) о1 = ва о1— (вот) a= 86а; 
бо 5 = 6 ос== (вос) 6 == gab= gha. 


Если представление Г относительно С является точным, 
то отсюда следует перестановочность си 1. Этим тео- 
рема доказана. 

Здесь уместно заметить, что приведенная теорема 
является обобщением известного свойства треугольных 
матричных групп с единицами на главной диагонали. 

Для доказательства теоремы 2.1 мы снова восполь- 
зуемся рядом (1). Будем предполагать, что этот ряд 
является стабильным относительно Г, но не обязательно 
инвариантным, а только нормальным рядом. Теперь мы 
уже не можем делать соответствующих предположений 
относительно фактор-группы Г/з, так как не определена 
группа G/G,—G, не обязательно нормальный делитель 
в С. В связи с этим меняется оценка для длины цент- 
рального ряда в Г. Снова предполагая, что представле- 
ние Г относительно С является точным, мы будем дока- 


зывать, что Г — нильпотентная группа, класс нильнпо- 
6 n(in—i . 

тентности KOTOpou ограничен числом =") Как И 

раньше, доказательство будем вести индукцией по длине 


стабильного ряда. Для длин 1 и 2 утверждение оче- 
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видно, и мы допустим, что оно доказано уже для длины 
n— 1. 

Следовательно, мы предполагаем, что в группе Г/У 
(п —1) (п — 2) 
Ра 
Наше утверждение будет доказано, если мы покажем, 
что в ХУ имеется центральный относительно Г ряд длины 
не большей n— 1. 

Обозначим через Г, ядро представления Г относи- 
тельно множества левосторонних смежных классов G/G,, 
и пусть х,—=Г, ПУ. Мы получим в У возрастающий 
ряд подгрупп 


ПЕ СЕ ЕЕ Еее ао (2) 


имеется центральный ряд длины не большей 


Этот ряд является центральным рядом в Г. 

Для доказательства этого утверждения воспользуемся 
следующей леммой: . 

2.2. Пусть (а, Г) — групповая пара, H — Г-допусти- 
мый нормальный делитель в а, H, u H,— две Г-допусти- 
мые подгруппы в Н, причем Н, — нормальный делитель 
в Н., и пусть Г действует тождественно в G/H ив H,/H,. 
Пусть еще У — нормальный делитель в Г, действующий 
тождественно в Н. Обозначим через Г, и Г, ядра пред- 
ставления Г относительно G/H, и G/H, соответственно, 
и пусть 3, =Г Пхи У, = Г. Г У. Гогда фактор-группа 
>,/S, принадлежит центру фактор-группы Г]У,. 

Пусть o@3, и 16 Г. Нужно показать, что [s, 1] 6 %.. 
Включение [с, 1] 6 Х, очевидно. Пусть теперь # — произ- 
вольный элемент в С. 

Обозначим: goo'!=—gh,, hGH, goy'=gh, ЙЕН, 

ОВЛ ЕН: 
Имеем: 
80[8, y= gory toy = gh, oy oy = (gh (h, 0 1)) 097 = 
= ghh fr, о 91 = ghfh, о 7 = ((g 097") hh,) 0 97 = 
= ghh, oy = (вот) Ш O7=8 (в от) 6ЕН,, 
и лемма доказана. 


Беря теперь G, Ги Х из доказательства теоремы, 
а в качестве H, H, и H, соответственно G,_,, а; u G,,,, 
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мы получим из леммы, что ряд (2) является централь- 
ным рядом в Г. Возможно, он содержит повторения; 
эти повторения можно удалить *). 


3. Вспомогательные леммы. Здесь мы приведем леммы, 
которые в дальнейшем будут использованы. Цервые две 
из них являются обобщениями известной в теории групп 
леммы Грюна, а третья позволит получить еще одно 
доказательство теоремы 2.1. 

3.1. Пусть Н — подгруппа Г-центра группы G u 
пусть в — такой злемент в С, что при любом с ЕГ колм- 
мутатор [g, с] принадлежит Н. Тогда отображение 
o—>[g, o'] является гомоморфизмом группы Г в HA. 

Для доказательства леммы достаточно воспользо- 
ваться формулой [g, 9] = а, ele, olllg, ol, $]. Эта 
формула верна для любой групповой пары (G, Г); здесь 
РЕС, соФЕГ. Если элемент # удовлетворяет условиям 
леммы, то всегда [[5, <], Ф|=е, и мы получаем 
[2, (сФ)]=[, “[е, ot]. Заметим еще, что если допол- 
нительно предполагать, что [g, Г] — абелева группа, то 
и отображение с->[2, o] есть гомоморфизм. 

3.2 (ср. п. 6.1.3). Если х-— нормальный автомор- 
Guam, то отоб ражение т -— [х, 9] является гомоморфизмом 
группы G в центр Z(G). Ядром этого гомоморфизма слу- 
жит ф-центр группы 

Эта лемма непосредственно вытекает из формулы 


[ту, $] = и '[х, Ф]у[у, $]. 


Здесь х, у С их — произвольный автоморфизм группы G. 
Если ф—- нормальный автоморфизм, то [z, $] 6 Z(G) и 
[zy, $] = [х, Ф][у, $]. 

3.3. Пусть (а, Г) — групповая пара, Х и Ф — под- 
группы в Г, причем У инвариантна относительно Ф. 
Пусть еще Н — Г-допустимый нормальный делитель в а 
такой, что Уи Ф действуют тождественно в G/H, a 
х-—-еще ив Н. Тогда для любого п справедлива формула 


[G, [х, Ф; |= С, 3], Ф; п]. (1) 


*) Отметим еще, что теорему 2.1 легко обратить: каждая 
нильпотентная группа Г допускает точное финитно стабильное 
представление относительно некоторой группы С. 
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Вначале покажем, что при при любых gEG, сВУ 

и ФЕ Ф выполняется соотношение [g, [5, o]]—=I[[g, >], $]. 

Обозначим: [2, с] =а, [g, pe] =A. При этом вос==9а, 

оф==2й, и следовательно, goo'=ga', gogi= 
—2(#й ох). Дальше имеем: 


[g, [c, $] =" (во[5, $]) =" (Вост sg) = 
= g" ((ga") оф ‘<ф) =" (g (kh 0 9) (a* 0g") O99) = 
= gl (ga(h*o¢")(a* 09") оФ= Евр (ао з) Ва" = 
=(a0¢)a'* =a" (a09)=[a, o]=Il, 3], $]. 


Здесь мы воспользовались тем, что элемент а принад- 
лежит центру подгруппы Л. 
Из приведенной формулы выводится соотношение 


[2, [х, Ф]с [в, У], Ф]. 


Действительно, подгруппа [g, [S, P]] порождается 
элементами вида [g, <], где О Ф; =, е; = +1, с, ВУ, 


и $, ЕФ. Так как все [5;, 9,] принадлежат Хх, то можно 
воспользоваться леммой 3.1. Получим: 


lg, $] Па, [os eel ИВ, os), м 


Отсюда следует включение [g, [S, P]] C[[g, У|, 9]. 

Так как группа [G, [3, Ф]] порождается подгруппами 
[g, [х, ®]] по всем & ЕС, то доказано также включение 
IG, [3, ФИ СИС, 3} $1. 

Докажем обратное включение. Пусть A—[G, [х, Ф]. 
Так как [Ух Ф] С ох, то подгруппа А принадлежит 
центру Н. Образующие элементы в [G, У] имеют вид 
a,,=([g;, 5,], где 8; ВС, 5,@3. Для каждого такого a, 
и произвольного ф@Ф имеем: 

[а; 5s $] = [8 с,|, Ф] = [&;, Is; ФПЕА. 
Пусть теперь а и В — два элемента из H такие, что 
[а, $] =хеАи[Ъ, $| =уЕА. Тогда аоф=ахл, боФх=6у 
и абоф==ахбу = абху. Кроме того, а'оФ=а ях". Or- 
сюда при в, = --1 получаем [а“*, $] 6 А. Таким обра- 
зом, если h — произведение положительных и отрица- 
тельных степеней элементов типа а;,, то [h, $] ВА. Этим 
доказано включение [[G, S], 9] С [@, [%, $], а вместе 


Jj 


442 СТАБИЛЬНОСТЬ И НИЛЬПОТЕНТНОСТЬ [ГЛ. VII 


с ним и включение [[G, У], Ф] C[G, [х, $]. Тем самым 
формула (1) доказана для п = 1. 

Для произвольного п она получается по индукции. 
Пусть уже доказано совнадение 


Подгруппа [S, Ф; n—1] инвариантна относительно Ф и 
принадлежит У. Следовательно, она обладает всеми 
нужными свойствами подгруппы S. Применяя к ней фор- 
мулу (1), при п —=1 получаем: 


[G, [3, Ф; и] =[С, [$, Ф; n— П,Ф] = 
=[[G, [%, Ф; п — 1], Ф] = ШС, 3], $; п — 1], Ф] = 
— [[, У], Ф; п]. 


Лемма доказана. 

Лемма может быть использована для доказательства 
того факта, что подгруппа S из доказательства тео- 
ремы 2.1 обладает центральным относительно Г рядом 
длины <n—1. В самом деле, по условию имеем 

Из доказанной леммы получаем теперь равенство 
[G, [%, Г; п ||=Е. В случае точного. представления 
это означает [S, Г; n—1]—E#, что и требуется. 

Заметим еще, что в работе Б. И. Плоткина [18] для 
доказательства теоремы 2.1 используются свойства 
квазикольца квазиэндоморфизмов группы С. 

Приведем, далее, следующую лемму, близкую по Co- 
держанию лемме 3.3: 

3.4. Пусть задана групповая пара ($, Г), Н.— нор- 
мальный делитель в ©, и пусть выполнены следующие 
условия: 1) подгруппа [G, Г] принадлежит централиза- 
тору Н и 2) подгруппа [Н, Г] лежит в центре ©. Tozda 
коммутант [Н, $] принадлежит Г-центру. 

Пусть #6 ©, ЛЕН исЕГ. Имеем: 


(hg hg) og = (h™ 08) (8 ' 09) (воз) (во) = 
— (h* 00) (g"*[g", s]) (в + [№, sh (gle, <]) = 
=[h, <]. (оз) + gthg-g"[g", slelg, <] == hg hg. | 


С помощью этой леммы докажем теперь следующее пред- 
ложение (ср. С. Андреадакис [1]: 
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3.5. Пусть G—epynna и Г—ее группа автоморфиз- 
мов. Допустим еще, что (,— члены нижнего централь- 
ного ряда в С, @=С., и Г, — ядро индуцированного п ред- 
ставления Г относительно G/G,,,. Тогда справедливы 
включения: 


а) [G,, Yi С. С и 6) [Г», Г, С. irene 


Вначале докажем а), применив индукцию по i. Для 
i=-1 утверждение тривиально. Допустим, что уже уста- 
новлено включение [G,_,, T,]CG,,,-,. Обозначим © = 
=G/G,,,, H=G,_,/G,,,. Учитывая хорошо известное 
включение [G,_,, G,4,]C G,,, и предположение индукции, 
можно отметить, что для групповой пары (©, Г,) и нор- 
мального делителя Н выполняются условия леммы 3.4. 
Согласно этой лемме получим [[Н, $], Г] =, а отсюда 
уже следует включение а). 

Докажем 6). Пусть ЕС, сЕГ, и $ ЕГ,. Применим 
коммутатор 9 'o op к 8: 
goog tap —=glg, оф p= 

=glg, $ Ив, $8, < $ 099. 


Учитывая дальше, что элементы [g, 9] u.[g, o 7] пере- 
становочны по модулю С,„.„.1, и пользуясь включениями 
типа а), получим вос" ‘5 @ аи, т. е. [Г, Г] СГ... 
4. Дополнительные замечания. Как уже отмечалось, ниж- 
ний Г-стабильный ряд в С не обязательно является ин- 
вариантным в С рядом. В связи с этим приведем сейчас 
следующее предложение (см. В. Г. Виляцер [2], Моха- 
мед [1]): 

4.1. Нижний Г-стабильный ряд группы G в том и 
только в том случае является инвариантным в С рядом, 
когда этот ряд является центральным в [G, Г] рядом. 

Вначале докажем следующее предложение: 

4.2. Пусть в группе G задана некоторая инвариант- 
ная система [G,] и пусть эта система стабильна отно- 
сительно действующей в G группы Г. Тогда взаимный 
коммутант [G, Г] принадлежит централизатору этой 
системы. 

Пусть подгруппы G,CG,,, составляют скачок в 


заданной системе. Положим G=G/G,, H=G,,,/G, и 
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рассмотрим групповую пару (С, Г) и ее подпару (A, Г). 
Так как группа Г действует тождественно в Я, то по 
лемме 5.1.4.1 взаимный коммутант [G, Г] принадлежит 
централизатору в а подгруппы A. Следовательно, и [G, Г] 
принадлежит централизатору в С указанного фактора. 
Этим предложение доказано. 

Из этого предложения следует, что если члены ниж- 
него Г-стабильного ряда группы @ являются нормаль- 
ными делителями всей группы, то этот ряд является 
центральным рядом в [G, Г]. 

Допустим теперъ, что ряд подгрупп [G, Г; a], ® 21, 
есть центральный ряд B[G, Г]. Покажем, что все члены 
этого ряда являются нормальными делителями в С. 
Доказывать это будем по индукции. 

Пусть уже установлено, что для всех a< 3 [@а, Г; a] — 
нормальные делители в С. Случай предельного В очеви- 
ден. Пусть В — непредельное, [@, Г; В] = [@а, Г;В— 1], Г] 
и пусть ЕС, аЕ[С, Г; В— 1], сЕГ. Имеем: 


g ‘fa, S| ea ь ао) об = (ао gy" (ао2) 08158 = 
= (ао 2) (ао 8) ов] оч og = 


ys ra 
= (20g) [(a0g)oo]og s+ §=(a0 8) (a0 в) of, 5. 
Обозначим далее: 


aog=a,€[G, Г; 8—1], lg, с] =, €[G, Г]. 
Теперь получаем: 


1 [а, o] в = а1' (а, об) о 1" = 81а, о овт' = 
—а:' аа ос-й=[а, <], 


где hE[G, Г; 3]. Этими выкладками завершается дока- 
зательство предложения 4.1. 

Отметим еще, что из 4.2 следует, что если в группе G 
имеется возрастающий инвариантный Г-стабильный 
ряд, то взаимный коммутант [G, Г] обладает возрастаю- 
щим центральным рядом. Различные другие добавления 
к теоремам Калужнина и Холла имеются в работах 
В. Г. Виляцера и Мохамеда. 

В заключение параграфа обратим еще внимание на 
следующее обстоятельство. Если (G, Г) — групповая пара 
такая, что в группе С имеется стабильный относи- 
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тельно Г ряд длины п, то при этом выполняется би- 
тождество ` 


и: с, ие аа, ИЕГ. 


Может показаться, что верно и обратное: если для 
пары (G, Г) выполняется указанное битождество, тов 
имеется Г-стабильный ряд длины п (или возможно боль- 
шей длины). Мы, однако, не знаем, так ли это, — скорее 
всего, что не так. Указанное обратное утверждение вы- 
полняется, если дополнительно предполагать, что 
группа Г индуцирует все внутренние автоморфизмы 
группы G. Было бы интересно подробнее исследовать, 
в каких еще случаях финитную стабильность можно 
задавать отмеченным выше битождеством. 

С другой стороны, заметим, что хотя указанное выше 
битождество, по-видимому, и не определяет класс всех 
п-стабильных пар, этот класс все же задается некото- 
рым набором битождеств. Последнее утверждение выте- 
кает из обобщенной теоремы Биркгофа, доказываемой 
в Добавлении. Мы предоставляем читателю найти явный 
вид нужных соотношений. 

Напомним далее, что в п. 3.1.0 отмечалась задача 
перенесения теоремы Калужнина — Холла на некоторые 
классы пар (G, Г), в которых G уже не группа. Hak 
заметили недавно A. И. Токаренко и И. A. Pune, эти 
теоремы для полугрупп (даже с сокращениями) и луп 
справедливы не всегда. 


$ 2. КВАЗИСТАБИЛЬНЫЕ И ВНЕШНЕ ЛОКАЛЬНО 
НИЛЬПОТЕНТНЫЕ ГРУППЫ АВТОМОРФИЗМОВ 


1. Постановка вопроса. Пусть дана групповая пара (G, Г). 
Если эта пара является квазистабильной, то каждое 
конечное подмножество из Г является нильподмноже- 
ством. Группу Г, обладающую этим последним свой- 
ством, будем в дальнейшем называть внешне локально 
нильпотентной группой. Один из основных вопросов, 
который нас здесь будет интересовать, — это условия, 
при которых внешне локально нильпотентная действую- 
щая группа Г оказывается квазистабильной группой. 
Так будет не всегда. 
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Чтобы убедиться в этом, возьмем группу С со сле- 
дующими свойствами: любые два элемента этой группы 
порождают нильпотентную подгруппу, но локально 
нильпотентный радикал группы равен единице, — такие 
группы существуют (см. п. 0.4.3). Пусть (G, Г) — под- 
пара внутренней пары (С, С), где Г — произвольная 
циклическая подгруппа из G. Легко видеть, что группа Г 
внешне локально нильпотентна, но не квазистабильна 
(например, ввиду теоремы 2.1 настоящего параграфа). 

Указанное внешнее свойство можно также рассма- 
тривать как результат прямого перенесения на произ- 
вольные групповые пары понятия локально нильпотент- 
ной абстрактной группы: нетрудно понять, что для 
внутренней пары (Г, Г) внешняя локальная нильпотент- 
ность Г означает, что группа Г как абстрактная группа 
является локально нильпотентной, так что в случае 
внутренних пар внешняя локальная нильпотентность и 
квазистабильность — это одно и то же. 

Назовем еще группу Г внешней нильгруппой, если 
каждый элемент из Г действует вС как внешний ниль- 
элемент. Для внутренней пары (Г, Г) это означает, что 
группа Г является нильгруппой. По аналогии с пробле- 
мой бернсайдовского типа для нильгрупп естественно 
рассматривать и следующую проблему. 

Пусть (G, Г) — групповая пара и пусть Г — внешняя 
нильгруппа. Следует ли отсюда, что Г внешне локально 
нильпотентна? 

Результат Е. С. Голода (п. 0.4.3) показывает, что 
в общем случае эта проблема решается отрицательно. 
В конце параграфа будет ноказано, что она решается 
отрицательно даже для абелевой группы G, а сейчас 
покажем, что для случая, когда С — абелева группа 
с конечным числом образующих, ответ положителен. 
Другие случаи положительного решения проблемы будут 
приведены позднее (см., в частности, п. 2.3). 

Вначале докажем, что если С — абелева группа без 
кручения конечного ранга и группа Г является ниль- 
группой относительно G, то Г финитно стабильна. 

Пусть (а, Г) — групповая пара, в которой G al 
удовлетворяют отмеченным условиям. Hak известно, 
группу С можно пополнить, т. е. вложить в такую пол- 
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ную абелеву группу конечного ранга G, что некоторая 


степень каждого элемента из G принадлежит G. Действие 


группы Г в С однозначно продолжается до действия 
1 


BG: если Е ЕС и 5* ЕС, то полагаем в ос= (4*05)”, сЕГ. 
Элемент гос здесь определяется однозначно по g и с, 
и легко понять, что так действительно задается пред- 
ставление Г относительно С. Если теперь g€G, 5"ЕС, 
сЕГ, [2=", с; Е] =е, то очевидно, что и [g, с; &]" = е. 
Так как G—rpynna без кручения, то отсюда следует, 
что [g, с; kK] =e. Следовательно, группа Г является ниль- 
группой относительно G. Таким образом, достаточно 
рассмотреть случай полной группы С. Такая группа 
представима в виде прямой суммы конечного числа 
групп, изоморфных аддитивной группе рациональных 
чисел, и следовательно, группу G можно трактовать 
как конечномерное векторное пространство над полем 
рациональных чисел. При этом группа Г может рассма- 
триваться как группа автоморфизмов этого простран- 
ства. Из условия предложения следует, что для каждого 
с@Г существует показатель п, при котором (5 — 2)" = 0. 
Это значит, что все характеристические числа опе- 
раторов из Г равны единице. Согласно теореме ВКол- 
чина [1] (см. также п. 4.2.4) отсюда следует, что 
группа Г финитно стабильна относительно С. 

Аналогично рассматривается случай характеристи- 
чески простой конечной абелевой группы — такую группу 
можно считать векторным пространством над простым 
полем простой характеристики. 

Пусть теперь С — абелева группа с конечным числом 
образующих и группа Г действует на С как внешняя 
нильгруппа. В rpynue С имеется конечный ряд характе- 
ристических подгрупп Е=НС НС... СН, = С, 
в котором все факторы, кроме последнего, характери- 
стически просты, а последний является группой без 
кручения конечного ранга. Согласно предыдущему 
в каждом факторе этого ряда группа Г действует фи- 
нитно стабильно. Следовательно, Г финитно стабильна 
и в С. 

По поводу случая коммутативной группы С сделаем 
еще одно замечание. 
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1.1. Если (а, Г) — групповая пара с абелевой областью 
действия С и если в G имеется такая система об разую- 
щих Х, что для любого конечного подмножества Y CT 
и любого Е Х существует п=—=п(т, У), при котором все 
сложные коммутаторы вида [х, о;, 0, ..., Sigh, HEY, 
обращаются в единицу, то группа Г внешне локально 
нильпотентна. 

Если y@G, то этот у можно представить в виде 

k 
y= П cm, д; 6Х. 


1—1 


Для каждого z,, #=1,2,..., Ё, возьмем соответ- 
ствующее п; —=п (1,, У), и пусть п = шахп,. Покажем, 
что сложный коммутатор [Y, ;, ;,.... 9;,] с произволь- 


ными 5;, @ У равен единице. 

Так как для абелевой группы С при любом с Г 
отображение а -> [а, <], a@G, является, очевидно, эндо- 
морфизмом группы G, то теперь имеем: 


ly, Cis 94, ...) с:„| = П[х,, бя, Figg ‹..у бр, |" =e, 
$ 


что и требовалось. 
В дальнейшем аналогичное утверждение будет дока- 
зано для произвольной локально нильпотентной группы G. 
Напомним еще, что согласно теореме 3.3.4.5 «в слу- 
чае абелевой группы G действующая группа Г тогда 
и только тогда внешне локально нильпотентна, когда 
она локально стабильна. 


2. Стабильность и радикалы области действия. В этом 
пункте доказываются следующие теоремы: 

2.1. Если (G, Г) — произвольная групповая пара и 
с — квазистабильный относительно G элемент в Г, mo 
имеет место включение [G, 5] C R(G). 

2.2. Если с — стабильный относительно G элемент, 
mo [G, <] C В* (С). 

2.3. Если o— финитно стабильный элемент, то 
[G, < С т(С). 

Эти теоремы позволяют получить ряд других резуль- 
татов. 

Все эти теоремы будем доказывать одновременно. 
avin считать, что с — автоморфизм группы G. Через 

G={G, с} обозначим подгруппу в голоморфе, порожден- 
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ную G и о. Легко видеть, что если с — квазистабильный 
автоморфизм, то с является также локально субинва- 
риантным элементом в С. Действительно, пусть [G,]— 
локальная система в С из о-допустимых подгрупп, 
в каждом члене которой с действует как стабильный 
автоморфизм. Подгруппы {G,, °} составляют локальную 
систему в Са, причем в каждой такой подгруппе цикли- 
ческая подгруппа {5} является субинвариантной под- 
группой. Поэтому с является субинвариантным элемен- 
том в каждой {G,, 5} и локально субинвариантным эле- 
ментом в группе С 

Точно так же можно утверждать, что если с — ста- 
бильный автоморфизм, то он является субинвариантным 
элементом в G, и если с— финитно стабильный авто- 
морфизм, то этот же с есть достижимый элемент в G. 

Если теперь с — квазистабильный автоморфизм, то, 
будучи локально субинвариантным элементом в G, о 
принадлежит А (С). Пусть теперь & — произвольный эле- 
мент в С. Тогда 


[5", $] = [в, PERG NG=R(G)=R(GY. 


Отсюда [g, |6 В((), что и доказывает теорему 2.1. 
Если дальше с — стабильный автоморфизм, то с@В* (G). 
При любом g@G, получим: 

[s’, <] = 8, 37 € B* (С) П 6" =В* (6) =В* (СУ. 
Отсюда [g, с| G8* (С), и теорема 2.2 доказана. 

Пусть, наконец, с — финитно стабильный автомор- 
физм. Тогда o@7(G) и, как и раньше, [g, <] @1(4), что 
и требовалось. 

В качестве непосредственного приложения теоремы 
2.1 получаем следующее свойство приводимости: 

2.4. Бсякая группа Г ввазистабильных автоморфиз- 
мов произвольной группы G является расширением абеле- 
вой группы с помощью группы квазистабильных автомор- 
физмов локально нильпотентной группы. 

Действительно, пусть G— произвольная группа, Г — 
ее группа автоморфизмов и пусть каждый элемент из Г 
является квазистабильным автоморфизмом группы С. 
Пусть еще зг(В(()) =, — Г-централизатор радикала 
В (Ц). Согласно 2.1 3 действует тождественно не только 
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в R(G), но и в фактор-группе G/R(G). По теореме Ва- 
лужнина, 3 — абелев нормальный делитель в Г. Гр 
является группой квазистабильных автоморфизмов, ин- 
дуцируемых группой Г в R(G). Таким образом, мы ви- 
дим, что группа квазистабильных автоморфизмов группы 
С существенно действует в сравнительно простой части 
группы G—B ее радикале. Это обстоятельство оказы- 
вается важным в доказательстве ряда свойств таких 
групп. 

Докажем дальше следующую теорему: 

2.5. Если в группе С локально нильпотентный ради- 
кал В (С) является ВМ№*-группой, то каждый квазиста- - 
бильный автоморфизм группы С является ее стабильным 
автомо рфизмом. 

Пусть В (С) — RN*-rpynna ис — квазистабильный ав- 
томорфизм группы С. Покажем, что с действует в R(G) 
как стабильный автоморфизм. Рассмотрим в относитель- 
ном голоморфе G подгруппу А = {В (С), ‹}. Легко ви- 
деть, что с является нильэлементом в этой подгруппе, 
и по лемме 0.4.1.2 А — локально нильпотентная группа. 
Ясно также, что А — АМ*-группа. Теперь по теореме 
5.2.3.4 с — субинвариантный элемент в А. Но это, как 
нетрудно понять, означает также, что с — стабильный 
относительно А (С) автоморфизм. Так как по теореме 
2.1 с действует тождественно в G/R(G), то с — стабиль- 
ный автоморфизм группы С. 

Дальше нам понадобится следующая лемма: 

2.6. Пусть (4, Г) — групповая пара и пусть G— 
счетная локально нильпотентная группа, обладающая 
локальной системой из Г-допустимых ZA-nodepynn. Тогда 
в а имеется возрастающий нормальный ряд из Г-допу- 
стимых подгрупп с коммутативными факторами. 

Пусть вначале А и В — две Г-допустимые 2А-под- 
группы в С и пусть АС В. Пусть, далее, в А имеется 
возрастающий нормальный ряд [А] из Г-допустимых 
подгрупп‘ с коммутативными факторами. Покажем, что 
этот ряд можно дополнить подгруппами, лежащими 
между Аи В, до аналогичного ряда в В. По условию, 
В — ZA-rpyuna. Пусть ряд [0,|— ее верхний централь- 
ный ряд. Все члены этого ряда характеристичны и по- 
этому Г-допустимы. Подгруппы вида AZ, Г-допустимы 
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и после удаления повторений они вместе с членами 
ряда [A,] составят нужный ряд. 

Так как С — счетная группа, то С является теоре- 
тико-множественной суммой некоторой возрастающей 
последовательности A,, A,, ..., А„... подгруни с ко- 
нечным числом образующих. Пусть еще В, — Ако Г. Все 
подгруппы В, Г-допустимы, являются ДА-группами и 
составляют возрастающий ряд, возможно с повторе- 
ниями, объединение членов которого совпадает со всей 
группой С. Из предыдущих рассмотрений видно, что та- 
кой ряд можно уплотнить до возрастающего нормаль- 
ного Г-допустимого ряда группы G с коммутативными 
факторами. 

Заметим, что если в условиях леммы требовать, 
чтобы локальные подгруппы были группами конечного 
специального ранга или удовлетворяли условию макси- 
мальности, то аналогичным свойством будут обладать 
и все факторы построенного ряда. 

Опираясь на эту лемму, докажем теперь следующую 
теорему: 

2.7. Пусть (G, Г) — групповая пара и пусть eG 
имеется возрастающий нормальный ряд из Г-допустимых 
подгрупп, в каждом факторе которого Г действует как 
квазистабильная группа. Тогда Г квазистабильна и отно- 
сительно всей группы G. 

Предварительно докажем следующее вспомогательное 
предложение: если С — произвольная счетная группа, 
то всякое конечное квазистабильное множество элемен- 
тов из Г является стабильным множеством. 

Пусть У — такое множество. Рассмотрим вначале 
случай, когда G— локально нильпотентная группа. Tak 
как У является локально ограниченным множеством, 
то для любой подгруппы НСС с конечным числом 
образующих подгруппа Но{У} имеет также конечное 
число образующих и, следовательно, нильпотентна. Те- 
перь из леммы 2.6 вытекает, что в С имеется возрастаю- 
щий нормальный ряд [G,] из У-допустимых подгрупп, 
все факторы которого являются коммутативными груп- 
пами. Для коммутативных групп доказываемое утвер- 
ждение справедливо даже без предположения счетности. 
Таким образом, ряд [G,] можно уплотнить до У-стабиль- 
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ного ряда, что и доказывает утверждение для локально 
нильпотентного случая. 

Если теперь С — произвольная счетная группа, то 
В (С) — локально нильпотентная счетная группа и У дей- 
ствует в R(G) как стабильное множество. По теореме 2.1, 
вС/В (С) У индуцирует тождественные автоморфизмы. Сле- 
довательно, У — стабильное множество относительно С. 

Для доказательства теоремы возьмем в (4, Г) произ- 
вольную подпару (Н, У) с конечным числом образую- 
щих. Пусть У— некоторая конечная система образую- 
щих в S и пусть Х — такое конечное подмножество 
в Н, что {Хоз} =Н. Из возможности такой записи 
следует, что Н -—- счетная подгруппа в С. 

Пусть теперь ряд 


E=G,CG,C...CG,C...CG,=G 


удовлетворяет условиям теоремы. Рассмотрим ряд из 
пересечений H,—G, ПН: 


P=] CHCl ee. CH eC 0 


После удаления повторений в этом ряде мы получим 
в A ряд из У-допустимых подгрупп, в каждом факторе 
которого У действует как квазистабильное множество. Так 
как все эти факторы — счетные группы, то теперь можно 
заключить, что относительно каждого из них У — ста- 
бильное множество. Но тогда У стабильно и относи- 
тельно Н. Следовательно, пара (H, У) стабильна, а пара 
(G, Г) квазистабильна. 

В заключение этого пункта заметим еще, что тео- 
рема 2.1 показывает, в частности, что наличие у группы 
С нетривиальных квазистабильных автоморфизмов вле- 
чет нетривиальность локально нильпотентного радикала 
В (С). Этот факт может позволить определять некоторые 
внутренние свойства группы С разрешимого типа в тер- 
минах внешних свойств групп автоморфизмов группы С, 
т. е. через. симметрии группы G. 


3. Отношения между внешней локальной нильпотент- 
ностью и квазистабильностью действующей группы. 
В этом пункте будут использованы результаты ия 
п. 4.3.1. В отличие от п. 4.3.1, группу С теперь назовем 
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М В-группой, если всякий нильавтоморфизм этой группы 
является ее квазистабильным автоморфизмом. Легко ви- 
деть, что МА-группы в этом новом смысле являются и 
старыми М№МВ-группами. Покажем, что 

3.1. Группа G тогда и только тогда является 
NR-epynnou, когда во всяком ее циклическом расширении 
радикал совпадает с а всех нильэлементов. 

Пусть G={G, #}, С-— нормальный делитель в би 
пусть G— NR-rpynna. Пусть еще # — нильэлемент в С. 
Тогда Й является нильавтоморфизмом в С и, следова- 
тельно, действует в С как квазистабильный _автомор- 
физм. Так как С/С — абелева группа, то [@, С С. 
Следовательно, h — квазистабильный автоморфизм группы 
С, и поэтому, hE В (С). 

Обратно, пусть с — нильавтоморфизм группы С. Пе- 
рейдем к голоморфу группы С и рассмотрим в нем под- 
группу @ = {С", 5}. Элемент с является нильэлементом 
в С. Отсюда, по условию, s@GR(G 1), и следовательно, 
с‹— локально субинвариантный элемент в С. 

Но тогда с — квазистабильный автоморфизм груп- 
пы С. 

В п. 5.4.1 было показано, что если в некоторой 
группе все абелевы подгруппы удовлетворяют условию 
максимальности, то в такой группе радикал совпадает 
с множеством всех нильэлементов группы. Условимся 
здесь группы, у которых все абелевы подгруппы удов- 
летворяют условию максимальности, коротко называть 
а-группами. 

Примером а-группы, не удовлетворяющей условию 
максимальности, служит свободная группа. Ясно, что 
расширение а-группы C помощью а-группы снова яв- 
ляется а-группой. Отсюда следует, что всякая а-группа 
является \№МА-группой. Покажем далее, что если группа С 
обладает локальной системой из а-подгрупп, то такая 
группа также является №А-группой. 

Действительно, пусть а-подгруппы С, составляют 
локальную систему в группе С и пусть с — нильавто- 
морфизм этой группы. Так как с — алгебраический авто- 
морфизм, то все подгруппы — (С° имеют конечное 
число образующих. Все эти подгруппы с-допустимы, 
являются а-группами и, значит, со действует в них как 
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квазистабильный автоморфизм. Отсюда с — квазиста- 
бильный автоморфизм группы G. 

3.2. Пусть группа С обладает возрастающим рядом 
характеристических подгрупп, все факторы которого яв- 
ляются NR-epynnamu. Тогда и сама группа G является 
№В-группой. 

Пусть ряд 


E=G,CG,C...CG,CG,,C...CG,=G 


удовлетворяет условиям теоремы и с — нильавтоморфизм. 
Во всех факторах приведенного ряда с действует как 
нильавтоморфизм, а поскольку эти факторы являются 
№Е-группами, то с индуцирует квазистабильные авто- 
морфизмы во всех G,,,/G,. По теореме 2.7 с является 
квазистабильным автоморфизмом группы G. 

Из доказательства теоремы видно, что если харак- 
теристичность ряда заменить требованием инвариантно- 
сти его членов, то мы получим, что каждый внутренний 
нильавтоморфизм группы С является квазистабильным 
автоморфизмом, и следовательно, каждый нильэлемент 
из С является локально субинвариантным элементом и 
лежит в радикале R(G). 

Из этого замечания вытекает другое доказательство 
заключительной части теоремы 4.1.7 из пятой главы. 
Из теоремы следует также, что всякая М-радикальная 
группа является №МА-группой. 

Опираясь на теорему 3.2 и замечание относительно 
групп, локально обладающих свойством а, можно строить 
другие достаточно широкие классы VA-rpynn. Как уже 
отмечалось, существуют группы, не являющиеся 
№Е-группами. 

3.3. Пусть (G, Г) — групповая пара и пусть группа 
С является №Е-группой. Тогда Г в том и только в том 
случае будет квазистабильной, когда она внешне локально 
нильпотентна. 

Для доказательства теоремы достаточно показать, 
что если У — конечное подмножество в Г, порождаю- 
mee подгруппу У, то из внешней локальной нильпотент- 
ности этой подгруппы вытекает ее квазистабильность. 

Для случая, когда группа С абелева, этот факт уже 
был доказан, Очевидным образом он переносится и на 


g 2] КВАЗИСТАБИЛЬНЫЕ ГРУППЫ АВТОМОРФИЗМОВ 455 


случай нильпотентной группы С. Пусть теперь @ — ло- 
кально нильпотентная группа. Тогда в G имеется ло- 
кальная система из У-допустимых подгрупп с конечным 
числом образующих. Так как все эти подгруппы ниль- 
потентны, то в каждой из них У действует Kak ста- 
бильное множество. Поэтому Х квазистабильна относи- 
тельно С. 

Если теперь G— произвольная /МА-группа, то, учи- 
тывая, что каждый элемент из У является внешне ло- 
кально нильпотентным, а поэтому и квазистабильным 
относительно G, мы заключаем, что [G, У] С В(С(), так 
что У квазистабильна как относительно А ((), так и 
относительно С/В (С). Но тогда S квазистабильна и от- 
носительно а, что и требовалось. 

Из этой теоремы непосредственно следует, что если 
(а, Г) — групповая пара, в которой группа G локально 
нетерова, то группа Г в том и только в том случае 
квазистабильна, когда она внешне локально нильпо- 
тентна. 

Докажем теперь следующую теорему: 

3.4. Пусть задана групповая пара (G, Г}. Для того 
чтобы группа Г была квазистабильной, необходимо и 00- 
статочно, чтобы эта пара была локально ограниченной 
и чтобы каждый элемент из Г был квазистабильным  эле- 
ментом. 

Если Г квазистабильна, то она, очевидно, удовлетво- 
ряет отмеченным условиям. `Пусть теперь выполнены 
эти два последних условия. Мы рассмотрим подпару 
(В (а), Г). Так как эта подпара локально ограничена, TO 
в ней имеется локальная система подпар (Н., S,) таких, 
что все H, нильпотентны и нетеровы. 

Если дальше Е=Н С НС... CH"=H,— верх- 
ний центральный ряд в Н., то все его члены »Х,-допу- 
стимы и факторы являются абелевыми группами с ко- 
нечным числом образующих. Согласно п. 1 в каждом 
таком факторе Х, действует как финитно стабильная 
группа. Следовательно, и относительно H, 3, финитно 
стабильна. 

Таким образом, пара (R (С), Г) квазистабильна. Так 
Kak, сверх того, в G/R(G) Г действует тривиально, то 
Г — квазистабильная группа. 
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Из приведенной теоремы получаем еще следующий 
результат (см. также В. Г. Виляцер [4]). Если (G, Г) — 
такая групповая пара, что каждый элемент из Г квази- 
стабилен, и группа Г локально конечна, то пара (G, Г) 
квазистабильна. 

Действительно, всякое представление локально ко- 
нечной группы является локально ограниченным. 


4. Примеры. Мы начнем с примера Ф. Холла [2], пока” 
зывающего, что взаимный коммутант [G, Г] в случае 
финитно стабильной группы Г может не быть нильно- 
тентной группой. Напомним, что согласно теореме 2.3 
этот взаимный коммутант должен быть беровской группой. 

Пусть Г — векторное пространство над простым полем 
характеристики р и (v,), n=O, +1, +2, ..., — его базис. 
Пусть H и К — две циклические подгруппы в группе 
автоморфизмов этого пространства: Н = {=}, К = {1}. 
Определяются Ё и 1 следующим образом: 


РЕ, для всех п, 
= и, V,N=vV,, если n= 0. 


Пусть, далее, А, -— подгруппа, порожденная всевозмож- 
ными 4, == "1", п=0, +1, +2,... Легко видеть, что 
ь-ы И бМ,=0, если Ё5-]. Если через И, 
обозначить подпространство, порожденное всеми V,, i > А, 
то легко видеть, что все эти Г, инвариантны относи- 
тельно K,. _ | 

Пусть, далее, Н — нормальный делитель в {Н, К}, 
порожденный подгруппой Н. Мы рассмотрим внутреннюю 
пару (Я, К) и покажем, что К здесь стабильная группа, 
но [H, К] — не нильпотентная группа. 

Обозначим еще через А подгруппу в K,, состоящую 
из всех элементов, действующих тождественно в Г, и 
V/V,. Ясно, что С Аи А— абелев нормальный дели- 
тель в K,. Kpome того, имеем: 


ИЯ, Kl, КС [К К]СА и [Й, К, К, К] Ы= Е. 


Группа [H, К] содержит всевозможные элементы [7, Е] = 
— 9, =0,. При этом легко проверить, что 


Di Os. реа 02, bya 
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откуда следует, что [7, К] — не нильпотентная группа. 
С другой стороны, мы видели, что в Я имеется К-ста- 
бильный ряд длины 3. 

Приведем теперь пример, показывающий, что внеш- 
няя нильгруппа может не быть внешне локально ниль- 
потентной группой. 

Пусть Г — р-группа Новикова [2], с конечным числом 
образующих, но бесконечная, и Н — группа простого 


Г 
порядка р. Через С обозначим дискретную степень Я’, 
и представление Г относительно С определим через 
сплетение. Если с ЕГ, то подгруппа в Awrl, порожден- 


Е es es 
ная Н и с, является разрешимой р-группой. Отсюда 
следует, что с действует в G как нильавтоморфизм. 


С другой стороны, в @=И" нет нетривиальных непод- 
вижных относительно всей группы Г элементов. Это 
означает, что Г не может быть внешне локально ниль- 
потентной группой. 

Отметим еще, что пример Левича из п. 9.4.3 пока- 
зывает, что существуют квазистабильные действующие 
группы, не являющиеся квазифинитно стабильными. Как 
мы знаем, для локально нетеровой области действия 
оба эти понятия равносильны (п. 3. 3. 3). 


$3. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА 
КВАЗИСТАБИЛЬНЫХ ГРУПП 


1. Чистые автоморфизмы. В настоящем параграфе ис- 
пользуются введенные ранее понятия почти периодиче- 
ского элемента действующей группы, почти п-элемента 
и чистого элемента (см. п. 2.4.3). Будут рассмотрены 
отношения между такими элементами и внешними ниль- 
элементами. 

Вначале будет рассмотрен случай, когда внешне 
нильпотентные элементы оказываются чистыми элемен- 
тами. 

Всюду дальше (G, Г) — некоторая групповая пара. 
Непосредственно проверяется следующий факт: если 
с@Г, g@Gu goc=ga, аос=а, то при любом n>0 
выполняется равенство 2 оо” = ga". Имеет место теорема 
(В. Г. Виляцер:[3]): 
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1.1. Если элемент.с @Г является внешним нильэле- 
ментом относительно а и [G, с| —группа без кручения, 
то с — чистый элемент. 

Пусть ЕС и пусть goo"=—g. Составим нильтраек- 
торию: 

S= 8. 8: ==[8, 3]... Ва [8 3], ... 


Пусть Ё — первое число с тем свойством, что 5, ==е, 
g,0oo==g, Нужно показать, что k=O. Пусть kA. 
Так как o” оставляет неподвижным элемент 2, то o” дей- 
ствует тождественно и на каждый g,, так что, в част“ 
ности, g,-,00"=g,_,. Кроме того, 


й _—_ 
80° = 81. Oh 


Отсюда g?==e, и поскольку [G, с] — группа без круче- 
ния и 2, Е[С, >], то р,=е. Получилось противоречие 
с тем, что k 

Из этой теоремы, в частности следует, что группа 
нильавтоморфизмов произвольной группы без кручения 
также является группой без кручения. В теореме 1.1, 
если ее применить к внутренним автоморфизмам, содер- 
жится также утверждение о том, что всякая нильгруппа 
без кручения является А-группой, и, по существу, при- 
веденное доказательство является повторением соответ- 
ствующего доказательства для нильгрупп. 

Напомним, что группа С называется В-группой 
(П. Г. Конторович [1]), если она без кручения и если 
в а выполняется свойство однозначности извлечения 
корня из элементов. Последнее условие равносильно 
тому, что централизатор каждого элемента группы яв- 
ляется изолированной подгрунпой. При этом подгруппа 
Н из G называется изолированной BG, если для каждого 
x€G из "ЕН следует, что x6 H. Отметим еще, что изо- 
лятором произвольной подгруппы Я C С — обозначается 
через /(Н)— называется пересечение всех изолирован- 
ных подгрупп из G, содержащих H. Г(Н) — изолирован- 
ная подгруппа. 

Из теоремы 2.2.1 и доказанной теоремы получаем 
еще следующий факт: 

1.2. Если радикал В (а) группы С является группой 
без кручения и каждый элемент из Г является квазиста- 
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бильным элементом, то Г-—чистая относительно G 
группа.. 

Отметим дальше следующее предложение, также вы- 
текающее из теоремы 1.1. 

Если [G, Г] — группа без кручения и каждый эле- 
мент из Г является внешним нильэлементом относи- 
тельно G, то Г-централизатор любого подмножества 
из а является изолированной подгруппой в Г. 

1.3 (В. Г. „Виляцер [3], Б. И. Плоткин [17]). Пусть 
представление Г относительно G квазистабильно, [G, Г] — 
группа без кручения и пусть Н — изолированная под- 
группа в а. Tozda Г-нормализатор Н изолирован в Г. 

Докажем вначале лемму, которая понадобится и 
в дальнейшем. 

1.4. Пусть а — локально нильпотентная группа без 
кричения и пусть в а имеется стабильный относительно 
Г ряд 


Е=СС СС... С (Сас... CG, = 6. 


Составим ряд из изоляторов членов приведенного ряда 


Ba) (GC LG.) C ise ссы) SC asx 


Этот новый ряд также является стабильным относи- 
тельно Г. 

Для доказательства леммы заметим вначале, что вто- 
рой ряд также является нормальным, причем все его 
факторы — группы без кручения. Так как G— В-группа, 
то Г-центр группы С изолирован в С. Действительно, 
пусть а@С и пусть a” принадлежит Г-центру группы G. 
Это значит, что при любом с@Г выполняется равен- 
ство а"ос=а”. Ho а"ос=(аос)". Отсюда (в В-группе!) 
аос=а, т. е. а также принадлежит Г-центру. 

Таким образом, в /(G,) группа Г действует тожде- 
ственно. Рассмотрим теперь произвольный фактор вида 


I (См) (G,)- 


Так как все G, Г-допустимы, то и все I (G,) — Г-до- 
пустимые подгруппы. Легко видеть, что в фактор-группе 
а „11 (а )Т(а,) каждый элемент остается неподвижным 
при действии элементов из Г. Эта фактор-группа 
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является подгруппой В-группы 1(@..)/Т(Са,). Оледова- 
тельно, в ее изоляторе, взятом в J (G,,,)/J (С), группа Г 
действует тождественно. Но этот изолятор, как легко про- 
верить, совпадает с /(С...)/1(С.). Тем самым доказано, 
что ряд изоляторов является стабильным относительно Г 
рядом. 

Теперь будем доказывать теорему. 

Рассмотрим вначале случай, когда группа С имеет 
конечное число образующих.и, следовательно, счетна. 
Пусть с@Г и пусть Нос" = Н. 

Тогда имеем [Н, o”] СНП [С, Г]. Так как Н ГП [@, Г] = 
— Я — счетная группа и содержится в локально ниль- 
потентной группе без кручения [G, Г то в Я можно 
построить стабильный относительно с” ряд с длиной, не 
большей ®. Пусть ряд 


ЕН Не не Вс Несси 


является таким рядом. В силу предыдущей леммы можно 
считать, что все члены этого ряда изолированы в H, 
а следовательно, и в [(, Г]. Так как с” оставляет не- 
подвижным каждый элемент из H,, то и с оставляет 
каждый элемент из НЯ, на месте, так что с принадлежит 
Г-нормализатору подгруппы Я,. Пусть уже установлено, 
что с принадлежит Г- нормализатору подгруппы H,. Возь- 
мем нормализатор М, подгруппы H, в [G, Г]. Так как 
Н, допустима относительно с, то и №, — о-допустимая 
подгруппа. 

Рассмотрим дальше действие с в фактор-группе (без 
кручения!) №,/Н 

_ Так как здесь с" оставляет на месте каждый элемент 

из подгруппы #,,,/H,, то и с на этой подгруппе дей- 
ствует тождественно. Таким образом, H,,,00—4H,,,. 
Теперь по индукции можно считать доказанным, что о 
принадлежит Г-нормализатору подгруппы Ё. 

Пусть, далее, hE H и пусть № — нормализатор в G 
подгруппы Я. Перейдем к фактор-группе N/H = № и 
рассмотрим в ней действие с на элемент A—AA. 


Дальше мы повторим рассуждения из доказательства 
теоремы 1.1. Обозначим [h, s]=h,, ..., [h;, s}=h,4,,... 
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Легко видеть, что при любом $ будет hio"—h,. Пусть 
к — первый номер со свойством h,,,—é. Тогда h,oo= 
—h, и при любом т имеем hy, 00" = h,_,h?. При m=n 
получаем h,_,—=h,,ht. Отсюда "ЕН. Но так как всей, 
принадлежат [G, Г], то можно заключить, что #, ЕН, 
т. е. h,==é. Это значит, что Е 1 =1 и [h, <] ЕН. Сле- 
довательно, hos@H и Н — с-допустимая подгруппа. 
Случай, когда G имеет конечное число образующих, 
разобран. 

Пусть теперь G— произвольная группа и пусть Я — 
ее изолированная подгруппа. Пусть еще с Ги Нос" —= 
—H. Возьмем в Н произвольный элемент h, и пусть 
{ho {<} } =@. Рассмотрим действие с в группе С, имею- 
щей конечное число образующих. Здесь [G, 5] — группа 
без кручения (она содержится в [а, Г] и H=H (1\G— 
изолированная подгруппа в С. 

Следовательно, Нос==Н, но тогда Пос ЕН, откуда 
следует, что Н — с-допустимая подгруппа. Теорема до- 
казана. 

Заметим, что требование, чтобы Н была изолирован- 
ной подгруппой в С, можно несколько ослабить. Из до- 
казательства видно, что достаточно требовать, чтобы под- 
групна Н ()[G, Г] была изолирована в [G, Г]. 

Приведенная теорема является обобщением извест- 
ного факта теории локально нильпотентных грунп без 
кручения. 

Следующая теорема также в некотором смысле обоб- 
щает известное свойство локально нильпотентных групп 
без кручения. 

1.5. Пусть (а, Г) — квазистабильная групповая пара 
и пусть R(G)—epynna без кручения. Тогда в такой паре 
имеется локальная система стабильных подпар (G,, Г.) 
таких, что все а, Г В (С) изолированы в R(G) и ece Г. 
изоли рованы в Г. 

Возьмем в (С, Г) произвольную подпару с конечным 
числом образующих (Н, У). Вместо Н возьмем теперь 
подгруппу НЯ = НГ(Н ПП R(G)), где изолятор Г берется 
в радикале А (С). 

Ясно, что H допустима относительно », и легко про- 
верить, что | 


AQ R(G)=HI(ANR(G)NRG@=l(AN RG), 
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a 


так что ЯП В (С)— изолированная подгруппа ‘в 
В (Ц). 

Так как подгруппа У стабильна относительно Я [\ В (С), 
то У стабильна и относительно 1 (Я Г] R(G)). Учитывая, 
что [Й, С AN А (С), заключаем теперь, что & дей- 
ствует стабильно и в A. 

Покажем теперь, что изолятор подгруппы х в Г— 
Г (>) — действует в Н как стабильная группа. Прежде 
всего, заметим, что согласно предыдущей теореме, точ- 
нее, замечания к ней, подгруппа Й допустима относи- 
тельно [(>). Пусть, далее, в Я задан некоторый ста- 
бильный относительно УХ ряд 


Е=НСс НС... СНС Н.С... СН, = 
—I(HAR(@)CcH 


и пусть члены Н, этого ряда изолированы в R(G), так 
что все они [(>)-допустимы. Такой ряд является ста- 
бильным и относительно. J (3S). 

Действительно, так как фактор-группа H,,,/H, яв- 
ляется группой без кручения, TO из того, что У дей- 
ствует в этой группе тождественно, следует, что и I (У) 
действует в ней тождественно. Hpome того, очевидно, 
что [(>) действует тождественно и в фактор-группе 
A/H П В (С). Таким образом, пара (HA, Г(>)) является 
стабильной парой. Множество всех таких пар состав- 
ляет локальную систему в (G, Г), удовлетворяющую 
нужным условиям. 

Из этой теоремы, в частности, следует, что если сама 
группа С является локально нильпотентной группой без 
кручения (и пара (а, Г) квазистабильна), то в паре 
(4, Г) имеется локальная система подпар (G,, Г.), ста- 
бильных и таких, что G, изолирована в Gu Г, изоли- 
рована в Г. 


2. Почти периодические автоморфизмы. Переходим к рас- 
смотрению почти периодических элементов. 

2.1 (В. Г. Виляцер [3]). Пусть (G, Г) — групповая 
пара и пусть с — квазистабильный элемент в Г. Элемент с 
тогда и только тогда является почти т-элементом, когда 

<] — периодическая п-группа. 
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Вначале покажем, что если [G, с] — периодическая 
п-группа и с — внешний нильэлемент в Г, то с является 
также и почти п-элементом. С этой целью докажем сле- 
дующее вспомогательное предложение. Пусть [G, <] — 
п-группа, aG@G, [а, <] =6, и при некотором nix выпол- 
няется Бос" —=6. Тогда найдется такой показатель mir, 
что об" ==. 

Для доказательства этого факта применим к равен- 
ству аос=аб элемент с последовательно n—1 раз. 
Получим: 

ао с" —= аб (6 с с) (Боб")... (Бос "). 


Обозначим еще с=6 (Боос) (Боо’)... (boo); [а, с"] = с. 
Легко проверить, что из боб"=—=Ь следует соб’=с, 
Теперь при любом Ё`>0 имеем aoo™ — ас". Если здесь 
к — порядок элемента с, то ce и aco” — а. Так как 
кп, тои m=nk|x. 

Теперь, как и в теореме 1.1, рассмотрим последова- 
тельность 25%, £1) +++) Bir +++) И пусть By, =e, 8, 06==8;. 

Применяя приведенное сейчас свойство к элементу &,_1, 
мы покажем, что при некотором п|п будет 2,10 5"==р,. 
Перейдя к g;., аналогично получим, что найдется 
такое т|п, что д, .05"”=в,.. Так, продолжая, мы и 
длЯ 2, = найдем показатель k|x, при котором будет 
809" = 8. 

В одну сторону теорема доказана. 

Доказывая обратное, будем уже предполагать в соот- 
ветствии с условием теоремы, что с — квазистабильный 
элемент. Будем еще предполагать, что с является почти 
к-элементом. Нужно показать, что [G, o] — п-группа. 

Как мы уже знаем, [G, с] является локально ниль- 
потентной группой. Пусть Р — силовская т-подгруппа 
в [G, o], и допустим, что Р не совпадает с [G, o]. Ясно, 
что Р с-допустима и фактор-группа [G, o]/P является 
группой без к-кручения. 

Точно так же, как доказывалась теорема 1.1, можно 
показать, что если С — группа без п-кручения и с — ниль- 
автоморфизм этой группы, то при любом т |п из рос" —= в 
и g@G следует gOo=g, так что в нашем случае эле- 
мент с действует тождественно в фактор-группе [G, o]/P 
(< — внешний нильэлемент и почти T-!). 
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Пусть теперь h=[g, o]G@[G, o]\P. По условию, най- 
дется такое число п|п, что gOo"==g. С другой стороны, 
вос= ой, Пос йа, rnea€P. Отсюда вос" = ай”, 6 СР. 
Но тогда мы получим h">—e, т. е. #"ЕР, что возможно 
лишь в случае, когда REP. Таким образом, Р =[С, <], 
и теорема доказана. 

Следствие. Если (а, Г) — групповая пара и каждый 
элемент из Г квазистабилен, то Г тогда и только тогда 
будет относительной п-группой, когда [G, Г] — п-группа. 

В связи с доказанной теоремой интересно заметить, 
что в аналогичных условиях из того, что Г — чистая 
группа, еще не следует, что взаимный коммутант [G, Г] 
является группой без кручения. 

Соответствующий пример можно найти в работе 
В. Г. Виляцера [5]. 

2.2. Пусть (С, Г) — групповая пара и 5 — конечное 
нильподмножество из Г. Тогда если [G, 9] —- локально 
конечная п-группа, то множество S является относитель- 
ным п-множеством. 

Пусть g— произвольный элемент BG. Для каждого с; 
из S положим gOo,—gh,. Элементов h, конечное число, 
и все они лежат в [а, 5]. Пусть Н — 5-допустимая под- 
группа, порожденная всеми этими элементами. H — 
конечная п-группа. Легко видеть, что каждый эле- 
мент ©-траектории, проходящей через элемент g, имеет 
вид gh, где AGHA. Следовательно, такая траектория ко- 
нечна. 

Пусть, далее, {g,, Bo ..., #,} =Х — конечное под- 
множество в (а, и Х — подгруппа в Г, порожденная всеми 
элементами из 5. Обозначим еще {Хоз} =Р. Под- 
группа F имеет конечное число образующих и по дока- 
занному У-централизатор каждого элемента из F имеет 
конечный индекс в У. Так Kak F имеет конечное число 
образующих, то ядро $ представления SY относительно Р 
также имеет конечный индекс в У. Так как каждый 
элемент из 5 является почти п-элементом, то каждый 
элемент из У/; — п-элемент. Следовательно, Х/} — конеч- 
ная п-группа, и лемма доказана. 

2.3. Пусть (G, Г) — квазистабильная пара, В (G) — pa- 
дикал в а, и Р— силовская п-подгруппа в В (4). Тогда 
совокупность 5 всех почти п-элементов из Г является 
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нормальным делителем в Г и совпадает с ядром пред- 
ставления Г относительно фактор-группы СР. I pyn- 
па 5 является также относительно локально конечной 
п-еруппой *). 

Ввиду предыдущей леммы достаточно показать, что 
множество 5 совпадает с ядром представления Г отно- 
сительно С/Р. Обозначим через S ядро представления Г 
относительно С/Р, и пусть сх. Тогда [G, ‹] СР, и 
поэтому с является почти п-элементом. Пусть теперь 
сео. Тогда [G, <] принадлежит R(G), и эта группа яв- 
ляется периодической п-группой. Следовательно, [G, $] 
содержится в Р ис», так что 5 =>, что и требова- 
лось. 

Покажем дальше, что если допустить, что подгруппа Р 
конечна, то все почти п-элементы из Г окажутся к-эле- 
ментами, причем порядки всех таких элементов ограни- 
чены числом, зависящим лишь от порядка группы Р. 

Пусть Ф — циклическая подгруппа в У, Ф = {5}, и 
пусть 3 — Ф-централизатор подгруппы Р. Если порядок P 
равен п, то ясно, что порядок Ф/з не превосходит п!. 
Пусть теперь 3 = {1}. Элемент 1 действует тождественно 
в G/P и вР. Поэтому при любом #ЕС из goy=gh 
следует #01” = сй". Так как h”=e, то |"==е, так что 
порядок 1 не превосходит п и порядок с ограничен чис- 
лом п.п|. 

2.4. Пусть (G, Г) — групповая пара и пусть G— ло- 
кально конечная р-группа, а Г относительно локально 
конечна. Группа Г тогда и только тогда квазистабильна, 
когда она является относительной р-группой. 

Если Г квазистабильна, то, как мы уже знаем, 
каждый элемент из Г является почти р-элементом. Дока- 
жем обратное. 

Пусть (Н, У) — подпара с конечным числом образую- 
щих в (G, Г). 

Тогда Kak Н, так и 3/,;— конечные группы, где 
3 — ядро представления S относительно Н. Кроме того, 


*) Тот факт, что множество всех почти п-элементов есть под- 
группа, можно вывести также из соответствующего свойства ло- 
кально относительно нильпотентных групп, если еще учесть ос- 
новную теорему следующего пункта. Однако здесь содержится 
более точное утверждение. 
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3/3 — р-группа. Но тогда естественно возникающее здесь 
полупрямое произведение H на У/3 -— конечная р-группа. 
Такая группа нильпотентна. Отсюда вытекает, что 
> нильпотентна относительно Н. Этим теорема доказана. 

Из нее, в частности, вытекает, что если Г —- локально 
конечная группа автоморфизмов локально конечной 
р-группы С, то Г тогда и только тогда квазистабильна, 
когда она является р-группой. 

Здесь мы имеем пример того, как абстрактное свой- 
ство группы автоморфизмов влечет определенное ее внеш- 
нее свойство. 

Из результатов настоящего пункта мы получаем еще 
следующую картину приведения квазистабильных груп- 
повых пар. 

Пусть (4, Г) — квазистабильная групповая пара, 
В (Ц) — радикал в а, Н — периодическая часть R(G) и 
Н= ПН, — представление Я в виде прямого произведе- 
ния силовских р-подгрупп по разным простым р. Обо- 
значим через 3 Г-централизатор ряда ECHCR(G)CG, 
и пусть Г, и Г, — проекции Г относительно Ни R(G)/H 
соответственно. Тогда Г, — чистая и Г, — относительно 
периодическая группы автоморфизмов, $ — метабелева 
группа и Г/ изоморфна подпрямому произведению Г, 
и Г.. Ироме того, группа Г, изоморфна полному прямому 
произведению относительных р-групп автоморфизмов. 


3. Существование центральной системы у квазистабиль- 
ной группы автоморфизмов. Как уже отмечалось, если 
пара (G, Г) квазифинитно стабильна, то она одновре- 
менно локально относительно нильпотентна, и следова- 
тельно, в случае точного действия, группа Г обладает 
центральной системой. Сейчас будет показано, что и для 
квазистабильных пар это тоже верно. 

3.1. Квазистабильная группа автоморфизмов произ- 
вольной группы обладает центральной системой. 

Эта теорема была доказана в работе Плоткина [17]. Со- 
храняя методы указанной работы, мы докажем несколько 
больше, имея также в виду новую работу Ф. Холла— 
Хартли [1]. 

Понятно, что для доказательства теоремы 3.1 доста- 
точно установить, что каждая квазистабильная пара 
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является локально относительно нильпотентной. С дру- 
гой стороны, чтобы доказать этот последний факт, до- 
статочно ограничиться случаем точной конечно поро- 
якденной пары. 

Итак, пусть (а, Г) — точная конечно порожденная 
‹вазистабильная пара. Такая пара стабильна, а группы 
Си Г обладают конечными системами образующих. По- 
кажем, что Г— нильпотентная группа. Этим теорема 
будет доказана. 

Так как С — счётная группа, то в ней имеется ста- 
бильный ряд вида 


р С а CGC save =. 


где все С(, — нильпотентные группы с конечным числом 
образующих. Допустим теперь, что а, а.,.... а и з,, 
с,,..., 9; — системы образующих соответственно в С и Г. 
В указанном сейчас ряде найдется некоторый член G,, 
содержащий все [a,, o,], 1==1,...,К; ]=1,...,[. Так 
как С, — Г-допустимая подгруппа, то при этом очевидно 
также, что в а, содержатся и все коммутаторы [а,, $] 
по всем с из Г. Обозначим, далее, G,—H, и пусть 
х— Г-централизатор этой подгруппы. Так как Г дей- 
ствует в Н финитно стабильно, то Г/У — нильпотентная 
группа. Нужно еще показать, что в У имеется централь- 
ный в Г ряд. 

Tak как Н нильпотентна, то в этой подгруппе имеется 
такой конечный Г-стабильный ряд, который является 
одновременно центральным рядом. Пусть ряд 


о ее Ри А: а: — 


обладает указанным свойством. 
Дальше для каждого образующего элемента а; поло- 
жим: 


Г, (a;) = br (a,/H,) a a, $ = п. 


Здесь мы воспользовались следующим обозначением: 
если Р — подгруппа BG и Х — подмножество, то X/F — со- 
вокупность смежных классов вида gr, g@X; если еще 
Г — Г-допустима, то можно говорить о действии Г в мно- 
жестве G/F, и при этом 3,(X/F) обозначает соответ- 
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ствующий Г-централизатор. Другими словами, 3, (X/F) — 


это совокупность всех OSGI таких, что [g, с] @Ё при 
любом g@X. В нашем случае Х состоит из одного эле- 
мента а,. Ясно, что при $ <5, выполняется Г, (а;) С 
С Г., (а;) и что Г. (а;,) совпадает с пересечением Г-цен- 
трализатора элемента a, и подгруппы У. Hpome того, 
так как при любомсб\ [а,, <] Е Н=Н,, то Г, (а) = 
Таким образом, мы приходим к ряду подгрупп 


Гаске (@)с..-. СТ (ас... СГ, (а) =>. 


Дословно повторяя выкладки леммы 1.2.2 и учиты- 
вая еще, что ряд [H,] является центральным рядом, 
можно проверить, что для любого с ЕГ, (а,), sn, и 
любого 1 ЕГ коммутатор [s, 1] принадлежит Г, (а,), так 
что построенный ряд является центральным в Г рядом. 
Отсюда следует, что Г/Г. (а;) является нильпотентной 
группой. Учитывая дальше, что пересечение всех Г. (а,) 
по всем элементам а;, 1—1, 2,...,Ё, совпадает с еди- 
ницей в Г, мы теперь можем заключить, что и 
LS PNY, (а (а;) является нильпотентной группой, что и 


требовалось. 

Из теоремы 3.1, в частности, следует, что локально 
конечная квазистабильная группа автоморфизмов про- 
извольной группы локально нильпотентна. 

Дальше мы отдельно рассмотрим еще случай произ- 
вольной точной стабильной пары. 

Пусть (а, Г) — такая пара и пусть ряд 


E=G,CG,C...CG,CG Сс... са, = 


является Г-стабильным рядом BG. Обозначим: Г, =, (G,). 


Легко видеть, что все Г, составляют в Г убывающий 
инвариантный ряд, и этот ряд является разрешимым 
рядом. Обозначим еще Г —=Г/Т.,, и будем рассматривать 
эту группу как группу автоморфизмов группы G,,,. Кроме 
того, пусть х=Р/ГиС Г. 
Возьмем дальше .в G_,, произвольный элемент g, и 

пусть Г. (8) = (g/G,)NS, В<а. Нетрудно понять, что 
при = мы получим возрастающий ряд: 


еее Г 
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где на предельных местах стоят объединения предыду- 
ших членов. Как и в лемме 1.2.2, устанавливаем, что 
этот ряд является центральным в Г рядом. Используя 
теперь тот факт, что пересечение всех Г.(2) по всем 
(С... есть единица, мы можем отметить, что в У имеется 
убывающий инвариантный ряд Y= >D>,D...- >>, =Е 
такой, что в каждом факторе этого ряда имеется воз- 
растающий, центральный в Г ряд. Применяя сказанное 
к каждому 4< 7, мы докажем, что в группе Г имеется 
центральная система следующего специального вида. 
Часть членов этой системы составляет убывающий инва- 
риантный разрешимый ряд в Г, а в скачках этого ряда 
располагаются члены, составляющие возрастающие ряды, 
центральные относительно Г. 


А. Одно уточнение для групп без кручения. Здесь мы 
докажем следующую теорему: 

4.1. Если Г — квазистабильная группа автоморфизмов 
группы без кручения G, то в Г имеется центральная 
система, все факторы которой — группы без кручения. 

Из условия теоремы вытекает, что Г — группа без 
кручения. Следовательно, центральная система в Г тогда 
и только тогда обладает нужным свойством, когда все 
ее члены — изолированные подгруппы. 

Рассмотрим дальше случай точной стабильной груп- 
повой пары (G, Г) с группой С без кручения и такой, 
что в С имеется стабильный относительно Г ряд вида 


ВЕС CG) ССС Е ЦОН (G) CG. 


В силу теоремы 1.4, можно считать, что все члены 
этого ряда (кроме С) изолированы в радикале В (Ц). 
Будем показывать, что Г обладает изолированной 
центральной системой. 

каждом члене G, данного ряда Г индуцирует ниль- 
потентную группу автоморфизмов без кручения. Такая 
группа обладает, конечно, изолированной центральной 
системой. Но тогда и в В (С) Г индуцирует группу ав- 
томорфизмов, обладающую изолированной центральной 
системой. Таким образом, если хУ— Г-централизатор 
подгруппы А (С), то фактор-группа Г/У обладает изоли- 
рованной центральной системой. Дальше, как и в преды- 
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дущем пункте для каждого g@G и для всех п поло- 
жим Г, (2) =3,(g/G,) 1S. Мы сможем утверждать, оче- 
видно, что в Г имеется изолированная центральная 
система, если будет показано, что все Г, (5) — изолиро- 
ванные подгруппы. 

Пусть <@Г и пусть с" Е Г, (2). Согласно п. 3.1 S— 
изолированная в Г подгруппа, и поэтому co@ 3S. Но тогда 
goo=gh, ВЕВ(С() и рос" — вй". Из с" Е Г, (g) следует, 
что #"ЕС,. В силу изолированности а, в R(G) полу- 
чаем РЕС,. Ho это значит, что с @Г, (2), т. е. Г, (8) — 
изолированная в Г подгруппа. Рассматриваемый част- 
ный случай разобран. 

Переходим к общему случаю. Пусть (G, Г) — точная 
квазистабильная пара с группой G без кручения. Co- 
гласно 1.0 в (Ц, Г) имеется локальная система под- 
пар (G,, Г.), таких, что Г, — изолированная подгруппа 
в Гив С, имеется стабильный относительно Г, ряд co 
свойствами, отмеченными при рассмотрении специаль- 
ного частного случая. Поэтому если У,— ядро пред- 
ставления Г, относительно G,, то фактор-группа Г./У, 
обладает центральной системой с факторами без круче- 
ния. Отсюда заключаем, что и в Г, имеется изолиро- 
ванная Центральная система. Так как все Г, изоли- 
рованы в Г, то и все члены их изолированных цен- 
тральных систем также изолированы в Г. 

Как известно (А. Г. Rypom [3]), исходя из членов 
центральных систем в локальных подгруппах Г., можно 
построить центральную систему всей группы Г, причем 
в Таком построении используются лишь теоретико-мно- 
жественные операции. Такие операции над изолирован- 
ными подгруппами снова приводят к изолированным 
подгруппам. Таким образом, в Г имеется изолированная 
центральная система, что и доказывает теорему. 

Нетрудно заметить, что доказательство теоремы про- 
ходит и при более слабом условии — достаточно предпо- 
лагать, что группой без кручения является радикал В (С) 
или даже коммутант [G, Г]. 

В качестве следствия теоремы отметим следующее 
предложение: 

Если квазистабильная группа автоморфизмов группы 
без кручения удовлетворяет условию минимальности для 
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изолированных нормальных делителей, то такая группа 
обладает возрастающим центральным рядом. 


5. Примеры. Следующий простой пример показывает, 
что стабильная группа автоморфизмов может не быть 
локально нильпотентной. 

В качестве группы Г возьмем свободную группу. 
Пусть Г” — члены нижнего центрального ряда в Г. Ис- 
ходя из внутренних автоморфизмов, определим действие Г 
в каждой фактор-группе Г/Т”. Пусть @ — прямое произ- 
ведение групп Г/Т”. Зададим представление группы Г 
автоморфизмами группы С, исходя из действия Г в каж- 
дом множителе, — такое представление, как мы знаем, 
называется прямым произведением представлений Г от- 
носительно всех Г/Г”. Ясно, что при этом получится 
точное представление и Г действует в С как стабиль- 
ная группа. Вместе с тем Г не локально нильпотентна. 

Приведем теперь пример, показывающий, что слабо 
стабильная группа автоморфизмов может не обладать 
центральной системой (даже при абелевой области дей- 
ствия). 

Пусть A,, A,,..., A,,... и А, — счетный набор ад- 
дитивных групп рациональных чисел и пусть G— пря- 
мая сумма всех этих групп. Фиксируем в каждом A,, 


i=0, 1, 2,... по элементу е;. Тогда каждый элемент 
g@G однозначно представим в виде g=Dda,e,, где а, — 
рациональные числа. ь 


Определим отображения ф и с группы С в @ по фор- 
мулам: 
Coy ОФ == Copa TF Con -Ё Contry 
Coy, OP == Con - Const 
Cy OP = &q 
gO 9= Ba, (е; 0 $), 


er 
Copy OF = Cy oh 0 


€y OF — 6, 
By OF= Be, (е; 09). 
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Группу С можно рассматривать как векторное про- 
странство с базисом е,, е.,...,е,..., 6, и в этом ба- 
зисе ф и с представимы бесконечными треугольными 
матрицами с единицами на главной диагонали. Легко 
проверяется, что отображения g>gOo и &-> вос яв- 
ляются взаимно однозначными отображениями на все G, 
и, следовательно, эти отображения — автоморфизмы. 

Проверим дальше, что имеет место соотношение 


COO 01 == 6) 


Для этого достаточно воспользоваться следующими 
выкладками: 


Cont O PIP т" == (ед + Cop ен) O SPT? = 
1 


1 1 sat 
= (вые ema t (35+ get ak Ga 


1 1 Е 1 
= (es +=) та i) Oo = Cyt о 


Co, О papa! — (e,, a tai) OSe — 


1 1 ИЕ 
— (ель + anes (ЕН OF ie ag 


1 ПРА Е 1 
= (+=) ке Oo" = Cy, AU pg 0 an 
€) © gap 1571 —е Ос. 


Пусть теперь через Ф обозначена подгруппа в группе 
всех автоморфизмов группы G, порожденная элементами ф 
и с. Из соотношения oop 'c1—o вытекает, что группа Ф 
не может быть 7/-группой. Вместе с тем Ф — слабо ста- 
бильная группа автоморфизмов группы G. Действительно, 
пусть С; — подгруппа в С, порожденная всеми А. с Ё >i 
и A), и пусть С, — пересечение всех G, Ясно, что это 
пересечение совпадает с A). При этом убывающий ряд 


а 2G, Ds GZ ЭВ 


является, очевидно, стабильным относительно Ф рядом. 
Отметим далее, что в работе Холла—Хартли [1], со- 
держащей много интересных результатов о слабой ста- 
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бильности, показывается, что вообще каждая группа 
допускает некоторое точное слабо стабильное представ- 
ление с убывающим стабильным рядом, и здесь же по- 
дробно рассматриваются случаи, когда возможны такие 
представления с абелевой областью действия. 

Приведем еще несколько замечаний по поводу слабо 
стабильного случая. 

Пусть задана точная групповая пара (G, Г) и пусть 
в С имеется некоторая стабильная относительно Г нор- 
мальная система: 


Pa GC ase Ge C С ав ва С. = С. 


Возьмем в С произвольный элемент g и положим Г. (5) = 
= 3r(g/G,). Легко проверяется, что подгруппы Г, (=) co- 
ставляют нормальную систему в Г, возможно с повто- 
рениями, минимальный член которой совпадает, вообще, 
не с единицей, а с Г-централизатором элемента 2. Опи- 
раясь на обобщенную лемму Грюна, можно также за- 
метить, что каждый фактор этой системы изоморфен не- 
которой подгруппе соответствующего фактора стабиль- 
ной системы [G,]. Используя эти соображения, а также 
тот факт, что пересечение всех Г. (5) есть единица в Г, 
можно, например, заключить, что, если система [G,] 
является разрешимой системой, то и в Г имеется раз- 
решимая нормальная система. 

Докажем теперь следующую теорему (Ф. Холл— 
Б. Хартли [1]). 

5.1. Пусть задана точная групповая пара (G, Г) и 
пусть в а имеется инвариантная стабильная относи- 
тельно Г система. Тогда группа Г обладает разрешимой 
нормальной системой. 

Согласно 1.4.2 в рассматриваемом случае во взаим- 
ном коммутанте [G, Г] имеется центральная система, 
стабильная относительно Г. Пусть теперь # — произ- 
вольный элемент BG. Подгруппа Н = {[а, Г], g}, оче- 
видно, Г-допустима и обладает разрешимой стабильной 
относительно Г нормальной системой. Но тогда и 
в I'/3r(H) имеется разрешимая нормальная система. 

стается заметить, что пересечение всех зг (Н) есть 
единица в Г. 
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$ 4. ДОСТАТОЧНЫЕ ПРИЗНАКИ СТАБИЛЬНОСТИ 


1. Коммутант и стабильность. Мы уже знаем, что в тео- 
рии стабильных и квазистабильных пар особую роль 
играет случай, когда группа С локально нильпотентна 
и, в частности, нильпотентна. Для этого последнего 
случая мы сейчас и приведем достаточные условия ста- 
бильности и квазистабильности действующей группы. 

Часто бывает так, что некоторые свойства действия 
действующей группы Г относительно группы С опреде- 
ляются действием Г на некоторой подгруппе или фак- 
тор-группе группы С. Примером такого рода служит 
следующая теорема: 

1.1. Если (а, Г) — групповая пара с нильпотентной 
группой G, то группа Г тогда и только тогда финитно 
стабильна, когда она финитно стабильна относительно 
фактор-группы G/G' (здесь С’ — коммутант группы С). 

Для доказательства теоремы нам понадобятся две 
леммы. Первая из них — это лемма 3.3 из первого па- 
раграфа этой главы. Напомним ее. 

Пусть (а, Г) —групповая пара, ХУ и Ф — подгруппы 
в Г, причем Х инвариантна относительно Ф. Пусть еще 
Н — Г-допустимая инвариантная подгруппа в С такая, 
что хи Ф действуют тождественно в G/H, а У— еще 
ив H. Тогда для любого п справедлива формула 


[G, [3, Ф; nJ]J=[[G, У], ®; п]. 


Из этой формулы, в частности, видно, что если при 
некотором п будет [S, Ф; п] =Е, то [[G, У], Ф; п]= Е, 
т. е. Ф нильпотентна относительно [G, У]. 

В следующей лемме приводится обобщение приве- 
денного факта для случая, когда Н — центральная под- 
группа в С. 

1.2. Если в условиях отмеченной леммы Н — цен- 
тральная подгруппа в Ца, и Ф действует в G/H финитно 
стабильно, то из того, что при некотором п выпол- 
няется [S, Ф; п] = Е, следует, что Ф финитно ста- 
бильна относительно [G, У]. 

Пусть нормальный ряд 


H=G,CG,c...CcCG,,CG,C...cG,, CG, =G 
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является стабильным относительно Ф рядом. Так как 
все G, содержат подгруппу Н, то все они У-допустимы. 
Обозначим H,=-[G,, У]. Мы получим ряд 


E=-H,CH,c...C4H,.,CH,c...CH,.,CH,=I[G, У], 


все члены которого являются Ф-допустимыми нормаль- 
ными делителями группы С (так как все они в центре). 
Покажем, что этот ряд можно уплотнить до конечного 
стабильного относительно Ф ряда. 

Беря в упоминавшейся лемме в качестве С под- 
группу G,, мы видим, что Ф нильпотентна (финитно 
стабильна) относительно H,. Докажем теперь, что 
Ф нильпотентна относительно произвольного фактора 
Н‚/Н;-1. Этим лемма будет доказана. 

Введем обозначения: 


С — G,/H,_; H —= СН, 


и рассмотрим групповую пару (G, Ф). Ясно, что & дей- 
ствует тождественно в Я и G/H, а Ф—в С. Как и 
раньше, мы можем заключить, что (IG, >], Ф; п|=Ё 
т. е. Ф нильпотентна относительно [G, У]. Но, очевидно, 
(G, >| =[4., S]/A,-,. Отсюда мы получаем, что Ф ниль- 
потентна относительно H,/H,_,. 

Переходим к доказательству теоремы. Применим ин- 
дукцию по длине $ нижнего центрального ряда группы С. 
Для $==1 теорема тривиальна. 

Пусть она уже доказана для всех S<_k и пусть ряд 


@ =6' 56° 5..::56`56”'56"=Е (x) 


является нижним Центральным рядом группы С с дли- 
ной k. Пусть группа Г нильпотентна относительно С/С". 
В силу предположения индукции, можно считать, что 
Г нильпотентна относительно фактор-группы G/GE, 
Обозначим: 


(1-2 = G, Gr — Hf. 


Н — центральная nogrpynna в ©. Пусть, далее, 3 — 
группа внутренних автоморфизмов группы G, Г— про- 
екция Г относительно G, и %[— группа всех автомор- 
физмов группы С. 


476 СТАБИЛЬНОСТЬ И НИЛЬПОТЕНТНОСТЬ [ГЛ. VII 


Так как С"? — характеристическая подгруппа в С, 
то имеет смысл групповая пара (©, 2). Очевидно, что 
S действует тождественно вНи @/H, Г нильпотентна от- 
носительно G/H, что [G, У] = [©®, С] и что У инвариантна 
относительно Г. 

Используя, далее, изоморфизм между парами (G/Z, Г) 
и внутренней парой (»х, Г) и учитывая, что Г нильпо- 
тентна относительно G/Z, можно утверждать, что при 
некотором п выполняется [S, Г; п] = А. 

Теперь из леммы 1.2 сразу получим, что Г ниль- 
потентна относительно [G, S]—G*", что и доказывает 
теорему. 

Из доказанной теоремы непосредственно вытекает 
следующая теорема Ф. Холла [2]: 

Если в группе @ имеется нильпотентный нормаль- 
ный делитель G такой, что G/G' — нильпотентная группа, 
то и © — нильпотентная группа. 

В действительности теорема 1.1 была получена 
в порядке обобщения этой теоремы. 


2. Коммутант и квазистабильность. Здесь мы сохраняем 
обозначения предыдущего пункта. 

2.1. Пусть Н — центральная подгруппа в G, Ф 
имеет конечное число образующих и в УХ имеется локалъ- 
ная система из инвариантных относительно Ф подгрупп У,, 
для каждой из которых найдется п, = п(»,)) такое, что 
[х, Ф; п] =. Тогда если Ф квазифинитно стабильна 
относительно G/H, то Ф квазифинитно стабильна и 
относительно [G, У]. 

Подгруппы вида [G, &,] составляют локальную си- 
стему в [G, S] и все они Ф-допустимы. Поэтому доста- 
точно показать, что Ф квазифинитно стабильна относи- 
тельно каждой из этих подгрупп. 

Так как Ф имеет конечное число образующих, то 
в G/H имеется локальная система из Ф-допустимых 
подгрупп G,/H, относительно каждой из которых Ф 
финитно стабильна. Беря теперь в лемме 1.2 в качестве 4 
подгруппу Св, а в качестве х—У,, мы получим, что Ф 
финитно стабильна относительно [С >). Tak как под- 
группы (Gg, Х,] по всем В составляют, очевидно, локаль- 
ную систему в [G, У.|, то утверждение доказано. 
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Докажем теперь следующую теорему: 

2.2. Конечное множество М действующей группы Г 
нильпотентной группы G тогда и только тогда является 
нильмножеством относительно G, когда оно есть ниль- 
множество относительно фактор-группы С/С’. 

Будем считать, что теорема доказана для всех 
нильпотентных групп класса $< А, и допустим, что 
< — нильпотентная группа, нижний центральный ряд 
которой (*) имеет длину Ё. Пусть М — конечное мно- 
жество автоморфизмов группы G, являющееся нильмно- 
жеством относительно G/G’; М — нильмножество также 
и относительно G/G*-'. Обозначим через © группу авто- 
морфизмов группы С, порожденную множеством М. Так 
как С — нильпотентная группа, то из нильсвойства М 
относительно G/G*-! следует, что Ф квазифинитно ста- 
бильна относительно G/G*. Это значит, что в G/G* 
имеется локальная система из Ф-допустимых подгрупп 
С/С“, относительно каждой из которых Ф действует 
как финитно стабильная группа — для каждой С, най- 
дется такое п,—=п (4), что [G,, Ф; п] принадлежит 
центру группы С. В дальнейшем мы воспользуемся 
теми же обозначениями, что и при доказательстве 
леммы 2.1. Обозначим еще через S, подгруппу в S=—=G, 
соответствующую G,. Ясно, что Х, инвариантна OTHO- 
сительно Ф, и для n,—n(G,) будет [S,, Ф; п]=Е. 
Поэтому условия леммы 2.1 выполняются, так что Ф 
квазифинитно стабильна относительно [®, S]=—G*, 
что и доказывает теорему. 

Одновременно доказана следующая теорема: 

2.3. Пусть а — нильпотентная группа и Г — ее группа 
автомо рфизмов. Г тогда и только тогда локально ниль- 
потентна относительно G, когда она локально нильпо- 
тентна относительно G/G'. 

Из этой теоремы легко вытекает следующий признак 
локально нильпотентной абстрактной группы. 

Если в группе © имеется нильпотентный нормальный 
делитель С такой, что @/G' — локально нильпотентная 
группа, то и © — локально нильпотентная группа. 

2.4. Пусть (С, Г) — групповая пара с нильпотентной 
группой С и пусть У — нормальный делитель в Г такой, 
что Г нильпотентна (локально нильпотентна) относи- 
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тельно G/[G, У] и (во внутренней паре) относительно 
S/S’. Гогда, если У нильпотентна относительно а, то 
и Г нильпотентна (локально нильпотентна) относи- 
тельно G. | 
Рассмотрим только случай внешней локальной ниль- 
потентности. Из того, что У финитно стабильна отно- 
сительно С, следует, что У— нильпотентная группа. 
Но тогда по предыдущей теореме Г локально нильпо- 
тентна относительно У. Ограничиваясь случаем, когда 
Г имеет конечное число образующих, мы видим, что 
в У имеется локальная система из инвариантных отно- 
сительно Г подгрупп У, в каждой из которых Г инду- 
цирует финитно стабильную группу автоморфизмов. 
Пусть вначале С — абелева группа. Обозначив 
[G, S]=G,, ..., [G,, Х|=ОЧ д, ..., получим в а убываю- 
щий ряд У-коммутантов G2G,>...DG,,.DG,.D 
—4,=Е. Этот ряд состоит из Г-допустимых подгрупп 
и является стабильным относительно У. Если ряд имеет 
длину Ё—2, то теорема непосредственно содержится 
в лемме 2.1. Пусть она уже доказана для рядов длины 
<k—1. Тогда Г локально нильпотентна относительно 
С|4,, и, в частности, относительно G,_,/G,_,. Приме-. 
HAA лемму 2.1 к группе G,_., мы получим, что Г ло- 
кально нильпотентна относительно [G,_,, У] =, 1. Сле- 
довательно, Г локально нильпотентна относительно G. 
Рассмотрим теперь случай, когда а — нильпотентная 
группа. Так как Х финитно стабильна относительно G, 
то У финитно стабильна и относительно фактор-группы 
G/G’. Ясно также, что из локальной нильпотентности Г 
относительно G/[G, 5] вытекает локальная нильпотент- 
ность Г относительно фактор-группы G/G’ по ее У-ком- 
мутанту. Отсюда следует, что Г локально нильпотентна 
относительно С/С’. По теореме 2.3 Г локально нильпо- 
тентна относительно (С. 
В связи с рассмотрениями этого пункта отметим 
еще, что было бы интересно исследовать роль под- 
группы Фраттини в аналогичных вопросах. 


3. Роль центра. Выше были рассмотрены случаи, когда 
стабильность Г достаточно проверять на абелевой фак- 
тор-группе G/G’, Сейчас будет рассмотрен случай, когда 
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такую проверку достаточно осуществлять для центра 
группы G. Вначале отметим следующий, почти очевид- 
ный факт для внутренней пары. 

Если © — группа и Н — ее локально нильпотентный 
нормальный делитель, TO во внутренней паре (G, Ф) 
подпара (G, НЙ) квазистабильна. 

Действительно, пусть (А, В) — подпара из (G, A) 
с конечным числом образующих и пусть С — подгруппа 
в @, порожденная A и В. С имеет конечное число 
образующих, и следовательно, в пересечении СПНЫ 
можно построить возрастающий нормальный ряд, начи- 
нающийся с В. 

Дополнив этот ряд подгруппой С, мы получим в С 
стабильный относительно В ряд. Так как В стабильна 
относительно С, то тем более В стабильна относи- 
тельно A, так что в (©, Н) имеется локальная система 
из стабильных подпар. 

Понятно, что если Н — группа с центральным рядом, 
то пара (©, H) стабильна, а если Н нильпотентна, то 
Н нильпотентна также и относительно ©. 

Определим дальше еще одно свойство представления, 
играющее в ряде вопросов важную роль и уже приме- 
нявшееся раньше. 

Представление группы Г относительно группы С 
назовем (-инвариантным, если проекция Г в группе 
всех автоморфизмов группы С инвариантна относительно 
внутренних автоморфизмов. 

Имеет место следующая теорема: 

3.1. Если представление Г относительно G является 
С-инвариантным и Г — локально нильпотентная группа, 
то для квазистабильности пары (@,Г) достаточно, 
чтобы группа Г была квазистабильной относительно 
центра Z группы G. 

Пусть условия теоремы. удовлетворены. Покажем 
вначале, что пара ((/2, Г) является квазистабильной. 
Для этого достаточно установить, что квазистабильна 
пара (G/Z,T), где Г— проекция Г относительно С. 

бозначим через J группу внутренних автоморфизмов 
группы С и рассмотрим в группе всех автоморфизмов 
группы С внутреннюю подпару (Г, Г). Так как Г ин- 
вариантна относительно J, то, в силу предыдущих 
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замечаний, пара (Г, Г) квазистабильна. Имея в виду, что 
между парами (С/7, Г) и (Г, Г) имеется изоморфизм, мы 
теперь заключаем, что и (G/Z, Г) — квазистабильная 
пара. Но тогда квазистабильна и пара (G/Z, Г). 

Если теперь Г квазистабильна относительно центра 2, 
то, в силу теоремы 7.2.2.7, Г квазистабильна и отно- 
сительно G. 

Если, в частности, группа С является группой без 
центра, то для Д-инвариантного представления внутрен- 
няя локальная нильпотентность Г влечет ее внешнюю 
локальную нильпотентность. 

В заключение пункта с помощью теоремы 2.3 дока- 
жем еще следующую теорему (обобщение теоремы 7.2.1.1): 

3.2. Пусть (а, Г) — групповая пара с локально нилъ- 
потентной группой а, и допустим, что в С имеется 
система об разующих Х такая, что для любого XE Х и AW- 
6020 конечного подмножества У С Г найдется п = п (х, У), 
при котором все коммутаторы [Z, 1, 5» ..., 5,], 5; ВУ, 
обратятся в единицу. Тогда Г — квазистабильная группа. 

Возьмем в Х некоторое конечное подмножество Xo, 
в Г— конечное подмножество У, и пусть (Н, У) — под- 
пара, порожденная этими подмножествами. Легко видеть, 
что ввиду условий Н имеет конечное число образующих 
и, следовательно, нильпотентна. Рассмотрим пару 
(H7/H', >). Ясно, что в H/H’ имеется система образующих 
типа Х относительно У (это — смежные классы 7H", 
ТЕХ, и классы [%,5,,5,, ..., 9,| Н', с, @ У). Согласно 
п. 2.1 можно утверждать, что группа S стабильна 
относительно H/H'. По теореме 2.3 теперь заключаем, 
что ХУ стабильна и относительно Н. Так как подпары 
вида (Н, Х) составляют локальную систему в (4, Г), то 
доказано, что (Са, Г) — квазистабильная пара. 


$ 5. РАДИКАЛЫ СТАБИЛЬНОГО ТИПА 
В ГРУППОВЫХ ПАРАХ 


1. Радикалы действующей группы. Все эти радикалы 
уже рассматривались в третьей главе в связи с пред- 
ставлениями групп относительно общих ®-групп. Здесь 
мы сделаем дополнительные замечания применительно 
к тому случаю, когда областью действия служит группа. 
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В п. 3.3.3. приводились два случая существования 
квазистабильного радикала действующей группы. Если 
иметь дело с групповыми парами, соответствующие 
предположения могут быть ослаблены, а именно, теперь 
уже не нужно предполагать, чтобы область действия 
С была локально нетеровой. Имеет место следующая 
теорема: 

1.1. Пусть (а, Г) — групповая пара и пусть выпол- 
нено одно из следующих условий: а) группа Г локально 
нетерова, 6) пара (а, Г) локально ограничена. Тогда в Г 
существует В-радикам. 

Для доказательства возьмем в С радикал R(G), и 
пусть A и В — квазистабильные относительно С нор- 
мальные делители в Г. Так как А (С) — локально нете- 
рова группа, то из 3.3.3 следует, что произведение АВ 
квазистабильно относительно В (С). Кроме того, А и В, 
а вместе с ними и АВ, действуют тождественно 
в G/R(G). Согласно теореме 2.2.7 теперь заключаем, 
что АВ — квазистабильная группа. Отсюда следуе*, что 
в Г имеется В-радикал. 

Отметим теперь следующую лемму: 

1.2. Если (а, Г) — групповая пара, и Аи B—noo- 
группы в Г, составляющие локально ограниченную вну- 
треннюю пару, то из того, что каждая из этих под- 
групп квазистабильна, следует, что и произведение АБ — 
квазистабильная группа. 

Для доказательства этой леммы достаточно ограни- 
читься, как и в предыдущей теореме, случаем локально 
нильпотентной группы С, а для этого случая доказа- 
тельство совпадает с соответствующими рассуждениями 
‘из доказательства теоремы 5.3.1.2. 

С помощью этой леммы легко доказывается следую- 
щее предложение: 

1.3. Если С — группа, В (<) — ее радикал и В — группа 
внутренних автоморфизмов, индуцируемых в С радика- 
лом, то для любой квазистабильной группы автоморфиз- 
мов Г группы G группа RY также квазистабильна. 

Действительно, А является, очевидно, квазистабиль- 
ной группой автоморфизмов группы С. C другой сто- 
роны, так как пара (А (С), Г) квазистабильна, а внутрен- 
няя пара (В, Г), взятая в группе всех автоморфизмов 
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группы С, является гомоморфным образом пары (В (С), Г), 
то и пара (А, Г) квазистабильна. Следовательно, пара 
подгрупп (В, Г) является локально ограниченной парой. 
Остается сослаться на лемму 1.2. 

Из отмеченного предложения в свою очередь выте- 
кает, что если групповая пара (G, Г) квазистабильна, 
то в радикале В (С) имеется стабильная относительно Г 
центральная система. _ 

В самом деле, пусть Г — проекция Г относительно G. 
Так как группа АВГ квазистабильна относительно В (С), 
то по теореме 1.3 в R(G) имеется стабильная относи- 
тельно АГ нормальная система. Такая система и обла- 
дает нужным свойством. 

1.4. Пусть для любой подгруппы с конечным числом 
образующих Г.С Г в радикале R(G) имеется локальная 
система из Г-допустимых подгрупп конечного ранга. 
Гогда произведение всех квазистабильных нормальных 
делителей из Г также является ивазистабильным нор- 
мальйым делителем. 

Достаточно рассмотреть случай двух сомножителей. 
При этом мы докажем больше: если Хи © — две квази- 
стабильные подгруппы и одна из них, например У, — 
нормальный делитель в Г, то произведение УФ — также 
квазистабильная подгруппа. 

В группе УФ имеется, очевидно, локальная система 
из подгрупп © конёчным числом образующих вида 

w= >,8,, где S=F,NS и Ф,=Г, ПФ. Пусть теперь 
Н — Г -допустимая подгруппа конечного ранга в А (С). 
В силу теоремы 1.2.1 из следующей главы, подгруппы 
х и Ф стабильны относительно Н. Ироме того, мы 
знаем, что в Н имеется возрастающий разрешимый ряд 
из характеристических подгрупп, так что произведение 
Г, = ХФ, стабильно относительно Н. Так как подгруппы 
типа Н составляют в R(G) локальную систему, то до- 
казано, что группа Г, квазистабильна относительно В (С). 
По теореме 2.2.7 Г, квазистабильна и относительно G. 
Этим доказано, что группа УФ квазистабильна относи- 
тельно G. 

Заметим, что условие теоремы 1.4 заведомо выпол- 
нено, если представление Г относительно В (4) явля- 
ется локально ограниченным. 
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Действительно, в этом случае для любой под- 
группы Г, из Г с конечным числом образующих в ра- 
дикале А (С) имеется локальная система из Г.-допу- 
стимых подгрупп с конечным числом образующих. Все 
такие подгруппы, будучи нильпотентными, имеют ко- 
нечный ранг. 

Отметим далее, что в работе В. Г. Виляцера [5] 
строится пример, показывающий, что 8-радикал суще- 
ствует не всегда. Конструкция этого примера близка 
к конструкции примера из п. 2.4.5. 

Приведем теперь следующую теорему: 

1.5. Пусть (а, Г)— групповая пара и пусть 
в группе G имеется возрастающий нормальный ряд [G,] 
из Г-допустимых подгрупп, такой, что квазистабильные 
радикалы группы Г относительно всех G,,,/G, сами ква- 
зистабильны. Тогда квазистабильный радикал группы Г 
относительно G также является квазистабильной под- 
группой и совпадает с пересечением всет квазистабиль- 
ных радикалов Г, определяемых парами (G,,,/G,, Г). 

Пусть Г, — квазистабильный радикал в Г, связан- 
ный с парой (G,,,/G,, Г). По условию, пересечение 3 
всех Г, индуцирует в каждом факторе ряда [G,] квази- 
стабильную группу автоморфизмов. По теореме 2.2.7 
3 квазистабильна относительно С, и поэтому имеем 
включение % C Вс (Г). 

Если, с другой стороны, S— некоторый квазиста- 
бильный нормальный делитель в Г, то он индуцирует 
квазистабильную группу автоморфизмов в каждом фак- 
торе ряда [С], и иоэтому, УС. 3. Тем самым мы по- 
лучаем обратное включение Вс (Г) C4, что и доказы- 
вает теорему. 

Следующее предложение относится к случаю ниль- 
потентной области действия. 

1.6. Пусть (G, Г) — групповая пара с нильпотент- 
ной группой G. Тогда имеет место равенство Bg (Г) = 
= Beye (Г). 

ля доказательства этой теоремы достаточно BOC- 
пользоваться теоремой 2.3 из предыдущего параграфа. 
Согласно этой теореме подгруппа ХС Г тогда и толь- 
ко тогда квазистабильна относительно С, когда она 
квазистабильна относительно фактор-группы по ком- 
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мутанту G/G', так что Ве(Г) и Beg (I) порождают- 
ся одними и теми же подгруппами и поэтому сов- 
падают. 


Сейчас мы намерены перейти к локально стабиль- 


ному радикалу, который обозначим через Ве (Г). Вна- 
чале приведем одну лемму, обобщающую рассуждение, 
уже применявшееся в п. 5.2.3. 

1.7. Пусть (G, Г) — групповая пара с областью дей- 
ствия G, являющейся RN*-epynnot, и пусть У —ко- 
нечное ограниченное симметрическое подмножество в Г. 
Тогда в G имеется возрастающий нормальный разреши- 
мый ряд, все члены которого У-допустимы. 

Пусть [A,]— произвольный возрастающий нормаль- 
ный разрешимый ряд BG. Для каждой подгруппы A, 
через В, обозначим пересечение всех подгрупп вида 
A,05,9, .. 3: 9;, ЕТУ. Как и вп.0.2.3, показывается, 


что В, — нормальный делитель в B,,,, и B,,,/B,—abe- 
левы группы. Покажем теперь, что если В предельное, 
то В, есть объединение всех B,, a< В. Пусть ВЕ В, = 
== ПА; 05, 5,, ая +. 

Последнее условие равносильно тому, что элементы 
gO)... 91,51, @ А, при всех с;, ВУ. 

По определению ограниченного множества действую- 
щих элементов подгруппа, порожденная всеми элементами 
GO,... слог", порождается некоторым конечным подмно- 
жеством этого множества. Отсюда следует, что найдется 
число «< В такое, что все рассматриваемые элементы 
принадлежат А. Но тогда g принадлежит В», что и 
требовалось. Ряд, составленный из всех B,, инвариан- 
тен относительно У. 

Докажем теперь следующую теорему: 

1.8. Если (а, Г) — групповая пара, в которой Г — 
квазистабильная группа, такая, что [G, Г] С *(G), 
mo Г локально стабильна. ‘ 

Пусть У— подгруппа с конечным числом образую- 
mux в Г. Так как Г — локально ограниченная группа, 
то по лемме в $*(G) имеется возрастающий нормаль- 
ный разрешимый ряд из У-допустимых подгруип. Теперь 
можно заключить, что множество Х стабильно относи- 
тельно 8*(G). Так как ХХ действует тождественно 


$5] РАДИКАЛЫ СТАБИЛЬНОГО ТИПА В ГРУППОВЫХ ПАРАХ 485 


и в G/8*(G), то ясно, что У — стабильная относитеяьно 
С группа. 

Следствие. Если в групповой паре (G, Г) R(G) 
есть ВМ№*-группа, то всякая квазистабильная подгруппа 
из Г является локально стабильной. 

Теперь мы можем доказать теорему, параллельную 
теореме 1.1: 

1.9. Пусть (4, Г) — групповая пара и пусть выпол- 
нено одно из следующих условий: а) группа Г локально 
нетерова, 6) пара (С, Г) локально ограничена. Тогда 


в Г существует локально стабильный радикал Вс (Г). 

Пусть Хи Фр— два локально стабильных нормаль- 
ных делителя в Г. По теореме 1.1 УФ — квазистабиль- 
ный нормальный делитель. Так как [G, УФ] С 8*(G), 
то согласно 1.8 УФ — локально стабильный нормальный 
делитель, что и требовалось. 

Ясно также, что если (G, а) — внутренняя пара, то 
Вс (G) существует, и этот внешний радикал совпадает 
с внутренним радикалом В* (С). Ироме того, всегда 
имеем [G, 8 (Г)] C В* (С). 

Как мы уже уславливались, всякий возрастающий нор- 
мальный ряд Г-допустимых подгрупп группы С коротко 
называется Г-рядом. Легко проверить, что если Г-ряд 
[Н.] является уплотнением Г-ряда [F,], то Г-централи- 
затор второго ряда принадлежит Г-централизатору 
первого ряда. Отсюда следует, что теоретико-множе- 
ственная сумма всех таких Г-централизаторов является 
(инвариантной) подгруппой в Г. Обозначим эту под- 
группу через с (Г). В случае, когда группа С обла- 
дает композиционными Г-рядами, Г-централизаторы 
всех таких рядов совпадают с 3с (Г). Ясно, что зв (Г) —- 
локально стабильный нормальный делитель в Г: 
ga (Г) C Вс (Г). 

Перейдем теперь к рассмотрению того специального 
случая, когда действующая группа Г является локально 
относительно нильпотентной группой. (В частности, она 
может быть и абстрактно локально нильпотентной 
группой.) 

1.10. Если в групповой паре (G, Г) группа Г локально 
относительно нильпотентна, то совокупность всех 


486 СТАБИЛЬНОСТЬ И НИЛЬПОТЕНТНОСТЬ ГЛ. VIE 


квазистабильных элементов из Г совпадает с В-радикалом 
группы Г. 

Рассмотрим вначале случай, когда группа Г является 
нильпотентной группой автоморфизмов группы G. Обо- 
значим через Ф подгруппу в Г, порожденную всеми 
квазистабильными автоморфизмами группы G, лежащими 
в Г. Пусть еще 6@—=4Ф — подгруппа в голоморфе 
группы G, порожденная Gu Ф. Если с — квазистабиль- 
ный автоморфизм группы С и сЕФ, то, так как Ф — 
нильпотентная группа, в силу теоремы 2.2.7, с — квази- 
стабильный элемент в группе @. Отсюда sER(G). По 
условию, Ф порождается всеми такими с, и следова- 
тельно, ФС В (©). Будучи подгруппой в А (6), группа Ф 
квазистабильна относительно @ и, следовательно, отно- 
сительно G. Это, в частности, означает, что подгруппа Ф 
совпадает с множеством всех квазистабильных автомор- 
физмов, содержащихся в Г. 

Пусть теперь группа Г локально относительно ниль- 
потентна и пусть 5 — (с, в., ..., “,) — конечное число 
квазистабильных элементов в Г. Покажем, что под- 
группа SS, порожденная этим множеством, квазиста- 
бильна. По условию, в группе С имеется локальная 
система из У-допустимых подгрупп С, таких, что каждый 
раз проекция У относительно G, нильпотентна. Пусть 
У,— такая проекция. Так как УХ, порождается квази- 
стабильными автоморфизмами группы G,, то, в силу 
предыдущего, 3, — квазистабильная группа автоморфиз- 
мов группы G,. Отсюда следует, что группа У квазиста- 
бильна относительно С. Система всех подгрупп типа & 
составляет локальную систему в группе Ф, порожденной 
всеми квазистабильными элементами из Г. Поэтому Ф — 
также квазистабильная группа и совпадает, следова- 
тельно, с множеством всех квазистабильных элементов 
группы Г. 

Пусть дальше 1 — произвольный элемент в Г. Так 
как пары (G, Ф) и (Ца, y'Py) изоморфны, то группа 1 Oy 
квазистабильна относительно G. Но тогда y'®yC Ф, 
что и доказывает инвариантность подгруппы Ф-в Г. 

Раньше, п. 3.3, отмечалось, что если группа Г квази- 
стабильна, то она также и локально относительно ниль- 
потентна. Из приведенной теоремы вытекает, что обрат- 
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ное утверждение также справедливо, если дополни- 
тельно допустить, что группа Г порождается квазиста- 
бильными элементами. Таким образом, группа Г тогда 
и только тогда квазистабильна, когда она локально 
относительно нильпотентна и порождается квазиста- 
бильными элементами. 

1.11. Если в групповой паре (С, Г) группа Г локально 
относительно нильпотентна, то радикал Вс (Г) совпадает 
с множеством стабильных элементов из Г. 

Пусть У — указанное множество стабильных элемен- 
тов и Ф—= {У}. По предыдущему, Ф — квазистабильная 
группа, и, кроме того, [G, Ф]| С В* (4), так что Ф — 
локально стабильная группа. Но тогда все элементы 
из Ф стабильны относительно а и У=Ф=Вв (Г). 

Напомним, что аналогичная теорема для 1-радикала 
уже доказывалась. 

Естественно определить теперь следующие два внеш- 
них радикала действующей группы Г. 

Обозначим через А (Г) полный прообраз в Г локально 
нильпотентного радикала проекции Г относительно G. 
Ясно, что А (Г) — локально относительно нильпотентная 
группа. Внешний радикал Ас(Г)— это теперь совокуп- 
ность всех квазистабильных элементов из Г, лежащих 
в А(Г). Согласно предыдущему, Ас (Г) — квазистабильный 
нормальный делитель в Г. Пусть еще Rg (Г) — совокуп- 
ность всех стабильных элементов из Г, принадлежащих 
В (Г). Как мы видели, Ас (Г) — локально стабильный 
нормальный делитель в Г. 

Мы теперь имеем следующие включения: 


1в (Г) C Re (Г) C Be (Г) С Be (Г), 
В (Г) C Re (Г) С Ве (Г). 


В связи с этими соотношениями интересно еще обра- 
тить внимание на следующее обстоятельство. Согласно 
теоремам 1.1 и 1.9, если (G, Г) групповая napa, 
в которой группа Г локально нетерова, или если эта 
пара локально ограничена, то в Г имеются квазиста- 
бильный и локально стабильный радикалы. С другой 
стороны, согласно теоремам 2.4.2.1 и 2.4.6.3 в отме- 
ченных случаях в Г имеется также и локально относи- 
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тельно нильпотентный радикал. Обозначим здесь этот 
радикал через Ас (Г). Ясно, что Ве (Г) и № (Г) принад- 
лежат Юс (Г). Более того, из предложений 1.10 и 1.11 
можно еще заключить, что Вс (Г) есть множество. всех 
квазистабильных элементов из ты принадлежащих Rg (Г), 
а радикал Вс(Г) получается соответственно как MHO- 
жество стабильных элементов. 

Сделаем еще одно замечание по поводу 1-радикала. 

Как мы знаем, для произвольной пары (G, Г) имеет 
место включение [G, 1 (Г)] С 1((), причем внутренний 
радикал Бера 1 (G) совпадает с внешним радикалом Ye (Ц), 
определенным для внутренней пары (4, (С). Hpome того, 
если Г— точная группа автоморфизмов, радикал тв (Г) 
является локально нильпотентной группой. Нам остается 
еще пожелать, чтобы группа 1 (Г) оказывалась всегда 
беровской и мы получили бы здесь включение тв (Г) С 
Ст(Г). Однако это неверно, и соответствующие примеры 
нетрудно построить. 

Допустим далее, что область действия С не имеет 
центра и представление Г относительно G С(-инвариантно. 
Из рассмотрений п. 4.3 легко следует, что в этом случае 
имеет место включение 1 (Г) С 1‹ (Г). Было бы интересно 
исследовать, когда здесь можно ставить знак равенства. 

В заключение этого пункта приведем два замечания 
относительно внешнего радикала Ас (Г). 

Пусть а — группа, Г — ее группа автоморфизмов и 
6 — подгруппа в голоморфе группы С, порожденная С 
и Г. Тогда 


Ве (Г) =В (<) ПГ. 


Очевидно, каждый элемент из В (©) Г] Г индуцирует 
в С квазистабильный автоморфизм, и следовательно, 
R(®) ПГС о (Г. 

Докажем обратное включение. Нужно показать, что 
Вс (Г) C R(G). 

Так как каждый элемент из Вс (Г) индуцирует в А (Ц) 
нильавтоморфизм, то группа Вс (Г). В (Ца) локально ниль- 
потентна. Покажем, ччо эта подгруппа инвариантна 
в @. Инвариантность этой подгруппы относительно 
элементов из Г очевидна. Пусть теперь #6 С и oG Пс (Г). 
Тогда из [g, <] @ А (С) следует инвариантность подгруппы 
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Вс (Г) ж В (а) относительно элементов из С, и следова- 
тельно, эта подгруппа — нормальный делитель в ®. 

Так как Ас (Г). A(G)— локально нильпотентный нор- 
мальный делитель в $, то эта подгруппа, а следова- 
тельно, и Вс(Г) содержатся в РА (6), так что равен- 
ство Rg (Г) = А (©) ПГ доказано. 

Второе замечание относится к случаю @-инвариант- 
ного представления. 

Если представление Г относительно С является 
С-инвариантным и 2 — центр группы С, то имеет место 
формула 

Re (Г) = (Г) П В: (Г). 


Включение Вс (Г) C В (Г) П В,(Г) очевидно, а обрат- 
ное включение непосредственно следует из п. 3 преды- 
дущего параграфа. 


2. Связи с «-радикалом. Сейчас мы покажем, что даже 
самый малый из приведенных в предыдущем пункте 
радикалов, 1-радикал, вообще говоря, не принадлежит 
радикалу представления ag (Г). 

Пусть а — группа Адо — Маклейна (см. п. 0.4.3) — 
локально нильпотентная, даже беровская группа без 
собственных характеристических подгрупп и пусть Н — 
голоморф этой группы. Рассмотрим внутреннюю пару 
(Н, Н). Группа G, рассматриваемая здесь как подгруппа 
в правой группе Н, квазистабильна. С другой стороны, 
между Е и С (в левой Н) нет нетривиальных Н-допу- 
стимых подгрупп, и а — Н-композиционный фактор. Tak 
как а правая не принадлежит централизатору левой С, 
то ясно, что эта правая] G не принадлежит и а, (Н). 


Действующая группа С здесь даже локально финитно 
стабильна. Следовательно, 1н(Н) Ca, (Н). 


В третьей главе приводились достаточные условия, 
при которых В-радикал принадлежит а-радикалу. Для 
групповых пар эти условия могут быть ослаблены ввиду 
тех же соображений, что и при доказательстве тео- 
ремы 0.1.1. Сформулируем относящуюся сюда теорему. 

2.1. Включение Вс (Г) С ос (Г) имеет место в следую- 
щих случаях; 1) представление Г относительно @ является 
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локально ограниченным, 2) все Г-композиционные факторы 
группы G абелевы и группа Г является локально нетеро- 
вой группой, 3) все Г-композиционные факторы, являю- 
щиеся локально нильпотентными группами, имеют ко- 
нечный ранг. 

Пусть © обозначает произвольный Г-композиционный 
фактор группы G, и У— квазистабильный нормальный 
делитель в Г. Чтобы установить требуемое включение, 
нужно показать, что каждый раз подгруппа > действует 
тождественно в @. 

Пусть А (©) — локально нильпотентный радикал BG. 
Так как в @ нет нетривиальных Г-допустимых подгрупп, 
то либо В (©) совпадает с единицей в G, либо R(G)—G. 

первом случае согласно теореме 2.2.1 группа У дей- 
ствует тождественно в ©. Таким образом, остается 
исходить из того, что © — локально нильпотентная 
группа. 

Рассмотрим дальше только третью часть теоремы. 

Так как © имеет конечный ранг, то всякая квази- 
стабильная относительно © группа является стабильной. 
Учитывая еще, что группа © (конечного ранга) обла- 
дает возрастающим центральным рядом и, следовательно, 
абелева, мы получим, что в ® имеется стабильный отно- 
сительно S ряд из Г-допустимых подгрупп. Следова- 
тельно, Х действует в © тождественно. 

Заметим дальше, что если представление Г относи- 
тельно G является локально ограниченным и G — ло- 
кально конечная группа, то радикалы &,(Г) и В, (Г) 


совпадают. 


Из этого замечания, в частности, следует, что если 
обе группы, Ги С, локально конечны, то а, (Г) =В, (Г). 


Напомним еще, что в третьей главе было показано, 
что если группа Г является локально нетеровой груп- 
пой, то радикал 1,(Г) при любой С принадлежит ради- 
калу представления. Некоторые связи между а- и В-ра- 
дикалами при различных предположениях конечности 
будут рассмотрены еще в п. 8.1.6. 

Приведем дальше пример группы автоморфизмов, 
в которой внешний о-радикал не является Й-группой. 
Мы воспользуемся примером из п, 3.0, но только все 


‹5] РАДИКАЛЫ СТАБИЛЬНОГО ТИПА В ГРУППОВЫХ ПАРАХ 491 


A, будем считать теперь группами одного и того же 
простого порядка p-2, и, кроме того, добавим еще 
набор автоморфизмов ф,, i=O, 1, ..., определяемых 
следующим правилом: 


оф, =e, +4, для TIC], 
e,op,=e, для 2] и 1==0. 


Легко видеть, что группа автоморфизмов Ф, поро- 
жденная Г и всеми ф,, имеет ряд (*) (п. 3.5) своим 
стабильным (убывающим) рядом. Ироме того, нетрудно 
показать, что факторами этого ряда исчерпываются все 
Ф-композиционные факторы в С, так что а, (Ф) =Ф, 


и такая группа не является (-группой — ее подгруппа Г, 
как мы знаем, не обладает центральной системой. 

Отметим далее, что в случае некоммутативной области 
действия С наряду с а-радикалом представления полезно 
выделить еще следующий близкий ему радикал ос (Г). 
Если (а, Г) групповая napa, то через «с (Г) мы обо- 
значим пересечение ядер индуцированных представлений 
группы Г относительно таких факторов В/А, в которых 
A и В— Г-допустимые подгруппы в С, и фактор-группа 
В/А не содержит нетривиальных Г-допустимых нормаль- 
ных делителей. Ясно, что всегда имеет место включение 
ас (Г) С ас (Г). Нетрудно показать, что первый пункт 
теоремы 2.1 может быть следующим образом усилен. 

2.2. Если представление группы Г относительно а 
локально ограничено, то имеет место включение Be (Г) C 
С ав (Г). 


3. Радикалы в области действия. В третьей главе, п. 3.6, 
был определен квазистабильный радикал области дей- 
ствия G, являющейся Э-группой. При этом предполага- 
лось, что С — локально нетерова ®-группа. Если G— 
группа (без мультиоператоров), то указанное ограниче- 
ние можно снять. Это можно сделать, опираясь на тео- 
рему 2.2.1. Таким образом, если (G, Г) —- групповая napa, 
то в группе С всегда существует квазистабильный ради- 
кал Вг (С). Рассмотрим сейчас один специальный случай. 

Элемент &@С называется Г-гиперцентральным, если 
для любого конечного множества У из Г найдется такое 
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n=n(g, У), что все коммутаторы вида [8; 9,,95,, ..., в], 
с, СУ, обращаются в единицу группы С. 

3.1. Если в nape (@,Г) проекция Г относительно G 
содержит все внутренние автоморфизмы, то квазиста- 
бильный радикал в С совпадает с множеством, всех Г-ги- 
перцентральных элементов из G. 

Пусть Н — множество всех Г-гиперцентральных эле- 
ментов из G. Покажем, что это множество является 
Г-характеристическим. Нужно показать, что если пара 
(а, Г) содержится в паре (G, Ф) и Г— нормальный де- 
литель в Ф, то для любых $@Ф и ЙЕН элемент hoo 
также принадлежит Н. С помощью элемента 9 зададим 
‚автоморфизм пары (G, Г): каждому g@G сопоставим 
элемент 50$, a сб Г сопоставим ‘so. Мы знаем, что 
такое отображение действительно является автоморфиз- 
мом. Поэтому справедлива формула 


[Bi ба, бал «+25 94,10 9 = [2 ОФ, Ф 'беф,Ф Ong; 2. ., Ф 6]. 


Из этой формулы следует, что hogEH. 

Обозначим через Я подгруппу, порожденную мно- 
жеством Н. Ясно, что H допустима относительно Г и, 
в частности, является нормальным делителем BG. Будем 
доказывать, что пара (Й, Г) является квазистабильной. 

Пусть (А, У) — подпара в (Й, Г) такая, что У имеет 
конечное число образующих и А—= {Хоз}, где Х — 
конечное подмножество в Н. Из того, что каждый эле- 
мент из Х является Г-гиперцентральным, следует, что 
подгруппа А имеет конечное число образующих. Мно- 
жество таких подпар составляет локальную систему 

в (Я, Г). Нужно показать, что Х стабильна относи- 
тельно А. Обозначим через Г и Х образы Ги У в группе 
всех автоморфизмов группы С, через Я — группу внут- 
ренних автоморфизмов и через А — ее подгруппу, соот- 
ветствующую подгруппе А. Положим еще $ —={А, I. 
Так как SCI, то каждый элемент из A является 
°-гиперцентральным. Подгруппа A, очевидно, 9-допу- 
стима. Рассмотрим пару (А, 5). Так как S содержит 
внутренние автоморфизмы группы А, то в А существует 
верхний стабильный относительно S ряд. Пусть В — 
объединение членов такого ряда. Покажем, что В сов- 
падает с A. Допустим, что элемент g из Х He принад- 


$5] РАДИКАЛы СТАБИЛЬНОРО ТИПА В ГРУППОВЫХ ПАРАХ 493 


лежит В. Возьмем в 9 конечную систему образующих У. 
Так как $ — э-гиперцентральный элемент, то существует 
такое nN, что все элементы вида 


[2; бл, Otay эт. 29 3, |, a, СУ, 


обращаются в единицу. Значит, найдется такое первое k, 
что все элементы вида [¥; 9:, °;,..., би, Fi,,,] попадают 
в В. Тогда некоторый элемент а=[8; о;, 5, ..., 9%,] не 
принадлежит В, однако для каждого с 6 5 будет [a, с] 6 В. 
Это означает, что в А/В имеется нетривиальный 5-центр, 
что противоречит определению подгруппы В. Таким 
образом, A—B и пара (A, 5) оказывается стабильной. 
Но тогда и пара (A, У) стабильна, а пара (H, Г) 
квазистабильна. Так как пара (Н, Г) квазистабильна, 
то каждый элемент из Н является Г-гиперцентральным. 
Это для нас означает, что НЯ —=Н, т. 6. Н — нормаль- 
ный делитель в С. Теперь ясно, что Н совпадает с ква- 
зистабильным радикалом в С. Очевидно также, что Н — 
локально нильпотентная группа. 

Если исходить из внутренней пары (С, G), то квази- 
стабильный радикал области действия (С превращается 
в одну из разновидностей гиперцентров (см. в связи 
с этим серию работ Р. Бера [3—5]. 

Нормальный делитель HCG естественно назвать 
внешне локально нильпотентным, если каждый его элемент 
является Г-гиперцентральным элементом. Точно так же, 
как это делалось раньше, можно показать, что подгруппа 
BG, порожденная всеми внешне локально нильпотентными 
нормальными делителями, сама обладает таким свойством. 
Обозначим эту подгруппу через Вг((). Из предыду- 
щей теоремы следует, что в рассмотренном там случае 
8’ —=В. Понятно, что это же равенство выполняется, 
если допустить, что группа С является NR-rpynnon. 

Очевидным образом определяется также локально 
стабильный радикал области действия. 


ГЛАВА ВОСЬМАЯ 


УСЛОВИЯ КОНЕЧНОСТИ В ГРУППОВЫХ ПАРАХ 


$1. СТАБИЛЬНОСТЬ И УСЛОВИЯ КОНЕЧНОСТИ 


1. Ранг группы. Под рангом группы мы везде понимаем 
специальный ранг в смысле А. И. Мальцева [6]. При- 
ведем определение. Группа С называется группой конеч- 
ного ранга r==r(G), если все подгруппы из С с конечным 
числом образующих имеют не более г образующих, при- 
чем г —минимальное число с таким свойством. 

Для абелевых групи без кручения этот ранг совпадает 
с обычным рангом, а для нильпотентных групп без 
кручения ранг группы есть сумма рангов факторов ее 
верхнего центрального ряда. Если группа С имеет конеч- 
ный ранг г, то конечными будут ранги всех ее подгрупп 
(причем, если Н — подгруппа в @, то г(Н) < г(()) 
и фактор-групп (и здесь, если Н — нормальный делитель 
в а, то г (G/H)<r(G)). Если Н — нормальный делитель 
в С, то, кроме того, r(G)<r(H)-+r(G/H). 

В первую очередь нас будет интересовать следующая 
теорема: 

1.1. Если а — локально нильпотентная группа и Н — 
ее нормальный делитель конечного ранга, то внутренняя 
пара (H,G) стабильна. 

Для доказательства теоремы следует воспользоваться 
двумя предложениями Н. Н. Мягковой [1]. Согласно 
первому из них всякая локально конечная р-группа 
конечного ранга есть группа Черникова — конечное рас- 
ширение прямого произведения конечного числа квази- 
циклических групп. Вторым предложением является 
утверждение о том, что всякая локально нильпотентная 
группа без кручения конечного ранга нильпотентна. 
Мы ограничимся доказательством второго утверждения, 
причем докажем следующий более сильный результат 
(А. И. Мальцев [5]): если в локально нильпотентной 
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группе без кручения все абелевы подгруппы имеют конечный 
ранг, то такая группа нильпотентна. 

Пусть группа G удовлетворяет условиям отмеченного 
предложения, но не нильпотентна. В таком случае 
в С имеется бесконечная возрастающая последователь- 
ность нильпотентных подгрупп 


АЕ сс 


со строго возрастающими классами нильпотентности. 
Известно (см., например, А. В. Курош [3]), что изолятор 
каждой нильпотентной подгруппы из G также является 
нильпотентной подгруппой и при переходе к изоляторам 
сохраняется класс нильпотентности. Поэтому мы можем 
считать, что все члены последовательности являются 
изолированными в С подгруппами. Обозначим через 3; 
центр в A,, и пусть В, — изолятор подгруппы, порожден- 
ной всеми О, "4, 2, ..., п. Через В обозначим 
сумму всех В,. В — изолированная абелева подгруппа 
и, следовательно, имеет конечный ранг. Но это означает, 
что при некотором п все 3,, 21, начинают совпадать 
с 3. Таким образом, в объединении А= |] А, имеется 
нетривиальный центр, который обозначим через Z. 
Покажем, что в A/Z все абелевы подгруппы имеют 
конечный ранг. Пусть С/Й — одна из таких подгрупп 
и пусть О — одна из максимальных инвариантных абе- 
левых подгрупп в С. Рассмотрим пару (внутреннюю) 
(р, С), и пусть С — проекция С относительно О. Так 
как пара (D, С) квазистабильна, то согласно теореме 2.6 
из следующего пункта С — группа конечного ранга. 
Кроме того, С совпадает со своим централизатором, 
и поэтому имеем изоморфизм С == С/О, так что С, а значит, 
и C/Z имеют конечный ранг. Теперь можно утверждать, 
что ив 4/0 имеется нетривиальный центр. Tak, по индук- 
ции, устанавливается, что в А имеется бесконечный 
верхний центральный ряд. Если, далее, F — максималь- 
ная абелева инвариантная подгруппа в A, то F совпадает 
со своим централизатором. Hak и выше, теперь уже 
можно заключить, что вся группа А имеет конечный 
ранг и нильпотентна. Но это противоречит предполо- 
жению о характере А. Следовательно, вся группа С 
нильпотентна (и даже имеет конечный ранг). 
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Теперь перейдем к доказательству теоремы 1.1. 

Пусть С — произвольная локально нильпотентная 
группа и пусть в С имеется нормальный делитель Н 
конечного ранга. Через F обозначим периодическую 
часть в H, и пусть ЁР,— силовская р-подгруппа в Р. 
Каждая F, есть группа Черникова. Так как F есть 
прямое произведение всех Ё» то теперь можно утвер- 
ждать, что в Ё имеется возрастающий ряд характери- 
стических подгрупп [F,], каждый фактор которого — 
элементарная абелева группа. Во всех этих факторах 
группа С действует как финитно стабильная группа. 

С другой стороны, так как H/F — нильпотентная 
группа без кручения, то имеется еще ряд характеристи- 
ческих подгрупп 


Ненси с С Н.Н 


с абелевыми факторами конечного ранга. В каждом 
факторе Н,./Н; группа С действует как финитно 
стабильная группа. 

Итак, в Н имеется возрастающий ряд характеристи- 
ческих подгрупп, в каждом факторе которого G действует 
как финитно стабильная группа. Следовательно, вся 
пара (Я, С) является стабильной парой. 

Из доказанной теоремы получаем такое следствие: 

1.2. Если в локально нильпотентной группе имеется 
возрастающий инвариантный ряд с факторами конечных 
рангов, то такая группа обладает возрастающим цен- 
тральным рядом. 

В дальнейшем еще используется данная А. И. Маль- 
цевым классификация условий конечности в разрешимых 
группах. Вначале определим абелевы А;-группы, 
Е м, 9.0, 

А, — абелевы группы, фактор-группы которых по 
периодической части имеют конечный ранг. 

А, — абелевы группы конечного ранга 

А. — группы типа A,, периодическая часть которых 
удовлетворяет условию минимальности. 

А, — группы типа A,, периодическая часть которых 
конечна. 

А; — нетеровы абелевы группы, т.е. абелевы группы 
с конечным числом образующих. 
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В соответствии с этим разрешимые А,-группы — это 
разрешимые группы, обладающие конечным нормальным 
рядом, все факторы которого являются абелевыми 
А‚-группами. При этом легко видеть, что разрешимые 
А.-группы —это разрешимые группы конечного ранга, 
разрешимые А,-группы — это разрешимые группы конеч- 
ного ранга, в которых все периодические подгруппы 
конечны, и разрешимые А;-группы совпадают с поли- 
циклическими группами Гирша. 


2. Конечность ранга области действия. Здесь будет 
предполагаться, что область действия С есть группа 
конечного ранга или обладает некоторым другим свойством 
конечности, связанным с понятием ранга. Начнем 
с теоремы, обобщающей теорему 1.1 из предыдущего 
пункта (точнее, ее следствие). 

2.1. Пусть (G, Г) — групповая пара и пусть в радикале 
В (4) имеется возрастающий ряд из Г-допустимых под- 
групп с факторами конечных рангов. Тогда, если каждый 
элемент из Г является квазистабильным, то вся группа 
Г стабильна. 

Рассмотрим вначале случай, когда сама группа G 
локально нильпотентна и имеет конечный ранг. В таком 
случае, как это было только что показано, G является 
ДА-группой, и вней имеется возрастающий ряд характери- 
стических подгрупп 


E=H,CH,C...CH,=G (+) 


такой, что все его факторы — либо абелевы группы без 
кручения конечного ранга, либо конечные р-группы. 

Как мы знаем, группа Г нильпотентна относительно 
каждого из таких факторов. Но тогда Г стабильна 
относительно (. 

Переходя к общему случаю, допустим, что ряд [G,] 
удовлетворяет условиям теоремы. Тогда группа Г ста- 
бильна относительно каждого фактора Св: /@в- Следова- 
тельно, Г стабильна и относительно радикала. Кроме 
того, в G/R(G) элементы из Г действуют тождественно. 
Поэтому Г стабильна относительно G. 

Приведенную теорему можно также рассматривать 
как один из случаев положительного решения соответ- 
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ствующей проблемы бернсайдовского типа. Правда, здесь 
мы исходим не из внешних нильэлементов, а квазиста- 
бильных элементов. Это одно и то же, если группа G 
является М№В-группой, так что, в частности, для нетеро- 
вых групп указанная проблема решается положительно. 

Как было отмечено, нильпотентная А,-группа — это 
нильпотентная группа конечного ранга с конечной 
периодической частью. В такой группе имеется конечный 
ряд вида (*). Следовательно, если в условиях теоремы 2.1 
радикал R(G) является нильпотентной А.-группой, 
то группа Г нильпотентна относительно С и поэтому 
нильпотентна как абстрактная группа, если пара точная. 

Опираясь на приведенную теорему, непосредственно 
получаем также следующее предложение: 

2.2. Если в локально нильпотентном радикале В (Ц) 
имеется возрастающий, Г-ряд с факторами конечного ранга, 
то By (Г) = (Г) = (Г). 

Приведем теперь несколько замечаний по поводу 
случая, когда группа С является нетеровой группой. 
В этом случае радикал R(G) имеет конечный ранг. 
Следовательно, всякая квазистабильная относительно G 
действующая группа Г должна быть стабильной. Ввиду 
условия максимальности такая группа должна быть даже 
финитно стабильной. Имеет место также следующая 
теорема (Д. М. Смирнов [1]: 

2.3. Стабильная группа автоморфизмов нетеровой 
группы также является нетеровой группой. 

Пусть а — нетерова группа и Г— ее стабильная 
группа автоморфизмов. Все стабильные ряды в С имеют 
конечную длину. Теорему будем доказывать индукцией 
по длине соответствующих стабильных рядов. Для длины, 
равной нулю и единице, теорема тривиальна. Допустим, 
что уже доказано, что в случае, если в С имеется 
стабильный относительно Г ряд длины < п—1, то Г— 
нетерова группа. 

Пусть теперь в С имеется стабильный относительно 
Г ряд 

осо ео 6 GG 


длины п. Пусть Х — Г-централизатор подгруппы G,,.. 
По предположению индукции, фактор-группа Г/У удов- 
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летворяет условию максимальности. Пекажем, что и У 
удовлетворяет условию максимальности. 

Для этого возьмем в С произвольную систему обра- 
зующих £1, Bo +++) В», и пусть Х,— У-централизатор 
элемента g,, kK<m. Пересечение всех », совпадает 
с единицей в У. Согласно обобщенной лемме Грюна 
отображение o->[g,, ‹| является гомоморфизмом » 
в группу G,, с ядром &,, так что L/L, — нетерова 
группа. Но подпрямое произведение конечного числа 
нетеровых групп — также нетерова группа, так что 
группа » нетерова, и теорема доказана. Добавим еще, 
что группа Г нильпотентна. 

Докажем дальше вспомогательные леммы. 

2.4. Пусть а — группа и Г— ее группа автоморфиз- 
мов. Пусть, далее, в G имеется конечный Г-допустимый 
нормальный делитель Н порядка п такой, что Г дей- 
ствует тождественно в G/H. Тогда: 

а) Ёсли группа G имеет конечный ранг г, то Г — ко- 
нечная группа порядка, не большего n™-n!}. 

6) Если Г имеет конечный ранг т, то порядок Г 
конечен и также не превосходит п’. п!. 

Пусть $ — подгруппа в Г из всех элементов, остав- 
ляющих на месте каждый элемент из Н. Порядок Гр 
ограничен числом n!. Пусть теперь С — группа конеч- 
ного ранга г. В С имеется локальная система из под- 
групп G,, содержащих Н и имеющих не более г обра- 
зующих. Все С, 3-допустимы, а их 3-централизаторы 3, 
являются нормальными делителями в зи удовлетворяют 
следующим двум условиям: 

а) для любых }, и 3g найдется $, с условием 3, C 
С. да П дв» 

6) пересечение всех 3, совпадает с единицей группы Г. 

Систему подгрупп с отмеченными двумя свойствами 
мы называем двойственно локальной системой. 

Так как подгруппы 3, составляют двойственно ло- 
кальную систему в 3, то для того, чтобы показать, что 
порядок 3 ограничен числом п”, достаточно показать, 
что порядки всех 3/3, ограничены числом п’. 

Используя обобщенную лемму Грюна, так же как и 
в теореме 2.3, легко показать, что 3/, изоморфна не- 
которой подгруппе прямого произведения г экземпляров 
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группы ЯН, и следовательно, порядок 3/3, не превос- 
ходит п’, а значит, и порядок $ не превосходит п’. 
Отсюда следует, что порядок Г не превосходит п’.п!. 

Пусть теперь Г имеет конечный ранг г. Так как для 
каждого g 6 С отображение с -—> [2, <], с Е 3, является гомо- 
морфизмом 3 в Н и так как пересечение ядер всех таких 
гомоморфизмов совпадает с единицей в 3, то 3 является 
подгруппой полного прямого произведения групп, изо- 
морфных Н. Поэтому все элементы из 3 имеют конеч- 
ные, ограниченные в совокупности порядки, причем эти 
порядки не превосходят число п. 

Учитывая, что 3 — абелева группа конечного ранга < г, 
получаем, что порядок 3 не может быть больше числа п”, 
и следовательно, порядок Г не превосходит п” .п!. 

2.5. Пусть Г — квазистабильная группа автоморфиз- 
мов группы G, и пусть периодическая часть взаимного 
коммутанта [G, Г] конечна. Тогда, если С или Г — группа 
конечного ранга, то совокупность всеф элементов конеч- 
ного порядка из Г является конечной группой. 

Пусть Р — периодическая часть в [G, Г]. Согласно 
теореме 7.3.2.3 совокупность всех элементов конечного 
порядка из Г совпадает с ядром представления Г отно- 
сительно фактор-группы С/Р. По предыдущей лемме 
это ядро конечно. 

Следующая теорема параллельна теореме 2.3. 

2.6. Пусть Г — стабильная группа автоморфизмов 
группы С конечного ранга. Тогда, если периодическая 
часть радикала R(G) конечна, то Г — нильпотентная 
A,-epynna. 

Пусть Р — конечная периодическая часть в R(G) и 
пусть У — ядро представления Г относительно G/P. Co- 
гласно предыдущему, » — конечная группаи Г/» — группа 
без кручения. Обозначим T/L —Ou G/P—G. Группу Ф 
можно рассматривать как стабильную группу автомор- 
физмов группы ©. Обозначим еще R=R(G)/P. В- 
нильпотентная группа конечного ранга и без кручения. 
Кроме того, очевидно включение [@, Ф] с А. Пусть 
дальше $ — ядро представления группы Ф относительно В. 
3 действует тождественно как В, В, так и в ®/В. Пока- 
жем, что ранг 3 не превосходит 7’, где г — ранг группы С. 
Для этого рассуждаем, как и в лемме 2.4. 
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Пусть Н — подгруппа в ©, содержащая В и такая, 
что фактор-грунпа H/R имеет конечное число образую- 
щих. Подгруппа Н допустима относительно 3. Пусть 
3'— Ядро представления $ относительно Н. Так как 


в H/R имеется не более г образующих, то с помощью 
обобщенной леммы Грюна можно заключить, что группа 
3/3, изоморфна некоторой подгруппе прямого произве- 


дения г экземпляров группы А. Так как ранг В не пре- 
восходит г, то ранг группы 3/3, не более г?. Подгруппы 


типа by составляют в % двойственно локальную систему. 


Отсюда заключаем, что и ранг группы $ ограничен 
числом г”. 

Для завершения доказательства теоремы остается 
показать, что фактор-группа Ф/з является нильпотент- 
ной группой без кручения конечного ранга. Этот по- 
следний факт вытекает из следующего предложения. 

Стабильная группа автоморфизмов нильпотентной 
группы без кручения конечного ранга также является ниль- 
потентной группой без кручения конечного ранга. Если 
ранг группы равен г, то ранг группы автоморфизмов 


г(г—1) 
не превосходит ——. 


Это предложение легко выводится из одного резуль- 
тата Н. Ф. Сесекина [1] (см. также В. С. Чарин [1]. 
Приведем независимое доказательство. 

Пусть а-— группа и Г— ее группа автоморфизмов, 
удовлетворяющие условиям предложения. В группе G 
имеется рациональный ряд длины г 


о Ве ео а. 


являющийся центральным рядом в С и стабильным от- 
носительно Г. Проведем индукцию по длине таких ря- 
дов, т. е. по рангу группы С. Для ранга, равного еди- 
нице, предложение очевидно. Допустим, что оно уже 
доказано для рангов, меньших г. Пусть » — ядро представ- 
ления Г относительно G,_,. В силу предположения индук- 

1 
7a (Ре 1) (r — 2). 
Покажем, что ранг подгруппы S ограничен числом r— 1. 
Возьмем в С элемент g, не принадлежащий G,_,, и пусть 


ции, группа Г/» имеет ранг, не больший 
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3 — »-централизатор этого элемента. Из обобщенной 
леммы Грюна следует, что группа »/з изоморфна неко- 
торой подгруппе из G,_,. Но подгруппа 3 совпадает 
с единицей в У. Действительно, так как G— В-группа, 
то з3центр G должен быть изолированной подгруп- 
пой. Так как этот з-центр строго больше G,_,, то он 
совпадает с С. Это значит, что 3-— единичная под- 
группа. Итак, ранг » не превосходит ранг G,_,, рав- 
5" ("— 1). 
Теорема 2.6 доказана. В связи с рассмотрениями 
этого пункта см. еще новую работу Д. Хельда [5]. 


ный Г—1, и ранг группы Г ограничен числом 


3. Конечность ранга действующей группы. Следующую 
теорему можно также рассматривать как одно из обоб- 
щений теоремы Калужнина. 

3.1. Пусть (а, Г) — точная квазистабильная груп- 
повая пара и пусть в радикале В (@) периодическая часть 
конечна. Гогда группа Г в том и только в том случае 
локальна нильпотентна, когда в ней имеется локальная 
система из подгрупп конечного ранга. 

Так как всякая локально нильпотентная группа об- 
ладает локальной системой из нильпотентных нетеро- 
вых подгрупп, а последние имеют конечный ранг, то не- 
обходимость приведенного условия очевидна. Для доказа- 
тельства достаточности нужно рассмотреть лишь случай, 
когда Г имеет конечное число образующих и, следова- 
тельно, конечный ранг. 

Вначале разберем подслучай, когда [G, Г] — группа 
без кручения. Здесь мы имеем ситуацию, разбиравшуюся 
в теореме 7.3.4.1. Рассмотрим приводившиеся там по- 
строения в применении к нашему случаю. Пусть [G,] — 
локальная система из Г-допустимых подгрупп в Gu 
пусть Г“ — группа автоморфизмов, индуцируемая груп- 
пой ГвС.. Для построения центральной системы в Г“ 
применялся следующий прием. В групне Г” выделялась 
некоторая система инвариантных подгрупп WM, таких, 
что все Г”/Ф, — нильпотентные группы без кручения, 
Затем берется пересечение ХУ” всех Ф;. Сразу заметим, 
что в нашем случае фактор-группа Г"/У" также нильпо- 
тентна. Действительно, если г — ранг группы Г, то длины 
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верхних центральных рядов во всех Г’/Ф, ограничены 
числом г. Следовательно, Г“/У“ изоморфна подпрямому 
произведению нильнотентных групп C ограниченным 
в совокупности классом нильпотентности, так что и 
Г“/У" — нильпотентная группа. Дальше в Х” выделялась 
система изолированных нормальных делителей Г“ (5) 
таких, что в L’/I%(g) имеется возрастающий централь- 
ный в Г" ряд, так что и в Г”/Г*(#) имеется возрастаю- 
щий центральный ряд. Но Г” имеет конечный ранг, 
и поэтому Г”/Г“(#) нильпотентны и имеют класс ниль- 
потентности, не больший г. Единица Г” совпадает с пе- 
ресечением некоторых Г“(2), так что и Г” — нильпо- 
тентная группа класса < г. Пусть теперь 3, — ядро пред- 
ставления Г относительно G,. По предыдущему, фактор- 
группа Г/, нильпотентна класса<.г. Но поскольку 
пересечение всех 3, совпадает с единицей в Г, то и 
Г — нильпотентная группа. 

Пусть теперь периодическая часть Р в R(G) нетри- 
виальна, но конечна. 

Обозначим через » ядро представления Г относи- 
тельно фактор-группы G/P. Подгруппа » совпадает с пе- 
риодической частью в Г и конечна (согласно лемме 2.4). 
Обозначим дальше С/Р = @®, Г/\=Г, В(@)/Р= А. По- 
нятно, что [@®, Г]СА, ‘и поэтому для пары (G, Г) мы 
имеем только что рассмотренный случай. Следовательно, 
Г — нильпотентная группа. Так как » — конечная ло- 
кально стабильная группа, то и » нильпотентна. 

Нильпотентность всей группы Г получается из сле- 
дующих соображений. Согласно теореме 7.3.3.1 в Г 
имеется центральная система. Если [Г] — такая система, 
то пересечения I’ () & после удаления повторений co- 
ставят в » конечный ряд, центральный относительно 
всей группы Г. Так как группа T/L нильпотентна, то от- 
сюда следует, что и Г нильпотентна. Теорема доказана. 


Нам неизвестно, будет ли верна теорема, анало- 
гичная доказанной, без каких-либо предположений 
о группе (С. Заметим еще, что из всего сказанного 
раньше вытекают также следующие утверждения. 

Если группа С имеет конечный ранг и периодиче- 
ская часть радикала А(С) конечна, то Ве (Г) = Ас (Г), 
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и в случае точного представления оба эти радикала 
являются нильпотентными группами. 


Если Г — локально конечная группа, то В, (Г) = А, (Г), 
и в случае точного представления обе эти группы ло- 
кально нильпотентны. 

Если В(С)— группа без кручения и в Г имеется 
локальная система из подгрупп конечного ранга, то 
BY (Г) = А, (Г), и для точного представления эти радикалы 
локально нильпотентны. 

Если R(G)— локально конечная р-группа, а Г ло- 
кально конечна, то радикал В,(Г) совпадает с пересе- 


чением. всех силовских р-подгрупп группы С. 


А. Условия обрыва в действующей группе. Из доказан- 
ной раньше теоремы 7.3.3.1 вытекает, что если (а, Г) — 
точная квазистабильная пара, то условие минимальности 
для нормальных делителей в Г влечет локальную ниль- 
потентность Г. Здесь мы займемся обобщением этого 
факта. Вначале докажем следующую теорему: 

4.1. Пусть Ф — группа автоморфизмов группы G и 
пусть Г — квазистабильный нормальный делитель в Ф 
такой, что Ф/Г — локально конечная группа. Гогда в Г 
имеется центральная система из нормальных делителей 
группы Ф. 

Рассмотрим вначале случай, когда Ф имеет конечное 
число образующих и С — счетная группа. В этом слу- 
чае Ф/Г — конечная группа и Г также имеет конечное 
число образующих. Подгруппа [G, Г] является Ф-допу- 
стимой подгруппой. Покажем, что если Х — конечное 
подмножество в С, то подгруппа {ХоФ} — минимальная 
Ф-допустимая подгруппа в С, содержащая Х, — имеет 
конечное число образующих. Подгруппа {Хо Г} имеет 
конечное число образующих, и так как она Г-допустима, 
то Ф-нормализатор {ХоГ} имеет конечный индекс в Ф. 
Следовательно, имеется лишь конечное число различных 
подгрупи вида {ХоГ}оф с ФЕФ. Таким образом, и 
{Хо} имеет конечное число образующих. 

Пусть теперь У — Г-централизатор подгруппы [G, Г]. 
Так как [G, Г] — Ф-допустимая подгруппа, то У — нор- 
мальный делитель в Ф, Покажем, что в Г/У имеется 
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центральная система из нормальных делителей груп- 
пы Ф/у. 

Из предыдущих замечаний вытекает, что в группе 
[G, Г] имеется возрастающий нормальный ряд 


E=G,CG,C...CG,C..-C 06,=16, TL ( 


все члены которого Ф-допустимы и имеют конечное число 
образующих. Такой ряд можно уплотнить до Г-стабиль- 
ного ряда, состоящего из Ф-допустимых подгрупп. Будем 
дальше считать, что уже ряд (*) обладает указанным 
свойством. Пусть Г, и Ф, — образы Г и Ф в группе всех 
автоморфизмов группы G,. Так как Г, нильпотентна, то 
в Г, имеется центральный ряд из нормальных делите- 
лей группы Ф,. Обозначим через У, Г-централизатор под- 
группы G,. >, является нормальным делителем в Ф, и 
ясно, что в Г/У, имеется центральный ряд из нормаль- 
ных делителей группы Ф/У,. Tak как пересечение всех S,, 
совпадает с У, то нужное свойство получено. 

Рассмотрим теперь действие группы Ф в фактор- 
группе С/С, Г]. Так как Г действует в этой фактор- 
группе тождественно, то Ф индуцирует в ней конечную 
группу автоморфизмов. Опираясь на это свойство, группу 
Са, Г] можно расщепить на конечные подмножества, 
допустимые относительно Ф. Пусть 


a,[G, Г], a,[G, Г],..., а„[С, Г] 


— одно из таких подмножеств и пусть A = (ay, dy, ..., а»). 
Используем ряд (*) и обозначим I’, (A) — 3, (A) Ц) (| =. 
Легко заметить, что подгруппа » совпадает с объединени- 
ем всех Г, (а): S= Ц Г, (а), так что в Умы получаем ряд 


V5 (4) Cl 4) Cee C Yl, (A) Ces. € S. 


Так же, Kak и в теореме 7.3.3.1, непосредственно про- 
веряется, что этот ряд является центральным относи- 
тельно Г рядом. Покажем теперь, что все Г, (A) являются 
нормальными делителями в Ф. С этой целью приведем 
следующее предложение. 

Пусть Я и Е— две Ф-допустимые подгруппы в ©, 
причем F — нормальный делитель, содержащий Я. Пусть 
еще х— нормальный делитель в Ф, индуцирующий 
тождества в Ри @/F, и А— подмножество в @ такое, 
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что множество смежных классов A/F допустим” относи- 
тельно представления Ф в G/F. Тогда подгруппа 3 (А/Н) ПУ 
является нормальным делителем в Ф. 

Возьмем с@з(А/Н) Г х, 1ЕФ и aGA. Нужно пока- 
`зать, что ао 5{Н —=аН. Обозначим ao | \ =а}ф ua,oc= 
—а.й. Здесь а А, | ЕР, РЕН. Известно, что h при- 
надлежит центру подгруппы РЁ, поэтому h и } переста- 
новочны. Теперь имеем: 


аотТ ‘отН = (a,f) 0 o7H = ((а, 05) ротН = (а.й}) отН = 
= (a,fh) отН = (аот")й) о1Н =а (йо 7) Н —=аН, 


т. е. 15163 (4А/[). Так как У— нормальный делитель 
в Ф, то утверждение доказано. 

Беря теперь за F подгруппу [G, Г], а в качестве Н 
и А соответственно G, и A=(a,, а», ..., а„), получим 
инвариантность всех Г,(А) в Ф. Тем самым доказано, 
что в Г/Г. (А) имеется центральная система из нормаль- 
ных делителей группы Ф/Г\ (A). 

Очевидно также, что пересечение подгрупп Г. (А) по 
всем А, построенным указанным выше способом, совпа- 
дает с единицей в Г. С помощью теоремы Ремака отсюда 
легко вывести, что в Г имеется центральная система из 
инвариантных в Ф подгрупп. Случай, когда Ф имеет ко- 
нечное число образующих и G — счетная группа, разобран. 

Теперь докажем теорему в общем случае. 

Пусть Ф, — подгруппа с конечным числом образую- 
щих в Ф. Из ФГ/ГллФ/Ф ПГ следует, что ФПГ 
имеет конечный индекс в Фи конечное число образую- 
mux. Мы знаем, что отсюда вытекает существование BG 
локальной системы из Ф-допустимых подгрупп с конеч- 
ным числом образующих. Пусть [G?]— такая локальная 
система и пусть 3° обозначает Ф, () Г-централизатор под- 
группы @8. Согласно первой части доказательства тео- 
ремы можно утверждать, что в Ф, [| 1/32 имеется цен- 
тральная система из инвариантных в © /3° подгрупп. 
Так как пересечение 3° по всем В совпадает с едини- 
цей в Ф, то и в ©, [] Г имеется центральная система из 
инвариантных в Ф, подгрупп. 

Рассмотрим, далее, групповую пару (Г, ®), где пред- 
ставление группы Ф относительно Г определяется вну- 
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тренними автоморфизмами в Ф. Беря в Ф различные 
подгруппы с конечным числом образующих Ф., мы полу- 
чим в (Г, Ф) локальную систему подпар вида (Ф, 1) Г, Ф)). 
Из рассмотренного только что свойства подгрупп выте- 
кает, что мы находимся в условиях, когда можно вос- 
пользоваться локальной теоремой из п. 3.3.0. Значит, 
в Г имеется центральная система из инвариантных в Ф 
подгрупп. Теорема доказана. 

Из приведенной теоремы как следствие получаем сле- 
дующие предложения. 

1. Пусть Ф — группа автоморфизмов группы С и пусть 
в Ф содержится квазистабильный относительно С нор- 
мальный делитель Г такой, что O/T — локально конеч- 
ная группа. Тогда, если в Ф выполняется условие ми- 
нимальности для нормальных делителей, то Г — локально 
нильпотентная группа. Если, сверх того, Г имеет конеч- 
ный индекс в Ф, то условие минимальности для нор- 
мальных делителей в Ф влечет условие минимальности 
для подгрупп. 

2. Пусть Ф — группа автоморфизмов группы С и пусть 
в а имеется возрастающий нормальный ряд из Ф-допу- 
стимых подгрупп с конечными факторами. Тогда, если 
в Ф выполняется условие минимальности для нормаль- 
ных делителей, то Ф-централизатор указанного ря- 
да локально нильпотентен, удовлетворяет условию 
минимальности для подгрупп и имеет в Ф конечный 
индекс. 

Первая часть предложения 1 вытекает непосред- 
ственно из теоремы 4.1. Вторая часть следует из пер- 
вой и соответствующей теоремы теории локально ниль- 
потентных групп (см., например, В. С. Чарин [2]). Второе 
предложение получается следующим образом. Пусть Г — 
соответствующий Ф-централизатор ряда. Г является пе- 
ресечением подгрупп конечного индекса из Ф. В силу 
условия минимальности для нормальных делителей, 
группа Ф/Г конечна. Так как Г — стабильная группа, 
то остается сослаться на первое предложение. 


5. Условие обрыва в облаети действия. Этот пункт посвя- 
щен условию минимальности для допустимых подгрупп 
группы G, 
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5.1. Пусть (G, Ф) — групповая пара и пусть Г — ква- 
зистабильный нормальный делитель в Ф такой, что Ф/Г — 
локально конечная группа. Тогда, если G— локально ниль- 
потентная группа, удовлетворяющая условию минималь- 
ности для Ф-допустимых подгрупп, mo G является ZA- 
группой и Г — стабильная группа. 

Согласно теореме 7.5.1.3 в G имеется центральная 
Г-стабильная система. — 

Обозначим дальше через Ф и Г проекции Ф и Г отно- 
сительно G, и пусть С-—-группа внутренних автомор- 
физмов. 

Рассмотрим теперь группу Ф =ФД и фактор-группу 
Ф/Га. 6/TG является локально конечной группой. Пусть 
ху — подгруппа в Ф, имеющая конечное число образую- 
щих. Подгруппа У П ГД =У' имеет в Х конечный индекс 
и обладает также конечным числом образующих. Так 
как 3! квазистабильна, то теперь можно утверждать, 
что для любого конечного подмножества X CG под- 
группа {X 03S} имеет конечное число образующих. Такая 
подгрунпа нильпотентна. Отсюда легко получить, что 
в {XO} имеется конечный У’-стабильный ряд из У-до- 
пустимых подгрупп, так что нужное нам свойство вы- 
полняется локально. Используя локальную теорему, 
теперь можно утверждать, что в С имеется нормальная 
система Ф-допустимых подгрупп, стабильная oTHOCH- 
тельно ГС. Ясно, что такая система является централь- 
ной в С, стабильной относительно Г, и все ее члены 
допустимы относительно Ф. 

Если теперь в G выполняется условие минимальности 
для Ф-допустимых подгрупп, то нормальная система 
с приведенными свойствами окажется возрастающим 
рядом, существование которого доказывает теорему. Заме- 
тим еще, что так как ZA-rpynna обладает убывающим 
рядом коммутантов, доходящим до единицы, то можно 
добавить, что в рассматриваемой ситуации группа С 
является также разрешимой. 

Если не предполагать, что группа G локально ниль- 
потентна, то приведенную теорему можно использовать 
для радикала А (G). 

В фактор-группе G/R(G) действие группы © сводится 
к действию локально конечной группы O/T. В том слу- 
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чае, когда сама группа Ф квазистабильна, из условия 
обрыва цепей Ф-допустимых подгрупи следует, что в 
G/R(G) обрываются все цепи подгрупп. 

Теорему 5.1 можно обобщить. Из предыдущих рас- 
суждений видно, что рассматривавшаяся пара (С, Ф) 
является локально ограниченной *). 

Нетрудно видеть, что теорема 5.1 остается справед- 
ливой для произвольной локально ограниченной пары 
(а, Ф) с локально нильпотентной группой С (без пред- 
положения локальной конечности Ф/Г). 

Действительно, пусть Ф, Ф и С определены так же, 
как и раньше (а Г — произвольный локально стабиль- 
ный нормальный делитель в Ф). Так как G— локально 
нетерова группа, то внутренняя пара (С, G) является 
локально ограниченной. Согласно теореме 2.4.6.1 пара 
(а, Ф) также является локально ограниченной. Дальше 
остается повторить предыдущие рассуждения. 


6. Еще об отношениях между a- и В-радикалами. Дока- 
жем следующую теорему: 

6.1. Пусть (G, Г) — групповая пара, и допустим, что 
в группе С имеется возрастающий Г-ряд, все факторы 
которого абелевы с конечным числом об разующих. В таком 
случае радикалы «,(Г) и В. (Г) совпадают. 


Пусть ряд 
Е=Сса с... ССС Сс... Са, =@ (1) 


удовлетворяет условиям теоремы. Включение ов (Г) 
—В,(Г) вытекает теперь из общей теоремы 7.5.2.1. 


Чтобы установить обратное включение, достаточно пока- 
зать, что ас (Г) — стабильная группа. 
Прежде всего, заметим, что можно считать, что все 
факторы ряда (1) либо без кручения, либо конечны. 
еперь для произвольного такого фактора — обозна- 
чим его через © — рассмотрим индуцированную пару 


($, Г). 


*) Легко проверяется, что справедливо и следующее общее 
утверждение: если (G, Ф) — пара, в которой G — некоторая универ- 
сальная алгебра, Г — нормальный делитель в Ф с локально конеч- 
ной фактор-группой Ф/Г, то из локальной ограниченности пары 
(G, Г), следует локальная ограниченность и (С, Ф). 
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Допустим вначале, что G — конечная группа. В таком 
случае в @ имеется конечный Г-композиционный ряд, 
во всех факторах этого ряда ос(Г) действует тож- 
дественно, и следовательно, @ав(Г) стабильна относи- 
тельно @). 

Пусть теперь @ — абелева группа без кручения (с ко- 
нечным числом образующих), и допустим, что ранг © 
равен п. Обозначим через ©? подгруппу в ©, состоя- 
щую из всевозможных 17, ECG. G? —- характеристиче- 
ская подгруппа в ©, фактор-группа G/G? имеет поря- 
док р" и каждый Г-композиционный ряд в этой фактор- 
группе имеет длину, не большую п. Следовательно, 
п-й взаимный коммутант [G, ос (Г); п] содержится в ©. 
Этот коммутант содержится также и в пересечении под- 
групп @? no всем р. Но такое пересечение совпадает 
с единицей в ©, так что и в этом случае пара (©, ав (Г)) 
оказывается стабильной (даже финитно стабильной). Так 
как все пары (G,,,/G,, ав (Г)) стабильны, то радикал ов (Г) 
является стабильной относительно С группой. Теорема 
доказана. 

Заметим здесь, что подобные рассуждения относи- 
тельно случая абелевой области действия можно рас- 
пространить и на область действия, являющуюся ко- 
нечнопорожденным модулем над кольцом главных 
идеалов. 

В качестве следствия этой теоремы для внутренней 
пары имеем утверждение: 

6.2. Если группа G обладает возрастающим инва- 
риантным разрешимым рядом с конечнопорожденными 
факторами, то в такой группе локально нильпотентный 
радикал совпадает с радикалом а (С). 

Teopemy 6.1 нельзя распространить на тот случай, 
когда факторы соответствующего ряда имеют конеч- 
ный ранг. Такое обобщение оказывается возможным 
лишь при дополнительном требовании, чтобы группа Г 
имела конечное число образующих (Р. В. Асатиа- 
ни [1]. 

В этой же работе доказывается следующее утвержде- 
ние: если пара (G, Г) локально ограничена, группа Г имеет 
конечное число образующих, а группа С обладает воз- 
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растающим нормальным рядом C локально нильпотент- 
ными или абсолютно простыми факторами, то a, (Г) = 
— Ве (Г). 

Отметим еще, что из работы Ф. Холла [4] сле- 
дует, что если группа Г нильпотентна и с конечным 
числом образующих и в С имеется возрастающий раз- 
решимый Г-ряд, то в таком случае «а, (Г) =В, (Г). Пока 


неизвестно, верно ли аналогичное утверждение для 00- 
лее общего случая, когда Г — произвольная полицикли- 
ческая группа. 

Приведем теперь следующее определение. 

Группу Г назовем псевдостабильной, если во всяком 
Г-композиционном факторе области действия G Г дей- 
ствует как единица. Нетрудно понять, что каждая квази- 
стабильная группа является псевдостабильной, а псевдо- 
стабильная группа слабо стабильна. В то время как 
понятие слабо стабильной действующей группы есть 
аналог абстрактной й-группы, понятие псевдостабильной 
действующей группы связано с понятием абстрактной 
/-группы. Ясно также, что группа Г тогда и только 
тогда псевдостабильна, когда она совпадает со своим 
внешним а-радикалом. 

Отмеченные только что результаты, в частности, 
выделяют случаи, когда псевдостабильные группы ока- 
зываются квазистабильными. Так, например, каждая 
конечная псевдостабильная группа автоморфизмов ра- 
дикальной группы является квазистабильной. С другой 
стороны, уже пример группы автоморфизмов бесконечной 
циклической группы показывает, что для слабой ста- 
бильности это неверно. 

Неизвестно, будет ли конечная псевдостабильная 
группа автоморфизмов произвольной группы квазиста- 
бильной. 

В заключение отметим, что очень мало известно об 
отношениях между а-радикалом группы и а-радикалами 
ее подгрупп или нормальных делителей. Хорошо обстоит 
дело, если этот х-радикал совпадает с локально ниль- 
потентным радикалом. Однако мы знаем (ср. п. 7.5.2), 
что в общем случае внутренние радикалы a(G) и локально 
нильпотентный радикал А (С) не инцидентны (см. по этому 
вопросу также работу Ф. Холла [4]). 
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$ 2. ОПЕРАТОРНЫЙ СЛУЧАЙ 


1. Общие замечания. В этом параграфе вопросы настоя- 
щей и предыдущей глав рассматриваются в применении 
к областям действия, являющимся группами с операто- 
рами. (В частности, это могут быть модули над коль- 
цом.) Систему операторов группы С будем обозначать 
через 2. Элементы из @ действуют в С как эндомор- 
физмы; нам будет удобнее предполагать, что эти эле- 
менты являются эндоморфизмами группы G, а также 
что @ замкнуто относительно умножения и содержит 
тождественное преобразование. Кроме того, мы будем 
исходить из левой ®-группы G. Естественно, что эле- 
менты действующей группы Г перестановочны с элемен- 
тами из ®. 

Группу С, рассматриваемую как группу с системой 
операторов ®, мы будем обозначать через <G, 9». По- 
нятно, что для группы <@, @> все определения, в ко- 
торых участвуют подгруппы, должны относиться к ®-до- 
пустимым подгруппам, так что, например, стабильность 
пары (G, Г) еще не означает стабильности пары 
Кб, ®>, Г). 

Легко проверяется следующее утверждение: 

1.1. Если пара (а, Г) финитно стабильна, то и napa 
(а, 8, Г) тавже финитно стабильна. 

Для доказательства этого факта достаточно заме- 
тить, что из перестановочности элементов из Ги ® сле- 
дует, что убывающий ряд Г-коммутантов группы С co- 
стоит из 9-допустимых подгрупп. 

1.2. Пусть задана пара (<@, ®>, Г), в которой все 
элементы из Q являются нормальными эндоморфизмами 
группы G, и пусть Н — Г-допустимая подгруппа в 4 
такая, что Н% =. Тогда, если пара (H, Г) стабильна 
(квазистабильна), то и пара (<G, ®>, Г) стабильна (квази- 
стабильна). 

Рассмотрим вначале случай стабильной пары (H, Г). 
Пусть ряд у 


Е=НсС Н.С... СНС НС... СН, =Н 


является Г-стабильным нормальным рядом в A. Вместе 
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с этим рядом рассмотрим ряд 
Е=Н СНС... СН. СН. С... С Ну=— (6. 


Все члены второго ряда являются @-подгруппами 
группы <G, Q>. Покажем, что этот ряд является Г-ста- 
бильным нормальным рядом группы G. Начнем с дока- 
зательства нормальности ряда. 

Подгруппа НЗ порождается всевозможными подгруп- 
пами o,, ФЕ ®. Так как все © нормальны, то все off, 
инвариантны относительно элементов из H,,,. Обозна- 
чим через №, нормализатор H® в С. Имеем H,,,C N,. 
Покажем, что N,— Э-подгруппа. Пусть а@ Е® и bEN,,. 
Тогда 


а (wb) а (wb) = в (аа) oh = [a, В] 6 Н®, 


а это и означает, что NV, ®-допустима. 
2 ` 

Теперь ясно, что ВН СМ, и нормальность ряда 
доказана. 

Переходим к доказательству Г-стабильности. 

Из перестановочности элементов из Г и @ следует, 
что Г-центр группы С является ®-допустимой подгруп- 
пой. Следовательно, элементы из Г действуют тожде- 
ственно в H®. Применим индукцию. Пусть для всех 

— Q 
B<a<y уже доказано, что все Нз — Г-допустимы, и 


Г действует тождественно в фактор-группе Нз,./Нь. Оче- 


видно тогда, что и НЗ — Г-допустимая подгруппа. Пока- 
жем, что Г действует тождественно в H®,|/H*. 
Tak как нормализатор М, является Г- и -допусти- 
мой подгруппой, то имеет смысл говорить об индуци- 
рованном представлении группы Г относительно ®-группы 
N ,/H®. Эту последнюю группу обозначим через <М№,, 2, 
и обозначим еще 
Я Е Q Q 
Ff oy = Ay AE]? 


Ясно, что Я®, = Н®, /H®. Группа Г действует тожде- 
ственно на элементы из H,,,, а пользуясь приведенным 
выше замечанием о Г-центре в применении к группе 
«М, 2>, заключаем, что элементы из Г действуют то- 
яждественно на элементы из Я®,,. Этим доказана стабиль- 
ность рассматриваемого ряда. Нужно лишь заметить, что 
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этот ряд может оказаться рядом с повторениями. -По- 
нятно, что такие повторения можно удалить. 

Перейдем к случаю квазистабильной пары (Н, Г). 

Пусть У — подгруппа с конечным числом образующих 
в Ги пусть [Н.] — локальная система из У-допустимых 
подгрупп в H, в каждом члене которой У действует как 
стабильная группа. Согласно предыдущему, все пары 
(НЗ, Q>, У) стабильны. Так как система подгрупп Н® 
является локальной системой в С, то установлено, что 
пара (<G, @>, У) квазистабильна. Следовательно, и пара 
(а, @®>, Г) квазистабильна. 

з этой теоремы, в частности, получаем такое 
следствие: 

1.3. Если группа С локально нильпотентна и система 
операторов ® нормальна, то в С имеется локальная си- 
стема из нильпотентных 9-подгрупп. 

Для доказательства воспользуемся внутренним пред- 
ставлением группы С относительно себя, определяемым 
правилом: cog—g ag, g, хЕС. Так как элементы из @ 
нормальны, то мы получаем пару (<G, ®>, G). Из того, 
что G— локально нильпотентная группа, следует, что 
napa (G, С) квазистабильна. Согласно теореме, квазиста- 
бильной будет и пара (<G, 2, G). Но это и означает, 
что в С имеется локальная система из нильпотентных 
®-подгрупп. 

Группу <G, 2> назовем ®-конечной, если в этой группе 
обрываются как возрастающие, так и убывающие цепи 
-подгрупн. 

В дальнейшем нам понадобится следующее пред- 
ложение: 

1.4. Если пара (<G, Q>, Г) квазистабильна и группа 
<G, ®> является ®-конечной группой, то Г финитно 
стабильна. 

Ввиду условия минимальности в G убывающий ряд 
Г-коммутантов этой группы обрывается на некотором 
конечном месте. Обозначим это место обрыва через H. 
Для доказательства теоремы достаточно показать, что Н 
совпадает с единицей группы. Пусть [%,|— локальная 
система из подгрунп с конечным числом образующих в Г. 
Так как из 3%, C У; следует [НС (A, У:|, то система 
всех подгрупп [Н, &,] является локальной системой 
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в [H, Г]. Учитывая условие максимальности и тот факт, 
что все [Н, У] ®-допустимы, получаем, что для неко- 
торой 3S, будет [Н, 3,]=—[H, Г]. Если HAE, то всегда 
и [Н, &,]~H. Но тогда [Н, T]AH, а это противоре- 


чит определению H, так что Н =. 


2. Второе обобщение теоремы Цасенхауза. В предыду- 
щем параграфе было показано, что если С — группа 
с условием максимальности (без операторов) и DP — ква- 
зистабильная группа автоморфизмов группы G, то Ф 
также удовлетворяет условию максимальности. Отсюда, 
в частности, следует, что если пара (G, Ф) содержится 
в паре (G, Г), Ф — нормальный делитель в Г, и Г— ло- 
кально нильпотентная группа, то в Ф имеется конечный 
ряд, центральный относительно всей группы Г. В даль- 
нейшем мы рассмотрим параллельный факт для опера- 
торных групп и заодно обобщим теорему Цасенхауза 
из теории матричных групп (ср. теорему 4.3.2.2). 

Будем предполагать, что ® — коммутативная полу- 
группа и что элементы из ® являются нормальными эн- 
доморфизмами группы С. 

2.1. Пусть <G, ®> — Э-конечная группа и Г-—- ее ло- 
вально нильпотентная группа (операторных) автомор- 
физмов. Тогда, если в <G, 8» имеется нормальный ряд 
из Г-допустимых подгрупп, во всех факторах которого Г 
действует kak нильпотентная группа, то и сама группа Г 
нильпотентна. : 

Доказательство этой теоремы основано на следующей 
лемме: 

2.2. Если выполнены условия теоремы и Ф — квазиста- 
бильный нормальный делитель в Г, то в Ф имеется ко- 
нечный нормальный ряд, центральный относительно всей 
группы Г. 

Докажем лемму. По теореме 1.4 группа Ф финитно 
стабильна относительно <G, ®>. Пусть ряд G=G°D 
21...54” 5 ("= Е является убывающим рядом 
Ф-коммутантов группы С. Все члены этого ряда Г- и 
З-допустимы. Лемму будем доказывать индукцией по 
длине такого ряда. Для длины, равной единице, утвер- 
ждение тривиально, и допустим, что оно доказано уже 
для длин <n. Обозначим через У совокупность элемен- 
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тов из Ф, действующих тождественно в С'. 3 — нормаль- 
ный делитель в Г. Используя предположение индукции, 
легко заключить, что в Ф/У имеется конечный централь- 
ный относительно Г/У ряд. Остается, таким образом, 
показать, что и в У имеется конечный центральный OT- 
носительно Г ряд. С этой целью группу У вложим 
в прямое произведение некоторого числа экземпляров 
группы <G, ®>. 

Группа <G, Q», будучи Я-конечной, обладает конеч- 


ной системой ®-образующих. Пусть g,, 2.,..., Bm — одна 
из таких систем. Наждому 5, сопоставим экземпляр 
группы <G, ®> — обозначим его через G,,— и пусть 


(т — прямое произведение всех этих G:: 


ий 


а=аха,х... ха, 


Элементы из С нам будет удобнее изображать в виде 
строк. Обычным путем группа G обращается в группу 
<@, Q>: если 8== (а, a, ..., а») ЕС, а, ЕС; u oGQ, то 
«5 — (®а., ®а., ..., ва). 

Понятно, что при таком определении полугруппа о 
становится нормальной полугруппой операторов, и 
группа <G, ®» оказывается 9-конечной группой. 

Сопоставим дальше каждому oG@S элемент 5ЕС no 
правилу 


Е [ee ЗЫ 


Согласно обобщенной лемме Грюна отображение с-> д 
есть гомоморфизм группы ХУ в группу С. Если теперь $ 
принадлежит ядру этого гомоморфизма, то [g,, $] =е для 
всех 2;. Но тогда ф оставляет неподвижным каждый 
элемент группы G, а так как пара (С, Ф) является точ- 
ной, то ф — тождественный автоморфизм. Это означает, 
что отображение с->5б есть изоморфное вложение 
групны У в G. Обозначим образ Х BG при данном изо- 
морфизме через У. 


Определим дальше представление группы Г относи- 
тельно 3, полагая: 


бо == (Lg, yor], [Zo yor], а. [Zin x —tov]) 
для каждого ¢@S и 1ЕГ. 
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Легко видеть, что при этом мы действительно полу- 
чим представление Г относительно 3S, и такое представ- 
ление эквивалентно внутреннему представлению Г от- 
носительно У. Так как, по условию, группа Г локально 
нильпотентна, то пара (У, Г) квазистабильна. 

Доопределим дальше представление Г относительно У 
до представления относительно @-группы <>”, ®>. 


Каждый элемент g из У’ имеет вид 
8 == (15,) (555)... (®,5,,), 


где с, СЪ, ®, 69. Такая запись для элемента 2, вообще 
говоря, не однозначна. Допустим, что этот же элемент 
5 представлен в виде 


| en Ie Fu! 
8 — («5 (w,5,) ... (0; 3)). 
Переходя к проекциям во всех G;, мы получим для всех 
т 1, De e e *9 т: 
©, [&,, 91] %:[8;, 92|... ®,[8,, | = 
ee Га 7 у 7 , / 
= 0} [=,, a, | Wy [gi с. | 122 © [2., с;]. 
Покажем, что аналогичные равенства выполняются 
не только для всех g,;, но и для всех элементов группы G. 


Обозначим через Х совокупность всех хЕС, для кото- 
рых выполняется соотношение 


Ф; [2, <. |®.[х, og]... o,[2, 9] = 
=) [z, 01|. [х, 9.]|...%9,[х, <}. 


Мы покажем, что множество Х является ®-допустимой 

подгруппой в С. Так как Х содержит элементы g,, 

Le > Emr TO oncony будет следовать, что Х =С(. 
Пусть тЕХ u wE2&. Тогда 


W,[wz, 01|... ®,[05, в] = (®[5, 9,]... 0, [2, 5,]) = 
—®(®,[2, °,|...%,[х, 9)]) =, [oz, в]... ©) [wz, 3], 


что означает, что ох 6 Х. Пусть дальше x и у принад- 
лежат Х. Используя формулу [ту, sJ=y"'[z, с] уу, ol, 
а также тот факт, что грунпа [G, У] является абелевой 


Е 


918 УСЛОВИЯ КОНЕЧНОСТИ В ГРУППОВЫХ ПАРАХ ГЛ. Vill 


@-допустимой подгруппой в С, имеем: 


0, (zy, 5]... ®,[5у, 9, = 
=, (y" [z, <] y[y, °1])... 7, (y™ [z, o]yly, %,]) = 
=y" (o,[z, a]... ,[2, %)y-o,[y, ]---o, fy, 9,] = 
ей" (0; [z, o,] eis WO; [х, aly : wily, 31] as Я [y; в: |= 
=o; (zy, o,]... 0) [zy, 95]. 
Таким образом, Х замкнуто и относительно умножения. 
Аналогично устанавливается, что множество Х замк- 
нуто относительно обращения своих элементов. Следо- 


вательно, Х — ®-подгруппа, и Х совпадает с G. 
Теперь ясно, что из равенства 


8 = (6:5,) (W955) ... (®,5,) = (0) 5) (,3,) ... (9151) 
вытекают равенства: 
о, ([g;17, al--- [877 %) =o les 61|... W; [gi > и, 
amet д. ча “EEy 
а из последних — такие равенства: 
; (в, alt) +. © lea, 317) = 
==, ([g77s Ay) +. ©; eis ИТ), 
Е 2  /F 
Ввиду [gy', =) ers) r= 8" ВТ = 
—[2, yoy], наконец, получаем: 


= 4” 


[> Tr) +: [в TRS OB oT) O18 ЗИ]. 
Ho это означает, что имеет место следующее равенство: 
®; (51 01) My (6501)... ®, (6,0 1) = 
= 0) (51 01) ©, (601)... ©; (5101). 
Таким образом, если положить: 
FO 7 =O, (51 OY) 2 (6,01)... ®, (5401), 


& = 
то так определенное действие Гв S ue будет зависеть 
от записи элемента 5 через образующие. 
Легко проверяется, что отображение 5 > бо 1 является 


—2 
автоморфизмом группы 5 : о), так что мы задали пару 
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=2 ь “ 
(5, @›, Г), причем из определений видно, что пара 
(S, Г) является здесь подпарой. 

Так как пара (3, Г) квазистабильна, то по теореме 


=k . о 
1.2 и пара (5, о), Г) квазистабильна. С другой сто- 
==2 
роны, так как 53 Q) — 9-конечная группа, то по тео- 


реме 1.4 группа Г нильпотентна относительно >, a 
значит, и относительно У. Таким образом, Г нильпо- 
тентна относительно S, чем и завершается доказательство 
леммы. 

Для доказательства теоремы остается заметить сле- 
дующее. 

Пусть выполнены условия теоремы и пусть ряд 


PHC О а В Css Ce 6 


является таким рядом из Г-допустимых подгрупп в С, 
что во всех его факторах группа Г действует как ниль- 
потентная группа. Обозначим через У; ядро индуциро- 
ванного представления Г относительно H,,,/H;, и пусть 
т—1 
Ф — ПХ, По условию, все Г/У, — нильпотентные группы. 
1‘ 
В силу теоремы Ремака о подпрямых произведениях, 
группа Г/Ф также нильпотентна. Кроме того, группа 
Ф, очевидно, нильпотентна относительно С, и по лемме 
в Ф имеется конечный ряд, центральный относительно 
Г. Из отмеченных свойств подгруппы Ф следует, что 
Г — нильпотентная группа. 

Сейчас будет показано, что если в предыдущей тео- 
реме предполагать, что группа G нильпотентна, TO тре- 
бование нормальности операторов может быть опущено. 

Итак, допустим, что группа С нильпотентна и вы- 
полнены условия теоремы 2.1, кроме требования нор- 
мальности операторов. Пусть Ф — та же, что и в лемме. 

Легко видеть, что в С имеется Ф-стабильный ряд 
из Г- и Э-допустимых подгрупп, являющийся централь- 
ным рядом в С. Доказательство проводится индукцией 
по длине такого ряда. Допускаем, что утверждение 
леммы 2.2 доказано для длин ряда «ип, и пусть ряд 


А о — 
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является соответствующим рядом длины ип. Через У 
обозначим сейчас ядро представления Ф относительно 
фактор-группы G/G,. В силу предположения индукции, 
в Ф/У имеется конечный центральный в Г ряд. Тот факт, 
что в ХХ имеется конечный центральный в Г ряд; можно 
теперь доказать дословным повторением рассуждений 
предыдущего пункта — условие нормальности теперь 
оказывается лишним благодаря тому, что С, является 
подгруппой центра. 

Хотя нужное утверждение можно считать уже дока- 
занным, мы приведем сейчас еще одно доказательство 
того, что в У имеется конечный центральный в Г ряд. 

Пусть Я — совокупность всех гомоморфизмов группы 
<G, 2> в ее (центральную) подгруппу <G,, Q>. H — абе- 
лева группа относительно операции, определяемой пра- 
вилом: g(u-+v)—gu- gv, ЕС, и, ЕН. Полагая для 
wG@2 g-wou=(og)u, мы обратим Н в ®-группу <H, &>. 
Tak как группа С имеет конечное число ®-образующих, 
то группа <H, 2> изоморфна подгруппе прямого произ- 
ведения конечного числа экземпляров группы <G, ®›, 
так что вместе с <G, ®» группа <H, 2» является Q-Ko- 
нечной группой. 

Зададим дальше представление группы Г относительно 
«Н, 8. 

Пусть uGH и 1ЕГ. Через uoy обозначим элемент 
из ff, определяемый формулой g (по y)=—((goy")u) oy. 
Этим мы действительно определяем элементы в В, при- 
чем легко проверяется, что отображение и — и о у является 
операторным автоморфизмом группы Н и 101115 = 
—=(ио1!)01.. Мы получили пару (<Н, 2», Г). 

Определим дальше изоморфное вложение группы У 
в А. 

Пусть сх. Сопоставим этому с отображение о* 
группы G BG, по формуле go*—[g, с]. Непосредствен- 
ная проверка показывает, что o* — элемент в ЛР, и отоб- 
ражение с-> с* является изоморфным вложением У в НД. 
Образ ХУ при таком изоморфизме обозначим через >”. 
Пусть o* GS", ТЕГ и ЕС. 

Тогда 
8 (53° о) ==((8 ОТ") *)oy=[gor, чо 1=[8, Wo] = 
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Из этих выкладок следует, что У” является Г-допусти- 
мой подгруппой в Н и что пара (>, Г) изоморфна 
внутренней паре (3X, Г). 

Дальше остается повторить соответствующие рас- 
суждения, применявшиеся раньше. Этими рассуждениями 


мы покажем, что пара (‹(>*)?, 2), Г) такова, что группа 


Г нильпотентна относительно (>*)”. Следовательно, Г 
нильпотентна относительно S, что и требовалось. 

Доказанная в этом пункте теорема в различных 
специальных ситуациях допускает обобщения. Bo-nep- 
вых, во многих хороших случаях ®-групп требование, 
чтобы группа G была Э-конечной, может быть заменено 
одним только условием максимальности для ®-подгруппи. 
Во-вторых, не всегда обязательно требовать, чтобы 
элементы из ® действовали как эндоморфизмы. Можно, 
например, исходить из понятия системы квазиоперато- 
ров, определяемого следующим образом. 

Будем говорить, что полугруппа ® является систе- 
мой квазиоператоров группы С, если действие ® BG 
удовлетворяет следующему условию: единичный элемент 
в С является неподвижным элементом относительно 
действия всех «ЕЯ и для любых а, DEG, «Е 9 выпол- 
няется равенство о (а6) = ша. ®б.с, где элемент с при- 
надлежит @®-замыканию коммутанта подгруппы, поро- 
жденной элементами а и 6. 

Из этого условия вытекает, что если а и 6 — пере- 
становочные элементы, то при любом ® Е ® будет о (ab) = 
— «а . wh. 

Легко также проверить, что если Н — ®-допустимый 
нормальный делитель группы С, то, полагая ® (аН) = 
—(wa)H, aG@G, oG&, мы обратим фактор-группу G/H 
в @-KBa3sMonepaTopHylo группу. 


3. Еще о треугольности. Результаты этого пункта при- 
надлежат В. Г. Житомирскому [3]. Будем рассматри- 
вать здесь точные групповые пары вида (<, ®>, Г), 
где ® — система квазиоператоров, являющаяся кольцом 
главных идеалов (с действием, согласованным с коль- 
цевыми операциями) и все элементы из ® действуют 
в С нормально (т. е. перестановочны с внутренними 
автоморфизмами). Группа С называется группой без 
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Ф-кручения, если из ор==е следует g==e для любого 
не равного нулю o62. С называется ®В-группой, если 
она без @-кручения, и равенство ва —= ®б влечет а —=6 
при любом «=20. ®-подгруппу Н ®В-группы С назовем 
9-изолированной, если из ®«Е ЕН, ЕС, следует г ЕН. 
Пересечение любого множества Я-изолированных под- 
грунп из G также ®-изолировано, и, как обычно, ®-изоля- 
тором некоторого подмножества Х ®В-группы С на- 
зывается пересечение всех ®-изолированных подгрупп 
из G, содержащих Х. Множество 2g всех элементов 
вида og, «6%, вЕС, является циклической (8-цикли- 
ческой) подгруппой. Группа С называется @®-локально 
циклической, если любое ее конечное подмножество при- 
надлежит некоторой Э-циклической подгруппе. 

Все эти понятия являются естественным обобщением 
известных теоретико-групповых понятий и относящихся 
к тому случаю, когда ® — кольцо целых чисел. В этом 
частном случае ®А-группа — это А-группа Конторо- 
вича. Векторные пространства над полями также являются 
QR-rpynnamu. Легко привести примеры некоммутативных 
О В-групп с 9, отличным от кольца целых чисел; такие 
примеры, в частности, доставляет теория групп Ли. На 
о А-группы переносятся многие факты теории В-групп 
и, в частности, теории локально нильпотентных групп 
без кручения. 

Подобно тому как это делается для А-групп, можно, 
например, доказать, что в ®А-группе локально нильпо- 
тентный радикал является Э-изолированной локально 
нильпотентной -подгруппой. 

Пару (‹а, ®>, Г) будем называть скалярной, если 
С покрывается Г-допустимыми ®-локально циклическими 
подгруппами. Нетрудно понять, что если такая пара 
является точной, то Г — абелева группа. Назовем еще 
пару (<G, ®>, Г) треугольной, если в группе С имеется 
Г-ряд, во всех факторах которого Г действует как 
скалярная группа. Условимся еще в следующем обозна- 
чении: если Г — группа автоморфизмов группы G, то Г 
обозначает подгруппу в Aut(G), порожденную группой 
Г и группой внутренних автоморфизмов. 

Следующая теорема обобщает хорошо известное 
свойство линейных групп. 
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3.1. Пусть в паре (<G, ®>, Г) область действия G 
является QR-epynnoti с условием максимальности для 
@-изоли рованных подгрупп. Тогда внешний радикал 1; (Г) 


является финитно sien sag SP Если, вроме 


того, эта пара точная и (<В (Ц), Q>, Г) и (<@1В (@), ®>, Г) 
— треугольные пары, то и. _ Г/с (Г) абелева, 
шв Тс (Г) имеется инвариантный в Г ряд, факторы ко- 
торого изоморфны подгруппам факторов треугольного 
ряда в В (С). 

Для групп без операторов имеет место параллель- 
ная теорема. 

3.2. Если в групповой паре (G, Г) группа G удовлет- 
воряет условию мансимальности и пары (G, Г) и (Е (Ц), Г) 
треугольны, то группа автоморфизмов Г треугольна 
в себе. 

Треугольность в себе означает, что внутренняя пара 
(Г, Г) треугольна, а последнее свойство равносильно 
тому, что в Г имеется инвариантный ряд с циклическими 
или локально циклическими факторами. Обе эти теоремы 
указывают на тесную связь внешней и внутренней тре- 
угольностей. Теорема 3.2 обобщает также следующий 
результат Р. Бера [13]: если С — конечная группа и об- 
ладает инвариантным Г-допустимым рядом с цикли- 
ческими факторами, то группа атоморфизмов Г сверх- 
разрешима. 

По поводу доказательств мы сошлемся на указанную 
работу В. Г. Житомирского. В этой же работе рассматри- 
ваются группы автоморфизмов упорядоченных групп 
и приводятся некоторые условия упорядочиваемости 
такой группы автоморфизмов. Эти рассмотрения также 
тесно связаны с идеей треугольности. 

Группам автоморфизмов упорядоченных групп по- 
священо несколько работ (см. список литературы). В ра- 
боте Дж. Харви[1], в частности, строится для этого 
случая теория голоморфа. 


ГЛАВА ДЕВЯТАЯ 


ГРУППЫ АВТОМОРФИЗМОВ РАЗРЕШИМЫХ 
И НИЛЬПОТЕНТНЫХ ГРУПП 


$1. АВТОМОРФИЗМЫ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП 


1. Введение. В настоящей главе собраны далеко не все 
известные результаты по группам автоморфизмов раз- 
решимых и нильпотентных групп, хотя и известно здесь 
значительно меньше, чем еще предстоит сделать. Работ, 
специально посвященных автоморфизмам разрешимых 
и нильпотентных групп, имеется сравнительно мало. 
Однако довольно много по этой теме содержится в ис- 
следованиях, относящихся к смежным вопросам теории 
групп. Все сказанное применимо также и к группам 
автоморфизмов абелевых групп и к близкому сюда 
вопросу — к группам автоморфизмов модулей. Особое 
положение, конечно, в теории линейных групп над 
полями, которая также сюда относится. В этом случае 
однородность области действия снимает с повестки 
многие задачи, представляющие наибольший интерес 
в неоднородной ситуации. Следует еще заметить, ‚ что 
теория групп автоморфизмов абелевых групп тесно 
связана с общей теорией разрешимых и нильпотентных 
групп. Некоторые из таких связей стимулировали новые 
существенные сдвиги в изучении автоморфизмов абелевых 
групп. 

В дальнейшем нас будут в основном интересовать 
абстрактные свойства групп автоморфизмов. Везде, где 
речь идет об абелевых группах, мы используем адди- 
тивную запись. 


2. Периодические группы. Всякая периодическая абелева 
группа разложима в прямую сумму примарных групп. 
Так как все эти примарные компоненты являются ха- 
рактеристическими подгруппами, то группа автоморфиз- 
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мов периодической абелевой группы строится из групп 
автоморфизмов примарных абелевых групп с помощью 
полных прямых произведений. Понятно, что аналогичное 
утверждение имеет место и для периодической локально 
нильпотентной группы. Теперь перейдем к групцам 
автоморфизмов абелевых р-групп. 


Нусть С — абелева р-груипна (по некоторому про- 


стому р). 

Пусть вначале эта группа является полной. В таком 
случае С представима в виде прямой суммы ква- 
зициклических групи. Согласно общим рассмотре- 
ниям из п. 3.2.3 каждому эндоморфизму группы С отве- 
чает обобщенная матрица (ф;;), где р; @ Hom (С, G,); 
G;, С, — всевозможные пары квазициклических сла- 


гаемых. Группа Hom(G,, G,) хорошо известна (см., 
например, книги А. Г. Нуроша [3] и [4]. Каждый 
ее элемент задается целым р-адическим числом, 
а произведению гомоморфизмов отвечает произведение 
соответствующих р-адических чисел. Итак, кольцо эндо- 
морфизмов группы С допускает представление матрицами 
над кольцом целых р-адических чисел. При этом 
обратимым эндоморфизмам — автоморфизмам — отвечают 
матрицы, у которых определитель не делится на р. 
Приведенные соображения могут быть использованы 
иногда и для неполных групп, если перейти к пополне- 
нию. Однако такой переход «сглаживает» имевшиеся 
неоднородности, и поэтому в ряде задач ничего не 
дает. 


Если группа С не является полной, но порядки всех 
ее элементов ограничены в совокупности, то такая 
группа представима в виде прямой суммы циклических 
р-групп; общие условия такой представимости см., на- 
пример, в книге А. Г. Куроша [3]. Здесь также можно 
воспользоваться матричными представлениями эндомор- 
физмов и автоморфизмов. Соответствующие группы Нот 
легко находятся. В том случае, когда все циклические 
прямые слагаемые имеют один и TOT же порядок р", 
кольцо эндоморфизмов группы С представимо матрицами 
над кольцом вычетов по mod р’. Если г=1, то полу- 
чается поле — простое поле характеристики р. 
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Пусть теперь С — произвольная абелева р-группа. 
Через рС обозначается подгруппа в С, состоящая из 
всех элементов вида рх, хЕС. Дальше по индукции 
определяются подгруппы р’, «— порядковые числа. 
Если a не предельное, то р’@а =р(р’ '@), а для пре- 
дельного а р"С —= () РД. Так мы получаем в С убываю- 


< 
щий ряд характеристических подгрупп 
СРО Эр. (1) 


Пересечение всех членов такого ряда совпадает с полной 
частью группы С. 

Этому ряду отвечает возрастающий ряд в группе 
автоморфизмов [== 2[ (С): 


BSAC ASC 34 CBA CA a, Cx kay 


где A,==39(pG). Все члены этого ряда являются нор- 


мальными делителями группы Q. Здесь, однако, нельзя 
утверждать, что для предельных a A, есть объеди- 
нение предыдущих членов. Очевидно, что ИА, — это 
некоторая подгруппа группы всех автоморфизмов группы 
p’G. В работе Л. Фукса[2] показано, что для натураль- 
ных номеров имеет место изоморфизм НА, = Al (p"G). 
Го же самое верно для всех а, если С — счетная группа 
(см. также Х. Фридман [1]. 

‚ Пусть теперь С[ р” обозначает подгруппу в G из 
всех элементов, порядки которых — делители числа р". 
Мы получаем в С возрастающий ряд характеристических 
подгрупп 


E=G[p|CG[pJc...cG[p]c...cC UG[p"]=G. (2) 


Этому ряду отвечает убывающий ряд соответствующих 
3[-централизаторов. Легко понять, что факторы [33 (@ [р"]) 


допускают матричное представление. 

Комбинируя, далее, члены рядов (1) и (2), мы полу- 
чаем новые интересные характеристические ряды. Боль- 
шой интерес представляет изучение связанных с такими 
рядами групп автоморфизмов, в частности стабильных 
групп автоморфизмов. Наиболее полно, как и следовало 
ожидать, исследован здесь счетный случай. 
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Этими поверхностными замечаниями о группах авто- 
морфизмов абелевых р-групп мы здесь ограничимся. По 
поводу более глубоких фактов мы сошлемся на работы 
К. Шода [2], Р. Бера [2], Л. Фукса [1, 2], Г. Лептина [1,2] 
и Х. Фридман [1]. Заметим еще, что в работе Г. Леп- 
тина [1] приводятся некоторые условия, при которых 
абелева группа с точностью до изоморфизма опреде- 
ляется своей группой автоморфизмов. В некоторых ра- 
ботах обсуждался вопрос о порядке группы автомор- 
физмов абелевой р-группы. 

Вообще же в теории групп автоморфизмов абелевых 
р-групп еще имеется достаточно много интересных не- 
исследованных вопросов. 


3. Группы без кручения. Ссылки. Легко понять, что 
группа автоморфизмов свободной абелевой группы пред- 
ставима матрицами над кольцом целых чисел. С другой 
стороны, группа автоморфизмов полной абелевой группы 
без кручения допускает матричное представление над по- 
лем рациональных чисел. Учитывая дальше пополняемость 
всякой абелевой группы без кручения, мы можем заклю- 
чить, что группа автоморфизмов произвольной абелевой 
группы без кручения допускает матричное представление 
над полем рациональных чисел. Соответствующие матрицы 
будут конечными, если исходная абелева группа имеет 
конечный ранг. 

Некоторые результаты о группах автоморфизмов 
смешанных групп содержатся в работах А. П. Миши- 
ной. В работе А. П. Мишиной [1] приводится описание 
всех абелевых групп, в которых автоморфизмы каждой 
подгруппы могут быть продолжены до автоморфизмов 
всей группы. 

Отметим еще работу Врис — Миранда [1 ], где рассматри- 
ваются бесконечные абелевы группы с малым (конечным) 
числом автоморфизмов. 

Теперь сформулируем следующие теоремы относи- 
тельно разрешимых групп автоморфизмов абелевых 
групп. 

3.1. Разрешимая группа автомо рфизмов абелевой группы 
с конечным числом образующих удовлетворяет условию 
максимальноста,, 
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3.2. Разрешимая группа автоморфизмов абелевой группы 
без кручения конечного ранга содержит подгруппу конеч- 
ного индекса, коммутант которой является финитно 
‘стабильной группой. 

3.3. Разрешимая группа автоморфизмов прямого про- 
изведения конечного числа квазициклических групп содер- 
жит подгруппу конечного индекса, коммутант которой 
является финитно стабильной группой. 

Доказательства этих теорем используют соответствую- 
щие результаты о матричных группах, и мы их отло- 
жим до следующего параграфа. 

Отметим, далее, интересную работу Р. Бера [16], по- 
священную неприводимым локально конечным группам 
автоморфизмов абелевых групп. Некоторые результаты 
о группах автоморфизмов абелевых группп имеются 
в другой работе Р. Бера [9]. См. также работу В. С. Ча- 
рина [5]. 


$ 2. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ, РАЗРЕШИМЫЕ 
И НИЛЬПОТЕНТНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ ГРУППЫ 


1. Периодические матричные группы. Как уже отмеча- 
лось, теория линейных групп тесно связана с теорией 
групп автоморфизмов абелевых и разрешимых групп, 
и следовательно, разрешимые линейные группы играют 
важную роль в абстрактной теории разрешимых групп 
(см. по этому поводу статью А. И. Мальцева [5]). Из 
этих позиций мы здесь в основном и исходим. При 
этом, однако, не уделено должного особого внимания 
группам над конечными полями и кольцами — мы огра- 
ничиваемся общей ситуацией полей без дальнейших де- 
тализаций. Ироме того, заметим, что почти везде, за 
исключением одного пункта, речь идет о конечномер- 
ных группах. 

Легко понять, что в тех случаях, когда имеется 
в виду изучать абстрактные свойства заданной линей- 
ной группы без учета ее поведения в объемлющей пол- 
ной линейной группе, можно считать, что основное поле 
является алгебраически замкнутым. В этом пункте бу- 
дет предполагаться, что такое свойство всегда имеет 
место, 
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Далее напомним, что если Г — абелева группа, то 
согласно лемме Шура все ее неприводимые представле- 
ния одномерны. Допустим теперь, что Г — конечная абе- 
лева группа, причем ее порядок и характеристика поля 
взаимно просты. Так как, согласно теореме Машке, Г 
вполне приводима, то теперь ясно, что все элементы 
из Г в некотором базисе приводятся к совместному диа- 
гональному виду, причем на главной диагонали стоят 
корни из единицы. Сказанное применимо, в частности, 
к одной периодической матрице, хотя понятно, что для 
этого случая доказательство можно получить непосред- 
ственно из нормальной формы Жордана. 

После этих предварительных замечаний мы присту- 
пим к изложению классических результатов И. Шура, 
содержащихся в его работе [1]. 

Начнем со следующей теоремы: 

1.1. Всякая периодическая матричная группа локально 
конечна. 

В работе Шура предполагалось, что основное поле 
имеет характеристику нуль (даже является полем ком- 
плексных чисел), однако, как заметили Д. А. Супру- 
ненко и В. П. Платонов, доказательство И. Шура про- 
ходит и в общем случае. 

Сейчас мы будем следовать изложению работы Суп- 
руненко — Платонова [1]. Доказательству теоремы мы 
предношлем несколько лемм. 

1.2 (Бернсайд). Если Г — неприводимая матричная 
группа и все корни характеристических полиномов 
матриц из Г являются корнями из единицы степеней, 
меньших некоторого числа, то Г — конечная группа. 

Прежде всего отметим, что функция Sp(A) по всем 
АЕГ принимает лишь конечное множество — обозначим 
его через М — значений из основного поля. Это нено- 
средственно следует из условий, наложенных на харак- 
теристические корни. Допустим теперь, что группа Г 
имеет степень п. В таком случае ввиду неприводимости 
и по теореме Бернсайда в группе Г имеется п? линейно 
независимых матриц А, 1=1,2,..., п”. Для каждого 
ХЕГ можно записать: 

Эр (А, А) = Уазвх,, = т, EM, i=1, 2,..., n°, А, == (ав), 
a, В X Ее (X43) 
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Получаем систему п? уравнений с п? неизвестными тв. 
Для каждого набора т, эта система имеет единственное 
решение. Так как множество М конечно, то отсюда сле- 
дует, что и Г— конечная группа. Понятно также, что 
если множество М состоит из т элементов, то порядок 
группы Г ограничен числом т”. 

Из этой леммы сразу же следует, что если порядки 
элементов неприводимой матричной группы ограничены 
некоторым числом, то такая группа конечна. Ироме 
того, как заметил Д. А. Супруненко, отсюда же непо- 
средственно выводится и теорема Нолчина из § 4.2. 

Для перехода к общему случаю неприводимой перио- 
дической группы используется следующая лемма из 
теории полей: 

1.3. Пусть К — некоторое поле, А — его простое под- 
поле и 1, ш.,..., Wy — конечное множество элементов из К. 
Обозначим [=А (и, ш.,..., ш,). Тогда в поле К имеется 
лишь конечное число корней из единицы, удовлетво- 
ряющих уравнениям данной степени п с коэффициен- 
тами из L. 

Обозначим через Х поле всех алгебраических отно- 
сительно А элементов из L, и покажем вначале, что У 
имеет конечную степень над А. Допустим, что первые 4 
из р элементов W,, ш.,..., ш, независимы над полем А, 
а для большого числа это уже неверно. Точнее, это 
означает следующее: если f(2,, 1.,..., 1.) — полином 
с коэффициентами из А, то равенство 


ТО, Шуе) ЕО (1) 


возможно лишь в Том случае, когда все коэффициенты 
равны нулю, а аналогичное соотношение с большим 
числом переменных возможно и при ненулевых коэффи- 
циентах. Здесь 4 может оказаться равным нулю и может 
быть равным р. Заметим далее, что, как хорошо 
известно, если соотношение типа (1) невозможно с ко- 
эффициентами из A, то подобное соотношение невоз- 
можно и с коэффициентами, алгебраическими над A. 
Поле ZL является конечным алгебраическим расшире- 
нием поля A(w,, ш,,..., Ш). Пусть К — степень этого 
расширения, 
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Тогда, если а, а.,..., в. — элементы в Г, то при 
некоторых $1, $5,..., Фы:, ЯвлЯющихся полиномами от 
и, №.,..., Ш, © коэффициентами из A, должно быть: 


фа, -- Фа, tee. Peg M4, == 0. (2) 


Если здесь в левой части произвести перегруппи- 
ровку по одночленам OT W,, ш.,..., Wy, то новыми коэф- 
фициентами будут служить выражения 


а. -- аа, --...- аб, 


где а,, а.,..., а, — элементы из А. Если здесь, в ча- 
стности, в качестве а, &.,..., @. взять некоторые ал- 
гебраические числа над А, то соотношение (2) может 
иметь место лишь при равенстве нулю всех сумм аа, -|- 
+ а“. |... ан; в противном случае получилось 
бы противоречие с независимостью W,, W,,...,W,. Таким 
образом, любые 1 элементов из Х линейно зависимы 
и поле S имеет над А степень, не большую К. 

Теперь будем доказывать основное утверждение 
леммы. Вначале рассмотрим случай поля нулевой харак- 
теристики. Пусть в — некоторый первообразный корень 
степени т из единицы, и допустим, что этот корень 
удовлетворяет уравнению п-й степени с коэффициентами 
из [. Допустим еще, что многочлен 


f(r) = Ва... ЕВ 


является неприводимым многочленом относительно L, 
имеющим в своим корнем. Здесь sn u f(x) является 
делителем двучлена х”— 1. Все корни многочлена f(z) 
являются также корнями т-й степени из единицы. Так 
как коэффициенты В,,..., В, выражаются рационально 
через эти корни, то они являются алгебраическими над 
Д числами и, следовательно, принадлежат У. Отсюда 
в свою очередь следует, что если $(5) — минимальный 
полином над А с корнем е, и $ (т) — степень этого поли- 
нома, то имеет место неравенство 


Из известных свойств полинома ф (1) (см., например, 
Ван дер Варден [2], т. Г) теперь вытекает, что и число т 
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ограничено, и следовательно, имеется лишь конечное 
число корней из единицы с отмеченным в лемме усло- 
вием. 

Случай поля простой характеристики разбирается 
еще проще. Пусть поле А содержит р элементов, а в этом 
случае в Х имеется < р’ элементов. Так как в есть ко- 
рень полинома степени < п над S, то этот е принадле- 
жит конечному подполю, содержащему не более р 
элементов, так что = является также корнем степени 
< р" —1 из единицы, и этим лемма доказана. 

1.4. Пусть Г — неприводимая линейная группа над 
произвольным полем Р. Если все корни характеристиче- 
ских полиномов матриц из Г являются корнями из еди- 
ницы, то Г— локально конечная группа. 

Пусть Н, — подгруппа в Г, порожденная конечным 
множеством M,. Так как группа Г конечномерна, то 
множество М, можно дополнить до неприводимого ко- 
нечного подмножества М из Г. Пусть Н — подгруппа, 
порожденная подмножеством М. Покажем, что Н — ко- 
нечная группа. Этим лемма будет доказана. Пусть А — 
простое подполе основного поля Р. Присоединим к А 
все элементы каждой матрицы из М, и новое поле обо- 
значим через А. Элементы каждой матрицы из Я также 
принадлежат А. Пусть теперь Х — множество всех кор- 
ней из единицы, являющихся корнями характеристиче- 
ских полиномов |А —^Е|, AGH. Согласно предыдущей 
лемме, Х — конечное множество. Из леммы 1.2 теперь 
выводим, что Н — конечная группа. 

Теперь уже можно доказать и теорему 1.1. Пусть 
Г — периодическая матричная группа и пусть эта группа 
действует в конечномерном пространстве G. Пусть [H,] — 
некоторый Г-композиционный ряд в С, и УХ — Г-центра- 
лизатор этого ряда. Ух — нильпотентная, а следовательно, 
и локально конечная группа. Согласно предыдущей 
лемме в каждом факторе композиционного ряда группа Г 
действует как локально конечная, а из теоремы Ремака 
можно заключить, что и Г/У— локально конечная 
группа. Так как расширение локально конечной группы 
с помощью локально конечной группы — снова такая 
же группа, то Г — локально конечная группа. Теорема 
доказана. 
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Эта теорема в случае полей нулевой характеристики 
дополняется следующей теоремой, для конечных групп 
доказанной еще Жорданом. 

1.5. Всякая периодическая матричная группа над по- 
лем нулевой характеристики содержит абелев нормальный 
делитель конечного индекса, причем этот индекс ограни- 
чен числом, зависящим лишь от степени группы. 

Вначале приведем доказательство теоремы для поля 
комплексных чисел, следуя работе И. Шура [1]. Это до- 
казательство опирается на принадлежащие Фробениусу 
геометрические соображения, представляющие и боль- 
шой самостоятельный интерес. 

Пусть все рассматриваемые матрицы имеют степень п 
и пусть Ё — единичная матрица. Для каждой матрицы 
А через s(A) будем обозначать сумму квадратов моду- 
лей всех элементов матрицы A. Очевидно, что если 
U — унитарная матрица, то справедливы соотношения 


s (A) =s(U A) =s (AU) ==s (U“AU). 


Фробениусом доказаны следующие утверждения. 
Если А и В — две унитарные матрицы, принадлежащие 


3 1 
конечной группе, из; (Е — 4) < >, $(Е — В) < 14, то Аи 
В перестановочны. Доказано также, что имеется лишь 
конечное число унитарных матриц A,, A,,..., удовлет- 
1 
воряющих условию s(A,;—A,) >-, и это число огра- 


ничено числом ^„=(\/8и -- 1)”. Эти утверждения мы 
примем без доказательства. 

Пусть теперь Г — периодическая матричная группа 
степени п над полем комплексных чисел. Такая группа 
локально конечна, и, в силу известных соображений, 
можно считать, что Г унитарна. Обозначим через У 
подгруппу в Г, порожденную всеми А, удовлетворя- 


ющими условию: 5(Е— A) <5. Согласно сказанному 


выше такая подгруппа абелева, и очевидно также, что 
она инвариантна в Г. Имея дальше в виду соотношение 


s(E — AB”) =s ((B — А) В) =s(B — A), 
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мы можем еще заключить, что если Аи В принадлежат 
1 

pie 
Следовательно, этих смежных классов He более числа A,. 

Чтобы доказать теорему в общем случае поля ну- 
левой характеристики, вначале напомним (см. п. 4.2.3), 
что если конечная группа допускает представление 
степени п в некотором поле нулевой характеристики, то 
она допускает представление той же степени и в поле 
комплексных чисел. Таким образом, теорема Жордана 
верна для любого поля представления нулевой характе- 
ристики. Теорема 1.2 для произвольных полей нулевой 
характеристики непосредственно следует из теоремы 
Жордана и следующего общего предложения: если 
в группе Г каждая ее подгруппа с конечным числом 
образующих имеет абелев нормальный делитель индекса 
<i, то и в Г имеется абелев нормальный делитель 
индекса <_\. Отмеченное сейчас предложение легко 
вывести методами А. И. Мальцева из локальной теоремы 
УИП (см. А. И. Мальцев [2]. 

Заметим, что для полей простой характеристики 
соответствующий результат уже неверен. В локально 
конечной линейной группе над полем характеристики 
р>0 может даже не быть разрешимой подгруппы ко- 
нечного индекса (см. еще работу М. И. Каргаполова [3]. 

1.6. Всякая периодическая группа матриц над полем 
рациональных чисел конечна. 

Пусть группа Г удовлетворяет условиям теоремы. 

ожно считать, что Г — абелева группа. Допустим, что 
ее элементы с,, с.,...,0, линейно порождают линейную 
оболочку группы Г. Если присоединить к полю раци- 
ональных чисел AR характеристические корни всех с, 
и соответствующее конечное (алгебраическое) расшире- 
ние обозначить через А’, то в В’ группа Г приводится 
к диагональному виду. При этом на главной диагонали 
будут стоять элементы периодической части мульти- 
пликативной группы поля А’. Но эта периодическая 
часть по известной теореме (ср. лемму 1.3) конечна. 
Отсюда легко следует конечность группы Г. 

В связи с рассмотрениями этого пункта заметим еще, 
что периодические фактор-группы матричных групп не 


различным смежным классам по 3, To $(В— А) > 
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всегда локально конечны, — достаточно вспомнить, что 
свободная группа может быть представлена как 
матричная, и воспользоваться теоремой П. С. Новикова. 
Поэтому было бы интересно выделить случаи, когда 
можно все же заключать, что фактор-группа матричной 
группы локально конечна, если опа периодическая (см. 
в связи с этим работу J. А. Супруненко [6]. 


2. Разрешимые группы. Среди работ по разрешимым 
матричным группам над произвольными полями наиболь- 
шую роль сыграли работы Г. Цасенхауза [1], Е. Кол- 
чина [1], А. И. Мальцева [5] и серия работ Д. А. Супру- 
ненко (см. литературу). 

Мы начнем со следующей теоремы, которую назовем 
здесь основной: 

2.1. Пусть С — п-мерное векторное пространство 
над полем P, и СЁ(п, Р) группа всех автоморфизмов 
этого пространства. Тогда существует такое р=р (п), 
что в любой разрешимой, подгруппе Г из CL (п, Р) имеется 
подгруппа конечного индекса i < p(n), коммутант которой 
является стабильной группой. 

Перед тем как доказывать теорему, заметим, что из 
нее и теоремы Калужнина немедленно следует важная 
теорема Цасенхауза: 

2.2. Существует такое конечное К = (п), что в любой 
разрешимой подгруппе Г из CL (п, P) длина ряда комму- 
тантов ограничена этим числом. 

свою очередь из 2.2 вытекает, что для матричных 
групп такие свойства, как локальная разрешимость, RN* 
и вообще локальная радикальность вырождаются в раз- 
решимость группы. 

риводимое ниже доказательство теоремы 2.1 сов- 
падает в основном с доказательством из работы Д. А. Су- 
пруненко [3]. Очень простое ее доказательство, исполь“ 
зующее топологию Зарисского, — об этой топологии см. 
п. 4.4.2, — содержится также в книге И. Капланского [1]. 

Рассмотрим вначале случай, когда разрешимая 
группа Г является примитивной и неприводимой. Мы 
также допустим, что Г является максимальной разре- 
шимой подгруппой заданного класса. Понятно, что та- 
кое допущение не является ограничением. Пусть дальше 
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ХУ — некоторый максимальный абелев нормальный дели- 
тель в Г, содержащий предпоследний член нижнего 
ряда коммутантов группы Г. Последнее свойство нужно 
для того, чтобы разрешимый класс фактор-групп Г/У 
был меньше, чем класс самой группы Г. Согласно тео- 
реме Клиффорда пространство С обладает прямым раз- 


ложением 
6226 6. Ae eG, 


в котором все G, Уу-допустимы, группа + неприводима 
относительно каждого G, и, кроме того, все пары (G,, У) 
эквивалентны между собой и являются точными парами. 
Обозначим через К линейную оболочку группы У и по- 
кажем, что А — поле. 

Выберем в каждом С, по одному элементу а;. Так 
как пара (G,, У) неприводима, то каждый паз имеем 

‚ =а,0К. Из того, что К — коммутативная алгебра, 
следует, что К-аннулятор элемента а; совпадает с ядром 
представления К относительно G,. Эквивалентность 
всех пар (G,, У) влечет эквивалентность пар (G,, К). 
Следовательно, если идеал Ё из К аннулирует подпро- 
странство G,, то он должен аннулировать и все прост- 
ранство С. Такой идеал Г, равен нулю, и потому все 
пары (G,, К) точны. Итак, К-аннуляторы элементов а, 
равны нулю. Теперь можно утверждать, что все пары 
(G,, К) эквивалентны регулярной паре (К, К). Но это 
означает также, что в К нет нетривиальных идеалов, 
и, следовательно, алгебра А является полем, так что век- 
торное пространство G можно также рассматривать как 
т-мерное пространство над полем К. 

Обозначим дальше через S* мультипликативную 
группу поля К. Эта группа совпадает с У. Действи- 
тельно, она содержит У, а с другой стороны, так как 
х*Г — разрешимая группа такого же класса, как и Г, 
то >*С Г. Ввиду максимальности УХ теперь имеем 
х* =. 

С помощью формулы сс —=1 ов, 1 ЕК, с ЕГ, опре- 
делим внутреннее представление группы Г относительно 
поля А, и пусть Ф — ядро этого представления. Ясно, 
что Ф совпадает с централизатором в Г подгруппы У. 
Покажем, что фактор-группа Г/Ф конечна. 
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Понятно, ито поле К является конечным алгебраи- 
ческим расширением поля РЁ, (Е, — единица в Г) сте- 


п 
пени г=-——. Так как все элементы из PE, неподвижны 


относительно Г, то по известному свойству групи авто- 
морфизмов полей порядок группы Г/Ф не превосходит 
числа г. Дальше будем доказывать, что и Ф/У-— конеч- 
ная группа. 

Так как все элементы из Ф перестановочны с эле- 
ментами из А, то нетрудно понять, что группу Ф можно 
рассматривать как группу автоморфизмов т-мерного 
векторного пространства G над полем КД, т. е. как под- 
группу в СЁ (т, К). Этим замечанием мы сейчас вос- 
пользуемся. 

Пусть теперь 3/S— некоторая инвариантная в Г/У 
абелева подгруппа в ®/S. Покажем, что эта группа ко- 
нечна, и оценим ее порядок. Пусть a,, аь,..., а, — пред- 
ставители Ё различных смежных классов группы 3/У. 
Будем показывать, что, рассматривая их как элементы 
в т?-мерном пространстве линейных операторов над 
полем А, мы получим линейно независимую систему. 
Допустим, что между этими элементами имеется неко- 
торая линейная зависимость: 


Е 
У, ha, =0. 
1—1 


Трансформируя здесь левую и правую части некоторым 
элементом аз, получим: 


k 
ла 600: 


t==1 


С другой стороны, ааа = ва, в, @ К, так что имеем 
k 
D> a0. 
t=1 


Покажем дальше, что элемент а здесь можно по- 
добрать таким образом, чтобы при #521 было в, 52 щ. 
Действительно, если бы при любом абз было в, = в, 
то элемент aja, был бы перестановочен с каждым та- 
ким а. В силу определения Х это означало бы, что 
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аа, © У. Ho это противоречит выбору элементов а, 
Пусть теперь а выбрано в соответствии с отмеченным 
свойством. Для такого а имеем: 

К 

Уи, — №) а, =0. 

$—2 
Теперь уже получилось, что и элементы а.,..., ак ли- 
нейно зависимы. Проводя так дальнейшие сокращения, 
мы, очевидно, придем к противоречию. Отсюда следует, 
что порядок группы 3/\Х не превосходит размерности 
линейной оболочки над А группы 3. Можно даже про- 
верить, что здесь будет равенство. Таким образом, по- 
рядок группы 3/У% ограничен числом m?. 

Допустим теперь, что 3/3 — максимальная инвариант- 
ная в Г/Х абелева подгруппа в Ф/у, и У’ — централиза- 
тор 3 B Ф. Из общих рассмотрений п. 95.3.4 следует, 
что этот централизатор содержится в % и потому 
совпадает с >, так что Ф/У можно рассматривать как 
группу автоморфизмов группы 3. Пусть ©’ — совокупность 
всех элементов из Ф, действующих тождественно в фактор- 
группе 3/5. Так как $/Х — конечная группа порядка < т”, 
то Ф/Ф’ — также конечная группа, и ее порядок огра- 
ничен числом т?!. Кроме того, Ф'’/Х — абелев нормаль- 
ный делитель в Ф/У, и, по предыдущему, его порядок 
ограничен числом т?. В итоге мы получаем, что абе- 


лева подгруппа У имеет конечный индекс в Ги этот 


п 
индекс ограничен числом т’ (т’)!-—. 


Теперь рассмотрим общий случай. Пусть Г — разре- 
шимая подгруппа в СЁ(п, Р) и пусть вначале она не- 
приводима. Покажем, что каждый максимальный абелев 
нормальный делитель из Г имеет в Г конечный индекс, 
и оценим этот индекс. Если Г импримитивна, то сог- 
ласно теореме 3.2.3.2 эта группа содержит примитив- 
ную подгруппу Г’индекса < п!. В свою очередь, в I” 
имеется абелев нормальный делитель У’, индекс кото- 
рого ограничен некоторым А (п). Теперь ясно, что и pT 
имеется абелев нормальный делитель У, индекс кото- 
рого ограничен числом, зависящим от и. 

И, наконец, пусть Г приводима и пусть ряд 


1G) C бе ЕСС ЕС 
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является Г-композиционным рядом BG. Обозначим через 
Г, группу автоморфизмов, индуцируемую группой Г 
в фактор-пространстве G,,,/G,;, и пусть еще $ — Г-центра- 
лизатор приведенного ряда. Из предыдущего и из тео- 
ремы Ремака следует, что в группе Г/з, изоморфной 
подпрямому прозведению неприводимых групп Г,, имеется 
подгруппа Ф/з конечного индекса i, ограниченного не- 
которым числом р (п), зависящим только от и, и абелева. 
Ясно, что Ф’— стабильная группа. Теорема доказана. 

Что касается числа p(n), то в работе Д. A. Супру- 
ненко [3] рассмотрены для него более точные оценки. 

Покажем дальше, что если основное поле Р является 
алгебраически замкнутым, то нормальный делитель Ф 
приводится к совместному треугольному виду. Доста- 
точно рассмотреть случай неприводимой группы Г. 
В этом случае нормальный делитель Ф вполне приводим, 
а так как он абелев, то все его неприводимые части 
одномерны. Следовательно, Ф — диагональная группа, 
что и требовалось. 

Отметим еще одно уточнение основной теоремы, ука- 
занное В. С. Чариным. 

2.3. Если Г— разрешимая матричная группа над 
полем рациональных чисел, то в ней имеется стабильный 
нормальный делитель Ф, фактор-геруппа по которому 
есть конечное расширение свободной абелевой группы. 

Это уточнение получается 3a” счет соответствующего 
свойства мультипликативной группы конечного алгебраи- 
ческого расширения поля рациональных чисел. 

Докажем дальше уже сформулированную в предыду- 
щем параграфе теорему 3.1 А. И. Мальцева: разрешимая 
группа автоморфизмов абелевой группы с конечным чис- 
лом образующих является нетеровой группой. 

Понятно, что достаточно ограничиться случаем, 
когда абелева область действия С есть группа без кру- 
чения. В этом случае группа автоморфизмов Г предста- 
вима матрицами над полем рациональных чисел, а тот 
факт, что С имеет конечное число образующих, озна- 
чает, что все матрицы можно считать целочисленными 
и с определителем, равным -&1. Предыдущие рассмот- 
рения показывают, что достаточно ограничиться слу- 
чаем абелевой группы Г. 
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Итак, пусть Г — абелева матричная группа с цело- 
численными элементами и с определителем, равным 1. 
Нужно показать, что Г имеет конечное число образую- 
щих. Возьмем (ср. доказательство теоремы 1.6) в Г 
некоторое конечное множество элементов с,, #=1,2,...,К, 
порождающих линейно линейную оболочку группы Г. 
Если присоединить к полю рациональных чисел харак- 
теристические корни всех с; и новое поле обозначить 
через P, то в этом Р все с, приводятся к совместному 
треугольному виду. При этом к совместному треуголь- 
ному виду будет приведена и вся группа Г. Если o— 
элемент этой треугольной группы, то на главной ди- 
агонали этого элемента стоят его характеристические 
корни, а эти корни являются целыми элементами поля Р. 
С другой стороны, так как все определители равны —+1, то 
на главной диагонали здесь будут стоять только единицы 
поля Р. Учитывая, что Р есть конечное расширение поля 
рациональных чисел, мы можем воспользоваться теоремой 
Дирихле, согласно которой группа единиц поля Р имеет 
конечное число образующих. Отсюда следует, что если 
Ф — стабильная часть группы Г, то Г/Ф — групца с ко- 
нечным числом образующих. Согласно теореме 8.1.2.3 
Ф также имеет конечное число образующих. Следова- 
тельно, и Г имеет конечное число образующих. 

Две другие теоремы (3.2 и 5.3) непосредственно 
следуют из теоремы 2.1. 


3. Нильпотентные матричные группы. Приводимые 
в этом пункте теоремы принадлежат Д. А. Супруненкюо, 
М. С. Гаращуку и В. I. Платонову (см. литературу). Из 
отмеченной в предыдущем пункте теоремы Цасенхауза 
следует, что во всякой матричной группе имеется ло- 
кально разрешимый радикал и этот радикал разрешим. 
По поводу локально нильпотентного радикала докажем 
следующую, теорему. 

3.1. Бо всякой матричной группе Г локально ниль- 
потентный радикал В(Г) совпадает с множеством всех 
нильэлементов группы. 

Для доказательства теоремы достаточно показать, 
что если Г — матричная группа и с, с.,..., с„ — неко- 
торое конечное множество ее нильэлементов, то под- 
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группа, порожденная этим множеством, нильпотентна. 
Пусть У — такая подгруппа. Согласно теореме Мальцева 
из п. 4.2.3 группа У обладает двойственной локаль- 
ной системой нормальных делителей >, таких, что все 
S/S, — конечные группы, допускающие точное матрич- 
ное представление одной и той же степени, скажем п. 
Так Kak 3/S,— конечная группа, порожденная ниль- 
элементами, то согласно теореме 0.4.1.4 она нильпо- 
тентна и, в частности, разрешима. Итак, все S/S, — раз- 
решимые группы, причем их разрешимые классы ограни- 
чены некоторым k(n). Отсюда следует, что и вся группа 
> разрешима. Для завершения доказательства остается 
сослаться на теорему 0.4.1.7, согласно которой, в ча- 
стности, в разрешимой группе множество нильэлемен- 
тов есть локально нильпотентная подгруппа. 

3.2. Всякая матричная локально нильпотентная 
группа обладает возрастающим центральным рядом. 

Ввиду теоремы Цасенхауза (п. 8.2.2) достаточно 
рассмотреть случай неприводимой группы. Итак, пусть 
Г — неприводимая локально нильпотентная группа. Так 
как такая группа необходимо разрешима, то в Г имеется 
абелев нормальный делитель Ф конечного индекса. 
Возьмем теперь внутреннюю групповую пару (Ф, Г) и 
ее фактор-пару (Ф, Г/Ф). Обе эти пары локально ста- 
бильны, а так как Г/Ф — конечная группа и Ф абелева, 
то эти пары стабильны. Это означает, что в группе Г 
имеется возрастающий центральный ряд, и теорема до- 
казана. 

Заметим еще, что в том частном случае, когда ос- 
новным полем служит поле рациональных чисел, можно 
даже утверждать, что локально нильпотентная группа 
Г нильпотентна. 

Действительно, согласно замечанию В. С. Чарина 
2.3, можно считать, что Ф есть группа без кручения. 
Но тогда ввиду 7.3.1.1 эта подгруппа содержится 
в центре неприводимой группы Г. Дальнейшее очевидно. 

3.3. Всякая энгелева матричная группа нильпотентна. 

Снова ограничиваемся неприводимым случаем. Если 
Г — энгелева группа, TO она локально нильпотентна, и 
в неприводимом случае в Г имеется абелев нормальный 
делитель Ф конечного индекса. Нак и раньше, рассмот- 
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рим пару (®, Г/Ф). Из энгелевости следует, что все 
элементы из Г действуют в Ф финитно стабильно. 
Ввиду теоремы 7.2.3.4 сама конечная группа Г/Ф фи- 
нитно стабильна относительно Ф. Это означает, что 
в Г имеется конечный центральный ряд. Теорема дока- 
зана. 

Приведем теперь одну теорему об унипотентных эле- 
ментах. Hak мы знаем, во всякой локально нильпо- 
тентной линейной группе унипотентные элементы об- 
разуют подгруппу. Мы докажем теперь следующую 
теорему: 

3.4. Во всякой разрешимой матричной группе над 
полем нулевой характеристики унипотентные элементы 
образуют подгруппу (совпадающую с радикалом 1 (Г)). 

Пусть Г — группа, удовлетворяющая условиям тео- 
ремы. В таком случае, как нетрудно понять, каждый 
унипотентный элемент из Г является элементом беско- 
нечного порядка. Можно также предполагать, что ос- 
новное поле является алгебраически замкнутым. Возь- 
мем в области действия С Г-композиционный ряд 


ая О ао а бе. 


Г-централизатор этого ряда совпадает с радика- 
лом 1(Г). Нам нужно показать, что каждый унипо- 
тентный элемент из Г принадлежит 1 (Г). 

Допустим, что с — унипотентный элемент в Г, и 
пусть этот элемент не принадлежит 1(Г). Это значит, 
что найдется такой фактор G,,,/G;, что элемент с дей- 
ствует в этом фактор-пространстве не тривиально. Пе- 
рейдем теперь к группе Г;, индуцируемой группой Г 
в G,,,/G,, и пусть 3 — образ. элемента с в этой группе. 
Ясно, что б — также унипотентный элемент. В группе Г, 
имеется диагональный нормальный делитель Ф, конеч- 
ного индекса. Этот Ф,, конечно, не содержит неединич- 
ных унипотентных элементов. Легко видеть, что сте- 
пени унипотентных элементов также являются унипо- 
тентными элементами. Следовательно, никакая степень 
элемента 5 не может принадлежать Ф,. Но здесь мы 
сразу приходим к противоречию с тем, что б — элемент 
бесконечного порядка и Ф; имеет конечный индекс в Г. 
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Нетрудно убедиться, что аналогичная теорема для 
полей ненулевой характеристики уже неверна. 

Приведем дальше несколько замечаний относительно 
полной приводимости. Вначале отметим следующее хо- 
рошо известное предложение: 

3.0. Матричная группа Г тогда и только тогда вполне 
приводима, когда ее линейная оболочка является полу- 
простой алгеброй. 

Допустим вначале, что линейная оболочка <I> = 
является полупростой алгеброй. Как известно (см., на- 
пример, Ван дер Варден [2]), такая алгебра обладает 
вполне приводимым регулярным представлением. Но 
тогда %[, а вместе с ней и Г вполне приводимы 
и относительно области действия С. Пусть теперь Г 
вполне приводима относительно С. Тогда и алгебра 2 
вполне приводима. Очевидно, что радикал вполне при- 
водимой алгебры равен нулю, и следовательно, %[ — по- 
лупростая алгебра. 

Как известно, если основное поле алгебры имеет 
нулевую характеристику и если алгебра полупроста, 
то это ее свойство не теряется при переходе к конеч- 
ному алгебраическому расширению основного поля. OT- 
сюда и из доказанного сейчас свойства следует, что 
если матричная группа Г вполне приводима и основное 
поле имеет нулевую характеристику, то Г остается 
вполне приводимой и при соответствующем расширении 
основного поля. Нетрудно также понять, что если 
группа Г вполне приводима в некотором расширении 
основного поля, то такая группа вполне приводима 
и в исходном поле. 

Назовем, далее, элемент с матричной группы вполне 
приводимым, если вполне приводима порожденная этим 
элементом циклическая подгруппа. Из предыдущих за- 
мечаний, в частности, видно, что при нулевой харак- 
теристике элемент с тогда и только тогда вполне при- 
водим, когда в некотором расширении основного поля 
можно подобрать базис, в котором этот элемент при- 
нимает диагональный вид. 

Докажем теперь, что если группа Г локально ниль- 
потентна и вполне приводима, то все ее элементы 
также вполне приводимы. Пусть с — произвольный эле- 
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мент в Г. Этот элемент можно включить в некоторую 
подгруппу УХ имеющую конечное число образующих 
и такую, что линейная оболочка У совпадает с линейной 
оболочкой всей группы Г. Ясно, что вместе с Г под- 
группа S вполне приводима. Так как УХ — нильпотент- 
ная группа, то циклическая подгруппа {5} достижима 
в У. Теперь из теоремы Илиффорда следует, что эта 
циклическая подгруппа также вполне приводима. Итак, 
все элементы из Г вполне приводимы. Для полей нуле- 
вой характеристики справедливо и обратное. В дей- 
ствительности имеет место следующая интересная тео- 
рема (Супруненко — Тышкевич [1]): 

3.6. Во всякой локально нильпотентной матричной 
группе Г над совершенным полем множество всех вполне 
приводимых элементов составляет инвариантную под- 
группу Ф. Эта подгруппа сама вполне приводима и содер- 
жит каждую вполне приводимую подгруппу из Г. 

Подгруппу Ф естественно назвать вполне приводимой 
частью группы Г. Так как пересечение Ф f) 1 (Г) совпадает 
с единицей, то подгруппа, порожденная Ф и т (Г), яв- 
ляется прямым произведением этих подгрупп. Это про- 
изведение может, конечно, не совпадать с Г, однако 
каждая локально нильпотентная группа Г содержится 
в некоторой такой расщепляемой локально нильпотент- 
ной группе. Мы не приводим здесь доказательство тео- 
ремы 3.6, так как это доказательство использует неко- 
торые специальные сведения о расщеплениях линейных 
и ae Заметим только, что в указанной работе 
Д. А. Супруненко и Р. И. Тышкевич используется тон- 
кая матричная техника и было бы полезно попытаться 
еще рассмотреть операторную природу приводимых там 
конструкций. 

Приведем теперь несколько заключительных замеча- 
ний к этому и предыдущему пунктам. Как мы видели, 
во всякой матричной группе имеется разрешимый ради- 
кал, а из теоремы 3.3 следует также, что имеется и 
нильпотентный радикал — максимальный нильпотентный 
нормальный делитель. Ироме того, всякая локально 
разрешимая матричная группа разрешима, а в поле 
рациональных чисел каждая локально нильпотентная 
группа нильпотентна и каждая локально конечная 


[а 
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группа конечна. В связи с этим естественно возникает 
вопрос: в какой мере эти факты можно охватить неко- 
торыми общими предложениями о примитивных или 
локально примитивных классах линейных групп? 
Большой цикл задач относится к обобщениям изве- 
стных теорем о матричных группах над полями на 
группы над кольцами и телами. Отметим, в частности, 
следующие факты, относящиеся к матричным группам 
над коммутативным кольцом с единицей. Во всякой та- 
кой группе имеется локально разрешимый радикал 
(А. И. Токаренко), который не обязательно разрешим 
(Д. А. Супруненко [7]). Локально нильпотентный ради- 
кал каждой такой группы совпадает с множеством ее 
нильэлементов, а периодичность в этой ситуации вле- 
чет локальную конечность (В. П. Платонов, А. И. То- 
каренко). Доказательства этих теорем редуцируются 
к случаю полей общими приемами, отмечавшимися 


в п. 4.1.2. 


4. Обобщения на бесконечномерный случай. Этот пункт 
посвящен локально конечномерным линейным группам, 
уже рассматривавшимся в $ 4.3. Прежде всего заметим, 
что из соответствующих результатов, относящихся к ко- 
нечномерному случаю, непосредственно выводится сле- 
дующая теорема: 

4.1. Bo всякой локально конечномерной линейной 
группе имеется локально разрешимый радикал, являю- 
щийся строгим радикалом. Локально нильпотентный 
радикал такой группы совпадает с множеством всех ее 
нилъэлементов. 

Что касается основной теоремы о разрешимых груп- 
пах, то она переносится на локально конечномерный 
случай следующим образом (А. Е. Залесский [1]): 

4.2. Бсякая локально конечномерная локально разре- 
шимая линейная группа Г содержит такую инвариант- 
ную подгруппу Ф, что Г|/Ф — периодическая группа и 
коммутант Ф’ принадлежит радикалу 1 (Г). 

Доказательство этой теоремы основано на тех же 
идеях, что и доказательство теоремы 2.1. Только при 
этом понятия, связанные с внешним действием группы, 
переводятся предварительно на внутренний язык ее 
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линейной оболочки. Hpome того, для доказательства 
периодичности фактор-группы Г/Ф (в конечномерном 
случае соответствующая фактор-группа конечна) приме- 
няется следующая полезная лемма. 

Пусть М и Н-мультипликативные полугруппы 
в алгебраической алгебре L, и допустим, что для лю- 
бых ТЕМ и hEH имеются такие числа Ги р, что 
him’ = т. Через H, обозначим множество всех % ЕН 
таких, что для всякого m€M имеется такое А, при 
котором пт’ =иий,. Н,— подполугруппа в Н, а если 
Н — группа, тои Н, —— группа — подгруппа В H. Лемма 
утверждает, что для каждого РЕН существует подхо- 
дящий показатель i, такой, что МЕН... Если, в ча- 
стности, Н — группа, и для всякого ЙЕН выполняется 
включение МАС М, то Н,— нормальный делитель 
в Н с периодической фактор-группой H/H,. Если, да- 
лее, М, — М-централизатор подполугруппы H,, то для вся- 
кого т у: М существует показатель Ё, при котором m* 6 Мо. 

С помощью этой же леммы может быть доказана и сле- 
дующая теорема: 

4.3. Если Г — локально нильпотентная линейная 
группа, состоящая из алгебраических элементов и полу- 
простая, то фактор-группа этой группы по ее центру 
является периодической группой. 

Отметим еще следующую теорему (из той же работы 
А. Е. Залесского): 

4.4. Если Г— локально конечномерная локально раз- 
решимая линейная группа над полем нулевой характери- 
cmuku, то ее 1-радикал совпадает с множеством всех 
инипотентных элементов. 


5. Существование точных представлений. Вопрос о су- 
ществовании точных конечномерных представлений для 
периодических и абелевых групп исследован А. И. Маль- 
цевым в работе [3]. Приведем по этому поводу две тео- 
ремы из указанной работы. 

Для того чтобы абелева группа Г могла быть 
представлена изоморфно матрицами степени п над неко- 
торым полем нулевой тарактеристики, необходимо и 
достаточно, чтобы ее периодическая часть имела ранг 
не более п. Для того чтобы аналогичная представимость 
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была возможна над некоторым полем характеристики 
р >0, необходимо и достаточно, чтобы р-компонента 
периодической части группы Г разлагалась в прямое про- 
изведение циклических групп порядка < р*, а все осталь- 
ные примарные компоненты имели ранг не более п — $. 

5.2. Для того чтобы периодическая группа Г могла 
быть точно представлена матрицами над некоторым 
полем нулевой характеристики, необходимо и доста- 
точно, чтобы она имела представимый абелев нормальный 
делитель конечного индекса. 

Необходимость в этой теореме следует из теоремы 
Шура 1.5, а достаточность содержится в следующем 
утверждении, являющемся частным случаем одного 
предложения в конце п. 2.1.4: если группа Г содержит 
представимый нормальный делитель конечного индекса, 
то и сама группа Г представима. 

Для полей простой характеристики указанные здесь 
условия являются, конечно, достаточными, но они 
не необходимы, так что в этом случае исчерпывающего 
решения вопроса пока нет. В качестве необходимого 
условия можно лишь напомнить, что периодическая 
матричная группа всегда локально конечна. 

Отметим, далее, следующую теорему В. ©. Ча- 
рина [1]: 

5.3. Бсякая нильпотентная группа без кручения 
конечного ранга допускает точнсе конечномерное пред- 
ставление над полем рациональных чисел. Это представ- 
ление может быть выбрано таким образом, чтобы все 
матрицы имели специальный треугольный вид. 

Ряд работ посвящен условиям точной представимости 
разрешимых групп, однако полного решения здесь пока 
нет. Как заметил недавно Д. М. Смирнов [6], свобод- 
ные разрешимые группы разрешимого класса >3 не до- 
пускают точного матричного представления ни над 
каким полем. Это, в частности, означает, что класс 
матрично представимых групп не замкнут относительно 
расширений, и поэтому было бы интересно выделить 
некоторые специальные типы расширений, для которых 
подобная замкнутость имеет место. В этой же работе 
Д. М. Смирнова показано, что свободная двуступенно 
разрешимая группа представима конечными матрицами 
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над некоторым чисто трансцендентным расширением 
поля рациональных чисел. 

В заключение отметим, что большой интерес пред- 
ставляет нахождение условий точной локально конеч- 
номерной представимости групп. Верно ли, например, 
что каждая локально нильпотентная группа без круче- 
ния допускает такое представление? 

В связи с рассмотрениями этого пункта см. еще 
работу Ф. Холла [3]. 


$ 3. ГРУППЫ АВТОМОРФИЗМОВ РАЗРЕШИМЫХ ГРУПП 


1. Исходные замечания. Допустим, что G— некоторая 
группа, Г — группа ее автоморфизмов, [И] — некоторый 
возрастающий нормальный ряд в С из Г-допустимых 
подгрупп и, наконец, У — Г-централизатор этого ряда. 
Х является стабильной и, следовательно, Й-группой, 
а Г/У — подпрямое произведение групп автоморфизмов Г., 
индуцируемых группой Г в факторах указанного ряда. 
Допустим далее, что ряд [H,] есть верхний радикальный 
ряд группы С и, если группа С не является радикаль- 
ной группой, то H__, совпадает с верхним радикалом 
R(G), a H,=G. В таком случае, поскольку = действует 
тождественно как в радикале A(G), так и в G/R(G), 
этот Г-централизатор оказывается абелевой группой. 
Все Г, за исключением Г ‚1, Являются группами авто- 
морфизмов локально нильпотентных групп, а ie 


группа автоморфизмов полупростой группы. Taga ce 
разом, мы видим, что основной интерес должен быть 
сосредоточен на группах автоморфизмов локально ниль- 
потентных групп и на группах автоморфизмов полупро- 
стых групп. Пока здесь сделано очень мало *). 

Если группа С является Й’-группой, то полупростая 
группа G/R(G) оказывается Р-полупростой группой, 
а о группах автоморфизмов последних некоторые сведе- 
ния мы имеем. 


*) Напомним еще, что согласно теоремам 4.1.4.1 и 4.3.4.3, 
если; G — радикальная группа и ее автоморфизм с действует то- 
ждественно в радикале R(G), To с действует тождественно и 
в G/R(G). 
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Действительно, если С — Р-полупростая группа и 
Н = В (С) — ее вполне приводимый радикал, то, в силу 
п. 0.1.4, Н точно приводит группу автоморфизмов 1 (G), 
так что (С) есть подгруппа в (НН). Строение послед- 
ней описывается теоремой из п. 3.2.4. 

Имея в виду теперь радикальные группы, предполо- 
жим, что а — такая группа, причем еще конечного ранга. 
В этом случае в G имеется возрастающий ряд характе- 
ристических подгрупп с абелевыми факторами конеч- 
ных рангов, группы автоморфизмов которых являются 
конечномерными линейными группами. Поэтому вся 
группа Г оказывается расширением й-группы с помощью 
подпрямого произведения матричных групп. 
| 


2. Группы автоморфизмов разрешимых A ,-rpynn. Первые 
результаты о группах автоморфизмов разрешимых 
А;-групп принадлежат Д. М. Смирнову. Некоторые из этих 
результатов уже приводились в п. 8.1.2. Здесь будут 
изложены другие результаты, принадлежащие Д. М. Смир- 
нову и В. С. Чарину. 

В доказательствах используются приведенные в пре- 
дыдущем параграфе теоремы о разрешимых матричных 
группах. В действительности приводимые ниже резуль- 
таты являются обобщениями соответствующих свойств 
матричных групп. 

Как уже отмечалось, всякая локально разрешимая 
группа матриц над произвольным полем разрешима. 
Опираясь на этот факт, докажем сейчас’ следующую 
теорему: 

2.1. Всякая локально разрешимая группа nemone pp us: 
мов Г разрешимой A,-epynne. С разрешима. 

Пусть С и Г удовлетворяют условиям теоремы и 
пусть в группе С задан конечный ряд характеристиче- 
ских подгрупп 


Яссы Сб СВ, =6, 


каждый фактор которого является прямым произведе- 
нием конечного числа квазициклических групп (по од- 
ному р), или конечная абелева группа, или абелева 
группа без кручения конечного ранга. Пусть S— 
Г-централизатор указанного ряда и Г,-— группа автомор- 
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физмов, индуцируемая группой Г в факторе G,,,/G,. Все 
Г; — разрешимые группы (п. 2.2), а в силу теоремы 
Ремака (см. п. 1.1.3), отсюда следует, что и Г/У — раз- 
решимая группа. Так как ХУ — нильпотентная группа, 
то теперь уже ясно, что Г — разрешимая группа. 

Из этой теоремы непосредственно следует, что во вся- 
кой группе автоморфизмов разрешимой А.-группы имеется 
разрешимый радикал. 

Заметим, что пока неизвестно, верна ли теорема, 
аналогичная теореме 2.1, для произвольной разрешимой 
группы С конечного ранга. Тем более неизвестно, как 
обстоит дело в неразрешимом случае. 

2.2. Всякая разрешимая группа автоморфизмов Г раз- 
решимой нетеровой группы С также является нетеровой 
группой. 

В группе @ имеется конечный ряд характеристических 
подгрупп с нетеровыми абелевыми факторами. Пусть 


B= Ci CO ws ChaCha © вс HG 


— такой ряд и S—ero Г-централизатор. Согласно тео- 
реме 8.1.2.3 У — нильпотентная нетерова группа, а из 
теоремы 1.3.1 и теоремы Ремака’о подпрямых произ- 
ведениях следует, что и Г/\ — нетерова группа, так что 
Г — нетерова группа. 

Следующая теорема связана с теоремой о разрешимых 
матричных группах. 

2.3. Разрешимая группа автоморфизмов Г разрешимой 
А-группы С содержит подгруппу конечного индекса, ком- 
мутант которой является финитно стабильной, группой. 

Пусть группы Г и С удовлетворяют условиям теоремы 
и пусть [С] — такой же, как и в теореме 2.1, ряд 
в группе G. Из соответствующей матричной теоремы 
следует, что в группе Г имеется подгруппа конечного 
индекса ©,, коммутант которой действует финитно ста- 
бильно BG,,,/G,. Пусть Ф — пересечение всех Ф;. Ф имеет 
конечный индекс в Г, и коммутант Ф’ этой группы дей- 
ствует финитно стабильно во всех G,,,/G,. Следовательно, 
Ф' — финитно стабильная относительно С группа. Такая 
группа нильпотентна. 

Используя результат В. С. Чарина 2.2.3, теорему 
2.3 в том случае, когда G есть разрешимая А,-группа, 
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можно следующим образом уточнить: в группе Г имеется 
такой финитно стабильный нормальный делитель Ф, что 
фактор-группа Г/Ф есть конечное расширение свободной 
абелевой группы (не более чем счетного ранга). 

Отметим еще, что если в теореме 2.3 отказаться от 
конечности ряда [G,] и предполагать, что это вообще 
бесконечный ряд характеристических подгрупп, все фак- 
торы которого абелевы и конечных, ограниченных В CO- 
вокупности рангов, то в (локально разрешимой) группе Г 
имеется такая инвариантная подгруппа Ф, что Г/Ф есть 
подпрямое произведение конечных групп, ограниченных 
в совокупность порядков, и коммутант ©’ является ста- 
бильной относительно С группой. Доказательство этого 
свойства ничем не отличается от доказательства пре- 
дыдущей теоремы. 

Приведем теперь две теоремы о периодических груп- 
пах автоморфизмов. 

2.4. Бсякая периодическая группа автоморфизмов Г 
разрешимой А.-группы G конечна. 

Пусть ряд 1G] есть конечный ряд в С из характе- 
ристических подгрупп, все факторы которого либо ко- 
нечны, либо абелевы группы без кручения конечных 
рангов. Пусть еще У— Г-централизатор такого ряда и 
Г, — группы автоморфизмов, индуцируемые группой Г 
в факторах заданного ряда. Согласно теореме 2.1.6 все 
Г; — конечные группы. Следовательно, и Г/УХ — конечная 
группа. Но по теореме 8.1.2.6 группа У также конечна, 
так что Г — конечная группа. 

Дальше нам понадобится следующая лемма: 

2.5. Периодическая группа автоморфизмов Г прямого 
n роизведения конечного числа групп типа р® является 
конечной группой. 

Можно считать, что все квазициклические слагаемые 
области действия С принадлежат одному простому 
числу р. В таком случае группа Г изоморфно предста- 
вима матрицами над полем р-адических чисел. Согласно 
теореме Шура (2.1.5), если группа Г периодическая, то 
в ней имеется абелев нормальный делитель конечного 
индекса. Поэтому дальше мы можем ограничиться слу- 
чаем, когда Г — периодическая и абелева. Пусть 


ОН ХН. are СМ. 
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— разложение группы С в прямое произведение г групп 
типа р® (по одному и тому же р). Обозначим G, = 
— [р"| и H =H, [p"]. Имеем: 


G,= HO x Н®Х... x HO. 


Каждая подгруппа A” есть циклическая подгруппа по- 
рядка р", и следовательно, порядок С, равен р”. Мы 
имеем возрастающий ряд 


G==E CG; С. СЕ: 06.6, 


причем порядки всех факторов G,/G,_, одинаковы и 
равны р”. Обозначим далее: „=. (@,), >, ==, (@„ы/@»). 


Ясно, что 3„/Х, изоморфна некоторой подгруппе из 
W(G,,/G,), и поэтому порядок этой фактор-группы яв- 
ляется делителем числа (p’)!. Кроме того, точно та- 
кими же рассуждениями, которые применялись в доказа- 
тельстве теоремы 8.1.2.3, устанавливается, что фактор- 
группа »,/3„.! изоморфна некоторой подгруппе прямого 
произведения г копий группы G,. Следовательно, порядок 
фактор-группы %,/3„.: является делителем числа р””. Та- 
ким образом, порядок фактор-группы 3„/}„., является де- 
лителем числа (р”)| р””. Это еще означает, что все про- 
стые делители порядков элементов из },/%,,, являются 
делителями числа p’!. Отсюда в свою очередь следует, 
очевидно, что группа Г распадается в прямое произве- 
дение лишь конечного числа примарных компонент. 
Согласно теореме 2.5.1 каждая такая примарная ком- 
понента удовлетворяет условию минимальности, а сле- 
довательно, и вся группа Г удовлетворяет условию 
минимальности. Поскольку все 3, составляют убывающую 
последовательность, TO при некотором п }3„=Ё. Этим 
доказана конечность группы Г. 

2.6. Всякая периодическая группа автоморфизмов Г 
разрешимой А,-группы G является конечным расширением 
абелевой Аз-группы. 

Пусть С — разрешимая А.-группа и А (а) —ее ло- 
кально нильпотентный радикал. В R(G) имеется разре- 
шимый ряд 


Bh Ch CO xs He A aC wee CH, 0, 
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все члены которого инвариантны в С и все факторы 
либо конечны, либо без кручения, либо прямые произ- 
ведения конечного числа квазициклических групп. Пусть 
5; — @-централизатор фактора H,,,/H,, и 5 = П5,. Под- 


1 
группа 5 принадлежит R(G) и нильпотентна. Согласно 
предыдущему, в каждой группе G/S, все периодические 
подгруппы конечны, и следовательно, все G/S, являются 
разрешимыми А,-группами. Таким образом, и G/S — раз- 
решимая А,-группа. 

Пусть, далее, Р — максимальная полная подгруппа 
периодической части в 5. Ясно, что 5/Р — нильпотент- 
ная 4,-группа, а так каки С |5 — (разрешимая) А,-группа, 
то G/P — разрешимая А.-группа. 

Пусть теперь Г — периодическая группа автоморфиз- 
мов группы G, и У\— Г-централизатор ряда ECPCG. 
Согласно 2.4 и 2.5 группа Г действует в Рив G/P 
как конечная группа, так что и Г/У — конечная группа. 
Ясно также, что Х абелева. Тот факт, что У является 
А.-группой, устанавливается уже применявшимися ранее 
методами. Мы не будем это проделывать. Отметим лишь, 
что вся группа S может быть и бесконечной. Приведем 
теперь следующую теорему: 

2.7. Пусть С — разрешимая A,-epynna и Г-— ее «o- 
кально нильпотентная группа автоморфизмов. Taran 
группа Г нильпотентна и периодическая часть в Г конечна. 

Пусть 


BexG, CG) C ice CG; С со, =6 


— ряд BG, состоящий из характеристических подгрупп, 
и все его факторы или конечны, или абелевы группы 
без кручения конечного ранга. Через S обозначим 
Г-централизатор этого ряда, и пусть Г, — группа авто- 
морфизмов, индуцируемая группой Г в 1-м факторе ряда. 
Согласно теореме 8.1.2.6 группа Х является нильпо- 
тентной А, группой. Но тогда внутренняя napa (3S, Г) 
финитно стабильна. Следовательно, наша теорема будет 
доказана, если будет установлено, что все Г; нильпо- 
тентны и периодические части в этих группах конечны. 
Нужно рассмотреть только тот случай, когда Г, — бес- 
конечная группа. 
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Такая группа Г; представима матрицами над полем 
рациональных чисел, и отсюда уже следует, что перио- 
дическая часть в Г; конечна. Нроме того, мы знаем, 
что локально нильпотентная матричная группа над 
полем рациональных чисел всегда нильпотентна. 

Этим завершается доказательство теоремы. 

Легко заметить, что ранг группы Г может быть и 
бесконечным: достаточно сослаться на пример группы 
автоморфизмов аддитивной группы рациональных чисел — 
такая группа изоморфна мультипликативной группе поля 
рациональных чисел. 

тметим еще, что некоторые теоремы этого пункта 
легко обобщаются на случай, когда группа С «почти 
разрешима» в том смысле, что среди факторов нормаль- 
ных рядов, кроме абелевых, могут быть еще произволь- 
ные конечные (см. работу Д. М. Смирнова [3] и в на- 
стоящей книге п. 8.1.2). 


3. Полные группы автоморфизмов. В ряде случаев по- 
лезно отдельно рассматривать полные группы автомор- 
физмов. При этом под полной’ группой мы понимаем 
здесь группу, в которой из каждого элемента можно 
извлекать корень произвольной степени. Исследованию 
полных групп автоморфизмов посвящена работа В. С. Ча- 
рина [3]. Приведем некоторые результаты этой работы. 
Из этих результатов, в частности, видно, что такое вну- 
треннее свойство, как полнота группы, часто влечет ее 
внешнюю нильпотентность в представлениях. 

3.1. Полная группа автоморфизмов Г разрешимой 
группы конечного ранга финитно стабильна (и, следова- 
тельно, нильпотентна). 

Вначале заметим, что полная группа автоморфизмов 
периодической абелевой группы конечного ранга состоит 
лишь из единичного элемента. Действительно, пусть 
С — периодическая абелева группа конечного ранга и 
пусть Г — некоторая ее группа автоморфизмов. В группе 
для каждого п имеется лишь конечное число элементов 
порядка п, так что если ЕС, то множество в ОГ ко- 
нечно и порожденная им подгруппа Н также конечна. 
Но тогда конечной будет и фактор-группа Г/з, (В). Если 


теперь Г — полная группа, то последнее возможно лишь 
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в том случае, когда $: (Н) = Г. Следовательно, группа Г 
действует в С тривиально, и T= &£. 

Теперь докажем теорему. В группе G имеется конеч- 
ный разрешимый ряд характеристических подгрупп, все 
факторы которого периодические или без кручения. 
Пусть [G,]— такой ряд, и 3, — Г-централизатор фактора 
G,,,/G,. Согласно предыдущему замечанию, если G,,,/G,— 
периодическая группа, то 3, = Г. Если этот фактор яв- 
ляется группой без.кручевия, то Г/; можно рассматри- 
вать как- полную матричную группу над полем рацио- 
нальных чисел, и нетрудно понять, что все характери- 
стические корни элементов такой группы равны единице. 
Теперь из теоремы Колчина следует, что группа Г дей- 
ствует финитно стабильно в G,,,/G,, так что во всех 
случаях Г фивитно стабильна относительно факторов 
ряда [G,], и это означает, что Г — финитно стабильная 
группа. 

3.2. Полная группа автоморфизмов локально разреши- 
мой группы конечного ранга стабильна. 

Пусть С — локально разрешимая группа конечного 
ранга. Покажем, что G/R(G)— разрешимая группа. Так 
как С имеет конечный ранг, то существует ряд 


Е=НСсС Н.С... СНС... сн. =В (С), 


состоящий из нормальных делителей группы G, централь- 
ный в С и такой, что все его факторы либо элементар- 
ные абелевы, либо абелевы группы без кручения, при- 
чем ранги всех этих факторов ограничены рангом г 
группы С. Пусть У— С-централизатор этого ряда и 
Г, — группа автоморфизмов, индуцируемая группой С 
в фактор-группе H,,,/H,. Каждая группа Г; разрешима, 
и длины убывающих рядов коммутантов во всех этих 
группах ограничены некоторым числом, зависящим лишь 
oT Г; обозначим это число через f(r). Следовательно, и 
G/S— разрешимая группа, причем длина убывающего 
ряда коммутантов в Г/У ограничена числом f(r). Теперь 
остается показать, что УС В((). Если бы группа G 
была радикальной, то это непосредственно следовало бы 
из п. 0.3.4, так как в таком случае радикал сильно 
ограничивает группу. Покажем, что группа G действи- 
тельно является радикальной группой. Пусть [С.] — ло- 
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кальная система из разрешимых подгрупп в Сб, и G, 
k=fi(r), — К-й член убывающего ряда коммутантов в С, 
а G®) — соответствующая подгруппа в С.. Согласно пре- 
дыдущему, все Gi) локально нильпотентны и, кроме того, 
‘OHM составляют локальную систему в С“, так что а“ 
принадлежит радикалу А (С), и С — радикальная группа. 

Теперь легко завершить доказательство теоремы. 
Пусть Г — полная группа автоморфизмов локально раз- 
решимой группы конечного ранга G. Будем считать, что 
ряд [H,] выбран так, — это сделать можно, — что все 
его члены характеристичны. Во всех факторах такого 
ряда Г действует как стабильная группа. По предыду- 
щей теореме и BG/R(G) группа Г действует стабильно. 
Следовательно, Г — стабильная группа. 

3.3. Полная группа автоморфизмов разрешимой 
А.-группы является нильпотентной группой конечного 
ранга и без кручения. 

з предыдущего следует, что такая группа является 
нильпотентной А,-группой. Значит, периодическая часть 
должна быть конечной, а ввиду полноты эта периоди- 
ческая часть вырождается в единицу. 

Приведем еще без доказательства следующее утвер- 
ждение В. С. Чарина [3]: 

3.4. Пусть G— разрешимая группа типа А.. Тогда 
полная группа Г ее автоморфизмов является расширением 
полной абелевой группы Ф с помощью полной нильпотент- 
ной группы без кручения и конечного ранга. При этом 
ранг группы Ф может быть и бесконечным. 


4, Добавление об условиях конечности в группах. Раньше 
нам уже приходилось применять результаты о группах 
автоморфизмов к изучению абстрактных, внутренних 
свойств группы. Здесь будут приведены другие примеры 
таких применений. 

4.1. Если в радикальной группе локально нильпотент- 
ный радикал является нетеровой группой, то и вся группа 
нетерова. 

Пусть С — радикальная группа и ee радикал В (С) 
нетеров. Рассмотрим внутреннюю пару (R(G), С). Co- 
гласно теореме 2.1 фактор-группа С/з (В (@)) разрешима, 
а из теоремы 2.2 следует, что эта группа нетерова. Так 
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как радикал R(G) содержит свой централизатор, то 
теперь ясно, что и Са — нетерова группа. 

4.2. Если в периодической радикальной группе радикал 
удовлетворяет условию минимальности, то и вся группа 
удовлетворяет условию минимальности. 

Доказательство этой ‘теоремы вполне аналогично до- 
казательству предыдущей теоремы, нужно лишь восполь- 
зоваться леммой 2.5. 

4.3. Если в радикальной группе С радикал R(G) яв- 
ляется разрешимой группой типа A,, то в Са имеется 
подгруппа конечного индекса, коммутант которой лежит 
в радикале. Такая группа G разрешима. 

Если исходить из внутренней пары (В ((), С), то со- 
гласно теореме 2.3 в С имеется подгруппа конечного 
индекса Н, коммутант которой Н’ действует в R(G) 
финитно стабильно. Ввиду Toro, что радикал сильно 
ограничивает группу, необходимо Н’С R(G). Этим тео- 
рема доказана. 

В ряде работ по абстрактным группам исследовалось 
влияние свойств абелевых подгрупп группы на свойства 
всей группы в целом. Все относящиеся сюда результаты 
основаны на свойствах групп автоморфизмов абелевых 
и разрешимых групп. Так, например, С. Н. Черников [1] 
доказал, что если в локально разрешимой группе все 
абелевы подгруппы удовлетворяют условию минималь- 
ности, то и вся группа удовлетворяет условию мини- 
мальности. А. И. Мальцевым [5] было показано, что 
нетеровость всех абелевых подгрупп разрешимой группы 
влечет нетеровость всей группы. Эти теоремы в даль- 
нейшем обобщались в различных направлениях. Мы 
отметим сейчас некоторые из относящихся сюда резуль- 
татов: 

Определим вначале один подкласс класса W-rpynn. 
Группу G будем называть ИЙ/,-группой, если в ней имеется 
возрастающий нормальный ряд, все факторы которого 
локально нильпотентны или конечны. Согласно общей 
теореме п. 0.3.2 каждая И/’-группа является расшире- 
нием радикальной группы у. помощью Ё-полупростой 
Й’ групны. Нетрудно также понять, что вполне приво- 
димый радикал Ё-полупростой И/,-группы является пря- 
мым произведением простых конечных групп. 
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С помощью разобранных раньше конструкций легко 
доказывается следующая теорема (b. И. Плоткин [4]): 

4.4. 1) Если в ИЙ’уеруппе все абелевы подгруппы, ко- 
нечны, то и сама группа конечна; 2) если в W,-epynne 
все абелевы подгруппы нетеровы, то нетерова и сама 
группа; 3) И’-группа, в которой все абелевы подгруппы 
удовлетво ряют условию минимальности, сама обладает 
этим свойством. 

Доказательства всех трех утверждений аналогичны, 
и мы ограничимся доказательством второго из них. 

Пусть G—-W,-rpynna, в которой все абелевы под- 
группы нетеровы. Согласно предыдущему, РА (С) — нете- 
рова группа. Но теперь из теоремы 4.1 следует, что и 


верхний радикал R(G) является нетеровой группой. 


Остается показать, что фактор-группа С/В (С) является 
конечной группой. Вначале покажем, что в G/R(G) все 
абелевы подгруппы нетеровы. Пусть А/В (G ) — абелева 


подгруппа в .С/В (С). Подгруппа А из С радикальна, и 


по предыдущему она нетерова. Следовательно, и А/В (() 
нетерова. Как уже отмечалось, вполне приводимый ра- 


дикал B(G/R(G)) является прямым произведением про- 
стых конечных групп, а из условия максимальности 
для абелевых подгрупп в GIR (@) следует, что число 
таких множителей не может быть бесконечным, так что 
B(G/R (С)) — конечная группа, а вместе с ней конечна 
и фактор-группа С/В (С). 

В работе М. И. Каргаполова [2] третий пункт при- 
веденной сейчас теоремы был обобщен на тот случай, 
когда G— локально конечная группа, обладающая нор- 
мальной системой с конечными факторами. 

Сформулируем теперь без доказательства следующую 
теорему: 

4.5. Если в разрешимой группе все абелевы подгруппы 
имеют тип A, (A,), то и вся группа имеет тип A, (или 
соответственно As) (В. С. Чарин [5, 6]). Разрешимая 
группа, в которой все абелевы подгруппы имеют конечный 
ранг, сама является группой конечного ранга (М. И. Карга- 
полов [4]. 

См. по этому поводу еще работы Ю. М. Горчакова [1] 
и Ю. И. Мерзлякова [2]. 


$ 4] АВТОМОРФИЗМЫ НИЛЬПОТЕНТНЫХ ГРУПП ~ 559 


Отметим, наконец, следующий очень интересный ре- 
зультат М. И. Каргаполова [6] (независимо полученный 

Холлом и Кулатилака [1]): 

Если в локально конечной группе все абелевы подгруппы 
конечны, то такая группа сама конечна. 

Доказательство этой теоремы использует соответ- 
ствующий результат С. Н. Черникова для локально раз- 
решимого случая, теорему Томпсона—Фейта о разреши- 
мости каждой группы нечетного порядка и одну теорему 
Р. Брауэра относительно элементов четного порядка. 
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1. Существование внешних автоморфизмов. В этом пара- 
графе приводятся некоторые дополнительные сведения 
об автоморфизмах нильпотентных групп. 

В работах Е. Шенкмана [2] и Ф. Хаимо [3] было вы- 
сказано предположение о том, что всякая нильпотент- 
ная группа обладает внешними автоморфизмами. В общем 
случае этот вопрос еще не решен. Некоторые специаль- 
ные случаи рассмотрены в работах Р. Ри [1] и [2]. При- 
ведем одну теорему из работы Р. Pu [2] (см. также 
К. Гирш [1]. 

1.1. Нильпотентная группа без кручения с конечным 
числом образующих обладает внешними автоморфизмами. 

Пусть а — нетерова нильпотентная группа без кру- 
чения. В группе С имеется такой нормальный дели- 
тель НЯ, что G/H — циклическая группа без кручения. 
Пусть < —={Н, а}. Каждый элемент g из С однозначно 
представим в виде г —= йа", где АРЕН и г— целое число. 
Обозначим через Z центр подгруппы Н, и пусть а, — от- 
личный отединицы элемент в. Определим orohparkennes с: 


— r oes r 
go = (ha’)so=h(aa,)’. 
Легко видеть, что с — подстановка на множестве С. 


Покажем, что с — автоморфизм. Пусть 5 =йа“ и 
gh a”. Тогда 


gah, (аа, gy9—=h, (аа 
816 + 8.6 = h , (aa,)" -h о (аа, )” == — ‚ (аа, )- as hz] h ‚ (aa, riers, 
g 18 == haha" — h, [477 ', й>1] hats, 
(:8.)9=h, a, №5 h, (аа, +". 
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Остается заметить, что так как а ЕЙ, то [a™, №1] = 
=[(aa,)", #51]. 

Понятно, что автоморфизм с действует тождественно 
BH us фактор-группе G/H. Покажем еще, что все не- 
подвижные относительно с элементы из G принадлежат Н. 
Пусть & = 4” — такой элемент. Так как h,a~—h о (аа%)”», 
то а = (ва, Но С — В-группа, и поэтому, если ry 
то а=аа, и а. =е. Полученное противоречие овначает, 
ЧТо и —=0 и g=h EX. 

Допустим теперь, что с есть внутренний автоморфизм 
и <‹=4,. Так как a@,—=a,, то а ЕН. Учитывая, что o 
оставляет неподвижным каждый элемент из Н, теперь 
‚заключаем, что а 62. Отметим еще, что из ad, ==аа, 
следует [а, а/| =а.. 

Далее допустим, что уже построена последователь- 


ность элементов а, а, ..., а,, лежащих BZ, отличных 
от единицы и таких, что выполняется соотношение 
[а, а; = а;-1. () 


Поступая с а, точно так же, как и с dy, мы определим 
автоморфизм 


(йа") в = й (аа, 


Если этот автоморфизм является внутренним, то най- 
дется а. такой, что для последовательности Ay, а., ... 
.... Gy ад: также выполняется соотношение (*). Таким 
образом, если все автоморфизмы группы С оказываются 
внутренними, то можно строить сколь угодно длинные 
последовательности указанного типа. Пусть 41, a,..., a,— 
одна из таких последовательностей, имеющая длину п 
большую, чем класс т нильпотентности группы С. 


Так как 


[a, [а, Г...[а, а... .]=а» же, 
“Sd, sO oe 
m pas 
то получается противоречие. Таким образом, среди авто- 
морфизмов типа с имеются и внешние. 
Аналогичными рассуждениями можно устанавливать 

существование внешних автоморфизмов и в некоторых 
других случаях. 
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2. Разное. Пусть С — нильпотентная группа, 2 — 
— Q (G) — группа всех ee автоморфизмов и 2, = QL, (а) — 
подгруппа в 9%[, состоящая из всех автоморфизмов, дей- 
ствующих тождественно в фактор-группе по комму- 
танту С/С’. Из п. 7.1.3 непосредственно получаем, что 
2, действует тождественно во всех факторах нижнего. 
центрального ряда группы С, так что % — финитно 
стабильная группа, причем, если С —- нильпотентная 
группа класса т, то %[. — нильпотентная группа класса 
т — 1. Теперь понятно ято подгруппа в голоморфе Я (G), 
порожденная С и Q,, является нильпотентной группой. 
Ясно также, что фактор-группа Q/W, может рассматри- 
ваться как группа автоморфизмов абелевой группы С/С’. 

Рассмотрим далее, следуя работе И. Говарта [1], один 
тип автоморфизмов в % (для случая, когда С нетерова). 

Пусть С, — первый абелев член нижнего центрального. 
ряда в С и пусть а, a, ..., а, — некоторое конечное: 
подмножество в G,_,. Каждой такой последовательности 
мы отнесем некоторый эндоморфизм <= (а, а.,,..., а, 
по правилу: 


Е go—glg, а] [#, а.,|...[8, а,]. 


Проверим, что с действительно эндоморфизм. Пусть g, 
и 5, — элементы в G. Имеем: 


ве: ПИв, а, |, go= ЦВ» а, |, 
819 * 856 — 81 ПИ, а;]. ell [g., а;] = 


= 6.8211 es" [g1, ай в [> ,]- 


Тут используется тот факт, что [g, а] ЕС, и Ц, — абе- 
лева группа. Далее, 


(8182) < = 8185 IT tag, а] = 880 1] 82" [215 2] Zolgo, ау]. 


Легко проверяется, что множество всех эндоморфизмов 
указанного типа замкнуто относительно умножения. Обо- 
значим это множество через Ф. 
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Покажем, что каждый эндоморфизм с, принадлежа- 
щий Ф, в действительности является автоэпиморфизмом. 
В самом деле, пусть с@Ф. Из определений видно, что 
Go вместе с коммутантом С’ порождают всю группу С. 
Согласно известной теореме Бернсайда, если подмно- 
жество М нильпотентной группы С порождает вместе 
с G’ всю группу С, то и одно М порождает всю группу G. 
Следовательно, а = (о. Из этой же теоремы Бернсайда 
следует, что каждый эндоморфизм нильпотентной группы, 
индуцирующий автоморфизм в фактор-группе по комму- 
танту является автоэпиморфизмом. 

Допустим теперь, что нильпотентная группа С имеет 
конечное число образующих. Такая группа, как извест- 
но, не может быть изоморфной своей истинной фактор- 
труппе. Это значит, что для такой группы С все сЕФ 
являются автоморфизмами, и все эти автоморфизмы при- 
надлежат Q,. 

Приведем теперь один результат Ф. Холла относи- 
тельно автоморфизмов конечных р-групп (см. также 
книгу М. Холла [2]). 

Пусть С — конечная р-группа и Н — ее Ф-подгруппа, 
т. е. пересечение всех максимальных подгрупп из G. 
Фактор-группа С/Н является элементарной абелевой 
труппой и пусть ее порядок равен р”. Легко проверить, что 
базисы в G/H можно выбирать $ (р”) различными спосо- 
бами, где ф (р) = (р’—1) (p’— p)...(p"— р”). 

2.1. Если группа а имеет порядок р" uG/H порядка р’, 
то порядок группы автоморфизмов (С) делит число 
р" (р’). Порядок подгруппы W,(G) всех автоморфиз- 
мов, действующих тождественно в G/H, делит pT". 

Нетрудно понять, что существует в точности р"“""} ф ( р’) 
последовательностей X —(Z,, 7, ..., 1,), порождающих 
группу С. Tak как каждый автоморфизм индуцирует 
подстановку на таких последовательностях и разные 
автоморфизмы индуцируют разные подстановки, то 
группу QL можно рассматривать как подгруппу групны 
всех подстановок множества всех последовательностей. 
Эта группа действует регулярно, и все последователь- 
ности распадаются на %[-траектории, причем порядки 
всех этих траекторий совпадают с порядком %[. Этим 
доказана первая часть теоремы. 
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Вторая часть следует из того, что мы должны считать 
одинаковыми последовательности типа Х, если их эле- 
менты одинаковы по модулю Ф-подгруппы. В таком слу- 
чае множество регулярно переставляемых группой AL, 
последовательностей состоит из р’"” членов. Заметим 
еще, что порядок группы автоморфизмов элементарной 
абелевой группы порядка р’ равен числу ее базисов, 
т. е. числу Ф(Р’). 


3. Автоморфизмы свободных нильпотентных групп. Сво- 
бодные алгебры различных примитивных классов алгебр 
относятся к числу конкретных алгебраических систем, 
и поэтому можно ставить вопрос об описании их: групп 
автоморфизмов. Этой теме посвящено несколько работ, 
причем наибольшее внимание привлекли свободные ниль- 
потентные группы. Если С — свободная группа некото- 
рого примитивного класса групп и в этой группе вы- 
браны две системы свободных образующих, то каждое 
взаимно однозначное соответствие между этими систе- 
мами однозначно продолжаемо до автоморфизма группы. 
Понятно также, что автоморфизмы группы С переводят 
свободные системы образующих в системы образующих, 
также являющиеся свободными. Таким образом, для 
определения автоморфизмов группы С важно иметь при- 
знаки свободных систем образующих. Для свободных 
групп, являющихся нильпотентными, этот вопрос ре- 
шается в работе А. И. Мальцева [12]. 

Пусть Са — приведенная свободная группа и С’ — ее 
коммутант. Как показал Б. Нейман, фактор-группа С/С’ 
раскладывается в прямое произведение циклических 
групп одного и того же конечного или бесконечного 
порядка т. Если теперь группа С нильпотентна, то 
GAG’, и, следуя А. И. Мальцеву, систему образующих Х 
группы С будем называть независимой, если образы всех 
элементов из Х в С/С’ порождают циклические под- 
группы порядка т, и С/С’ является прямым произведе- 
нием таких циклических групп. 

В упомянутой работе доказывается следующая тео- 
рема: всякая независимая система образующих нильпо- 
тентной приведенной свободной группы является свободной 
системой образующих. 
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Опираясь на этот признак, легко доказать следую- 
щую теорему: 

3.1. Каждый эндоморфизм свободной нильпотентной 
группы С, действующий как автоморфизм в фактор- 
‘группе по коммутанту, является автоморфизмом всей 
группы. 

Мы уже отмечали, что каждый такой а 
является автоэпиморфизмом. 

‚Пусть, далее, с — эндоморфизм свободной нильпотент- 
ной группы С, действующий как автоморфизм в G/G’, 
и пусть Х — некоторая независимая система образующих 
BG. Тогда из условий следует, что система У = Хос 
также является независимой системой образующих в С, 
и отображение с: X > У взаимно однозначно. Это озна- 
чает, согласно теореме А. И. Мальцева, что с—. авто- 
морфизм группы G. 

Приведем дальше следующую теорему (из работы 
А. И. Мальцева [12]: 

3.2. Если Н — нормальный делитель нильпотентной 
приведенной свободной группы G, лежащий в ее комму- 
танте С’, то каждый автоморфизм группы G/H индуци- 
руется некоторым автоморфизмом G. Шусть еще А в 
В — нормальные делители, лежащие в С’ и такие, что 
G/A и G/B изоморфны. Тогда А может быть переведен, 
в В некоторым автоморфизмом группы G. 

Пусть а, H, Аи В удовлетворяют условиям теоремы. 
Возьмем в С некоторую независимую систему образую- 
щих Х = (21, X%, ...), и пусть Х = (57, Zo, ...) — множе- 
ство образов всех этих элементов в G/H. Автоморфизм 6 
группы G/H переводит каждый х, в некоторый %,. Во всех 
смежных классах у, выберем по представителю у;. Так 
как б индуцирует также автоморфизм в С/С’, то система 
всех у; является независимой системой образующих BG. 
Если теперь положить х,6==у, то этим будет задан 
автоморфизм группы С, причем этот автоморфизм инду- 
цирует автоморфизм 5. 

Пусть дальше ф — изоморфизм G/A и G/B. Так как 
А и В принадлежат С’, то этот изоморфизм индуцирует 
автоморфизм фактор-группы С/С’. Это означает, что 
если Х — независимая система о в а, X — 
множество образов элементов из в G/A, У — множе- 
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ство образов этих элементов при отображении ф в С/В 
и у, —- соответствующие представители смежных классов, 
то все эти представители составляют независимую си- 
стему образующих в С. Полагая х6==у,, мы определим 
автоморфизм с, обладающий нужным свойством. 

Некоторые результаты работы [12] обобщены 
А. И. Мальщевым на один класс приведенных свобод- 
ных квазиколец [10]. Группам автоморфизмов свободных 
нильпотентных групп посвящено также обстоятельное 
исследование С. Андреадакиса [1]. 

Что касается автоморфизмов свободных разрешимых 
грунп, то интерес к ним возник уже давно, однако OKOH- 
чательных результатов здесь пока нет. Можно отметить 
такой частный результат: если а — свободная разреши- 
мая группа, Г — группа всех ее автоморфизмов и S— 
Г-централизатор убывающего ряда коммутантов группы G, 
то х— абелева группа *). 

Несколько работ посвящено группам автоморфизмов 
свободных групп и свободных произведений групп (см. 
список литературы). Было бы интересно рассмотреть 
аналогичные вопросы для свободных Э-групп и свобод- 
ных произведений ®-групп. 

В заключение сформулируем один результат 
Б. Чанга [1] о группах автоморфизмов свободных групп. 
Пусть С — свободная группа с двумя образующими а 
и 6, и 4’ — коммутант. Утверждается, что автоморфизм $ 
грунны С тогда и только тогда является внутренним, 
когда аф —= а (шо4 С”) и бр —=6(то4д С’). Отсюда следует, 
что фактор-группа Aut(G)/J(G) (Т(@) — группа внутрен- 
них автоморфизмов) изоморфна группе целочисленных 
матриц второго порядка с определителем, равным +1. 
По теме этого пункта см. еще работу А. В. Мостов- 
ского [2]. 


*) В самое последнее время, кажется, наметился сдвиг в изу- 
чении автоморфизмов свободных разрешимых групп. 
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Настоящее добавление посвящено примитивным клас- 
сам — многообразиям — пар. Для этого случая будет 
доказана теорема, аналогичная теореме Биркгофа о при- 
митивных классах алгебр. | | 

В п. 2.1.2 определялось понятие абсолютно свобод- 
ной пары относительно некоторой системы операций 9, 
порожденной парой множеств Х, У. Строится эта аб- 
солютно свободная пара следующим образом. Вначале 
берем свободную группу Е =Р(У) и рассматриваем мно- 
жество XOF формальных выражений вида хо} хЕХ, 
fE@F. Группа F естественным образом действует на MHO- 
жестве X OF. Это множество X OF берем теперь в ка- 
честве системы свободных образующих абсолютно сво- 
бодной Э-алгебры Ф =Ф(ХорР, 9), и действие группы F 
распространяем до действия в Ф. Так мы приходим 
к абсолютно свободной паре (Ф, Г). 

Допустим еще, что задана некоторая другая, про- 
извольная пара (G, Г) с областью действия С, являю- 
щейся ®-алгеброй, и пусть в: Х >С, У -> Г — некоторое 
отображение Х в С и УвГ. Отображение в: Yor 
продолжается до гомоморфизма p: ЕР Г. Если теперь 
то] Е ХОР, то, полагая (cof)/*=-2of*, мы определим 
отображение в: ХоЁР-(, а последнее продолжается 
до гомоморфизма в: Ф-> С. Легко видеть, что отобра- 
жение |: (Ф, Р)-> (Ц, Г) есть гомоморфизм пары (Ф, F) 
в пару (С, Г). Таким образом, каждое отображение 
и: X—>G, У—Г однозначно продолжается до гомомор- 
физма в: (Ф, В) > (4, Г). 

озьмем теперь абсолютно свободную пару (®,, Е) 
со счетными системами свободных образующих Ху и У.. 
Будем рассматривать пары множеств (A,, A,). Множе- 
ство A, состоит из пар (9, $), где фи $ — элементы 
в ®, а Л, — некоторый набор слов, элементов в Ё.. 
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Множество A, определяет примитивный класс групп 
К =К (A,), состоящий из всех групп, в каждой из ко- 
торых слова из Л, тождественно обращаются в единицу. 
Пусть теперь ф — элемент в Ф,. Этот элемент однозначно. 
выражается через некоторые элементы Z,, 1.,...6Х и 


У» И»... EY: 
o= f(r, of, (Yrs ...) Yik,)» ety Т.О], (Yui ...) Упки)). 


Если теперь (G, Г) — некоторая пара, однотипная паре 
(D,, Е), то, подставляя вместо х и у соответственно. 
элементы из С и Г, мы получим некоторый элемент в а — 
значение ф в С. Если, наконец, фи ф — два слова из D,, 
то ясно, как понимать, что в некоторой паре (G, Г) 
выполняется тождество ф==ф. Всему множеству пар 
слов A, мы можем сейчас сопоставить класс пар 5% = 
— MN (Л,), однотипных паре (Ф,, F,) и таких, что в каж- 
ow из них выполняется тождество ф==ф для всех 
(+, YEA. 

Двум множествам (A,, Л.) мы сопоставляем прими- 
тивный класс пар (С, Г), обозначаемый через 9% = 
— 9% (А,, A,). По определению, (а, Г) EM, если одновре- 
менно (G, Г) 65% (Л,) и ГЕК (A,). 

Если, с другой стороны, 9) — некоторый класс одно- 
типных пар, то этому классу естественно отвечает пара 
множеств A, и A,, где A, состоит из всех элементов 
из Г, таких, что если (G, Г) 69) то каждый такой 
элемент обращается на Г тождественно в единицу, 
а Л, состоит из всех пар слов ($, ф) таких, что на каж- 
дой из этих (а, Г) выполняется тождество ф =. Мы при- 
ходим здесь к соответствию, аналогичному соответ- 
ствию Галуа. При этом можно определить замыкания — 
замыкания Галуа —как для классов пар, так и для пар. 
множеств (A,, A,). Нашей целью является рассмотрение 
связанных с этими замыканиями замкнутостей. 

Что касается классов однотипных пар, то ясно, что 
замкнутые классы — это примитивные классы. Легко. 
понять, что каждый примитивный класс пар замкнут 
также относительно следующих трех типов операций: 
взятия подпар, гомоморфных образов и полных прямых 
произведений пар. 
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Для дальнейших построений мы напомним, что если 
(а, Г) — некоторая пара, то конгруэнция этой пары есть 
пара (0, У), где р— конгруэнция в С, инвариантная 
относительно Г, и » — нормальный делитель в Г, при- 
надлежащий ядру представления Г относительно G/p. 
Каждая такая конгруэнция определяет фактор-пару, 
и имеет место теорема о гомоморфизмах. Если, далее, 
в (G, Г) задан некоторый` набор конгруэнций (p,, №), 
2 СТ, то Г (2, >.) =(П р, 1 >. также является кон- 

«@Т a a 


груэнцией, причем нетрудно проверить, что теорема 
Ремака имеет место и в этом случае. 


Нам понадобится еще определение вполне характе- 
ристической конгруэнции. Если (0, У) — конгруэнция 
пары (G, Г) и 1— эндоморфизм этой пары, TO указан- 
ная конгруэнция инвариантна относительно 1, если p'C 
Сри SCS. Данная конгруэнция называется вполне 
характеристической, если она инвариантна относительно 
всех эндоморфизмов пары. Нетрудно показать, что если 
{2, У) — вполне характеристическая конгруэнция абсо- 
лютно свободной пары (Ф, ГР), то У— вполне характе- 
ристическая подгруппа в F. Действительно, если 7 — 
эндоморфизм группы Ё и хо] ХОР, то, полагая 
(rof)'=zof", мы определим отображение порождаю- 
щего множества X OF в себя, которое можно продол- 
жить до эндоморфизма алгебры Ф. Очевидно, что при 
этом 1 будет продолжен до эндоморфизма пары (Ф, FP), 
откуда и следует, что если (р, У) вполне характери- 
стична, то УТС: У. 


Всюду дальше будем считать, что система опера- 
ций @® фиксирована, и пусть 5%) — некоторый класс пар, 
замкнутый относительно операций указанных выше трех 
типов. Если (G, Г) — некоторая произвольная пара, то 
через (род, Sor) мы обозначим пересечение всех конгру- 


энций (p,, 3) из (а, Г), для которых фактор-пара 


(G, T)/(o,, У.) принадлежит классу ON. Из предыдущих 
замечаний видно, что (G, Г)[(роу, Soy) также принад- 


лежит классу St. Можно показать, что конгруэнция 
(Poy, Sqn) является вполне характеристической конгру- 


энцией. 
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Если, в частности, (Ф, Р) — абсолютно свободная 
пара и 9% — некоторый примитивный класс, то фактор- 
пара (Ф, Р)/(рсу» Sqn) называется (приведенной) свобод- 


ной парой примитивного класса IN. Каждая пара из 
класса SQN является гомоморфным образом некоторой 
свободной пары этого класса. 

Пусть снова (®, Р) — некоторая абсолютно свобод- 
ная пара, порожденная множествами Х и У, и (С, Г) — 
произвольная пара. Обозначим через М = М (G, Г) мно- 
жество всех отображений 


X—-G, Yo”. 


Каждое такое отображение № мы можем рассматривать. 
как гомоморфизм пар 


в: Ф, Р- (6, I). 


Через (ом, Ум) мы обозначим конгруэнцию этого гомо- 
морфизма, и пусть (ом, Ум) — пересечение всех (2, ‚ dy) 
по всем 2 GM. Из определений видно, что если ф иф 
принадлежат ©, то сравнение фрмф имеет место тогда 
и только тогда, когда в (G, Г) выполняется тождество 
p=, а элемент 1 ЕР в том и только в том случае при- 
надлежит Ум, когда этот элемент в Г тождественно об- 
ращается в единицу. Легко также видеть, что конгруэн- 
ция (ом, Ум) вполне характеристична в (Ф, К). 


Если, далее, 5 — некоторый произвольный класс 
пар, то через (pgp, Хоу) обозначим пересечение всех 


(рм, Ум) по всем (G, Г) 9. Нетрудно понять, что в том 
случае, когда класс IN замкнут относительно гомомор- 
физмов, взятия подпар и полных прямых произведений, 
(оу, Loy) — это то же самое, что и определенная раньше 


Условимся в дальнейшем употреблять следующее 
обозначение: если Л, — некоторый набор пар слов ($, $), 
то через p(A,) обозначим бинарное отношение, опреде- 
ляемое этими парами. Имеет место следующая теорема: 

Пара множеств (А, А.) тогда и только тогда 
определяется некоторым классом IN пар (а, Г), когда 
(p(A,), А.) есть вполне характеристическая конгруэнция 


в (D), Fy). 
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Тот факт, что если (A,, А.) определяется некото- 
рым IN, то (p(A,), А.) является вполне характеристиче- 
ской конгруэнцией (M,, F,), непосредственно вытекает 
из только что приводившихся замечаний по поводу 
конгруэнций типа (ом, Ум). 

Допустим дальше, что (р, У) — некоторая вполне ха- 
рактеристическая конгруэнция в (®, F,), p==p(A,) и 
Л, =. Мы покажем, что если паре (A,, Л.) отвечает 
примитивный класс ЭХ, а затем по этому классу будем 
восстанавливать соответствующие тождества (Aj, А»), 
то мы вернемся к исходным (A,, A,). 

Пусть р’=р(ДА!) и У=А.. Согласно предыду- 
щему, (р’, У) — вполне характеристическая конгруэнция 
в (®,, Е), и, кроме того, эта конгруэнция совпадает 
с конгруэнцией (pgp, Sqn) в (®, Fy). Опираясь на пол- 
ную характеристичность конгруэнции (р, У), нетрудно 
заметить, что фактор-пара (®,, F,)/(p, Х) принадлежит 
классу SN, и следовательно, имеем включение (p’, У’) © 
С (5, №). Обратное включение содержится в определе- 
ниях. Таким образом, А. =Л: и Л, —=Л., что и требо- 
валось. 


Перед тем как доказывать следующую теорему, ска- 
жем еще несколько слов по поводу конгруэнции, опре- 
деляемой примитивным классом в абсолютно свободной 
паре. 

Пусть (®, Р) — такая пара, 9) — некоторый прими- 
тивный класс, определяемый тождествами (A,, A,), и пусть 
(Pgn, Sgn) — отвечающая этому классу конгруэнция 
в (Ф, F). Если (9, $) Е A, и р — некоторое отображение X, 
в Фи У, BF, то при таком отображении ф и ф прини- 
мают определенное значение в Ф, скажем, 6 и 
Через р, обозначим бинарное отношение B®, определяе- 
мое всевозможными парами ($, $) по всем (9, $) ЕЛ, и 
всевозможным |2. Ясно, что р. C род. Пусть дальше У — 
подгруппа в F, порожденная всеми значениями слов 
из A, в fF. У— вполне характеристическая подгруппа, 
и она принадлежит Усу. Обозначим еще через р, отно- 
шение в Ф, определяемое всевозможными парами 
(и, wof) по всем иЕФ и } Е». Очевидно, что р» C pgp. 
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Пусть дальше р — пересечение всех конгруэнций us Ф, 
содержащих p, и 605. Используя тот факт, что р, и р. 
инвариантны относительно элементов из АР, можно отме- 
тить, что и p — инвариантная относительно Ё конгруэн- 
ция. Понятно, что р и У образуют конгруэнцию пары 
(Ф, F), и очевидно также, что фактор-пара (®, Р)|(, 3) 
принадлежит классу IM. Отсюда уже следует, что 


P=Pgr и >= Sgn. 


Теперь докажем основную здесь теорему. 

Класс IN однотипных пар (G, Г) тогда и только 
тогда является примитивным классом, когда этот класс 
замкнут относительно гомоморфизмов, взятия подпар и 
полных прямых произведений пар. 

Мы уже отмечали, что каждый примитивный класс 
замкнут относительно указанных здесь типов операций. 

Допустим теперь, что некоторый класс пар 9Х обла- 
дает этим свойством замкнутости, и допустим, что этому 
классу в паре (D,, F,) отвечают множества A,, A,. Пусть 
эти A,, A, определяют примитивный классе IN. Ясно, 
что 5% С 9%, и мы хотим доказать, что здесь выпол- 
няется равенство. Для того чтобы это установить, нам 
достаточно показать, что в классе ©) содержится каждая" 
свободная пара примитивного класса We. 

Пусть (Ф, ЕР) — произвольная абсолютно свободная’ 
пара, (ру, Хоу) — конгруэнция в ней, отвечающая 
классу IN, и (05%, Sqn)— конгруэнция, отвечающая з&- 
мыканию WN. Ясно, что (pgR, SN) С (род, Son). Докажем 
обратное включение. Пусть выполняется фроузф, где 
фи ф— элементы в Ф. Так как в записи этих элемен- 
тов участвует лишь конечное число ди у, TO в Ф, можно 
найти такие ф и Ф, что $ и Ф являются значениями 
этих фифвФ. При этом можно будет утверждать, 
что во всех парах из 9) имеет место тождество ф==Ф, 
и следовательно, (Ф, Y)GA,. Из приводившихся раньше 
замечаний теперь выводим фрзуф и poy C pgp. Аналогично 


устанавливаем включение Sop С Sgn. Таким образом, 
(Poy, Soy) = (PGR, Sy). Но мы знаем, что фактор-пара 
(Ф, Р)/(роу, Sqn) принадлежит классу WM. Следовательно, 
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в 9 содержатся все свободные пары примитивного 
класса Qt, и поэтому 9% =9Х. Теорема доказана. 

Понятно, что теорема Биркгофа содержится в этой 
теореме. С другой стороны, приведенные построения 
можно было бы охватить еще более общими схемами, 
относящимися к многоосновным алгебраическим систе- 
мам (ср. Ф. Хиггинс [3]. При этом было бы интересно 
специально рассмотреть случай пар типа (G, Г), где Г 
уже полугруппа, элементы которой действуют в С как 
эндоморфизмы, а также пары лиева типа. 

Для примитивных классов пар возникают обычные 
в таких случаях задачи: выделение различных интерес- 
ных конкретных примитивных классов, нахождение ми- 
нимальных систем определяющих то’кдеств и т. д. 

Отметим еще, что при изучении классов пар есте- 
ственно применять также теоретико-категорные методы. 
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ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Абелева А\-группа 496 

— А.-группа 496 

— A,-rpynna 496 

— А,-группа 496 

— Авгруппа 496 

Абсолютно свободная Q-napa 92 

Абстрактные свойства алгебр 
(универсальных) 20 

Автоморфизм алгебры (универ- 
сальной) 21 

— группы внешний 404 

— — локально внутренний 401 

— — нормальный 404 

— — регулярный 310 

— — сильно локально внутрен- 
ний 401 

Автоэпиморфизм 221 

Алгебра универсальная 17 

— — абсолютно свободная 29 

— — коммутативная 32 

— — локально нетерова 19 

— — нетерова 19 

— — однородная 22 

— — приведенная свободная 31 

— — простая 27 

— — свободная примитивного 
класса 31 

— — характеристически про- 
стая 27 

Алгебраическая операция нуль- 
арная 18 

— — п-арная 17 

Аннулятор нормальной системы 
о-группы 224 

а-радикал (радикал представле- 
ния) 178 

а-радикал группы 362 


Башня 415 


Верхний У-центр Ф-группы 212 

Внешне алгебраически  эле- 
мент 149 

— нильпотентный элемент 210 

— нильэлемент 210 


Голоморф 338 

— относительный 338 

Гомоморфизм алгебры универ- 
сальной 20 

— алгебраической системы 60 

— пары 86 

— сильный алгебраической си- 
стемы 61 

— — пары 86 

Группа автоморфизмов импри- 
митивная прямого разложе- 
ния 235 

— — полная 554 

— алгебраическая 360 

— — матричная 303 

— беровская 353 

— внешне локально 
тентная 445 

— — разрешимая 220 

— внешних автоморфизмов 404 

— квазистабильная относитель- 
но ОФ-группы 207 | 

— квазифинитно стабильная от- 
носительно ®-группы 207 

— локально конечномерная ли- 
нейная 264 

— — ограниченная 360 

— — относительно конечная 
144 

— — — нильпотентная 145 

— — — разрешимая 145 

— — стабильная 93, 178 

— мономиальная 102 
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Группа наднильпотентная 353 

— относительно конечная 144 

— — нильпотентная 145 

— — периодическая 144 

— — разрешимая 145 

— полициклическая 
Гирша) 147 

— полная линейная модуля 246 

— — мономиальная 102 

— — симметрическая 21 

— полупростая 364 

— — линейная 294 

— радикальная 366 

— слабо стабильная относитель- 
но Ф-группы 178 

— совершенная 414 

— стабильная относительно 
-группы 178 

— финитно стабильная отно- 
сительно @9-группы 200 

— фиттингова 359 

— энгелева 387 

— Р-полупростая 366 

С-характеристичность (OTHOCH- 
тельная характеристичность) 
106 

Г-композиционный 
-группы 169 

Г-нормализатор 85 

Г-централизатор 85 

Г-цоколь 9-группы 192 


($-группа 


фактор 


Действующая группа 83 

Дистрибутивность умножения 
(левая, правая) в Ф-полу- 
группе 33 

Допустимая (относительно дейст- 
вующей группы) конгруэн- 
ция 87 


Идеал -группы 38 

— — допустимый относительно 
0-почти кольца 161 

— — характеристический 53 

— — центральный 50 

Изоморфизм алгебр 20 

— алгебраических систем 61 

— пар 86 

Изоморфные алгебры 20 


Индекс конечный — линейный 


290 


Квазикольцо 41 
Квазистабильность 207 
Квази-8-пара 93 
Квазиэндоморфизмы алгебр 34 
Класс абстрактный алгебр 21 
— двойственно радикальный 55 
ыы радикальный 
— примитивный алгебр 30 

— радикальный 53 

— строго радикальный 53 
Коммутант алгебры 33 

— взаимный двух О-подгрупп 


— О-группы 45 

— сильный 9-группы 45 

Композит набора бинарных от- 
ношений 25 

— — конгруэнций 24 

Компонента однородная вполне 
приводимой О-группы 49 

Конгруэнция алгебры 23 

— — вполне характеристиче- 
ская 27 

— — инвариантная относитель- 
но автоморфизма 26 

— — — — эндоморфизма 26 

— — характеристическая 27 

— заданного — представления 
9-полугруппы относительно 
-алгебры 154 

Корадикал 55 


Линейная группа 247 

— — расщепляемая 309 
— О-алгебра 300 
Локально д-пара 93 

— 0-элемент ([9-элемент) 
ГУ -радикал группы 352 
Г.5'-радикал группы 352 


137 


Матрица квазитреугольная 268 
— обобщенная 240 

— треугольная 260 
Мероморфизм 221 
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Многообразие алгебраическое 
302 

Множество базисное 130 

— главное основное модели 120 

— нильпотентное элементов дей- 
ствующей группы 209 

— основное алгебраической си- 
стемы 59 

— — алгебры 18 

Модель 59 

— многооснбвная 79 

М, М-матрица 250 


Неприводимость представления 
176 

— — сильная 176 

Нижний И’-ряд 218 

Нильавтоморфизм ОФ-группы 210 

Нильгруппа 387 

— внешняя 446 

Нильмножество элементов дейст- 
вующего 9-почти кольца 210 

— — действующей группы 209 

Нильпотентное множество эле- 
ментов действующего О-почти 
кольца 210 

— — — действующей 
209 

Нильэндоморфизм О-группы 224 

Нормальное представление груп- 
пы относительно @-группы 176 

— — О-почти кольца относи- 
тельно 9-группы 176 

Нормальный вид формулы УЙП 

— делитель, ограничивающий 
группы 343 

— —, сильно ограничивающий 
группы 373 


группы 


Область действия 83 

Ограниченное, подмножество 
(действующей группы) 149 

Однородное пространство 93 

Орбита 84 

Основные операции алгебры 18 

— предикаты алгебраической 
системы 59 

Относительная л-группа 144 


Относительная д-пара 93 

— характеристичность 106 

Относительно характеристи- 
ческая (Г-характеристиче- 
ская) подсистема алгебраиче- 
ской системы 94 

Отношение n-apHoe (п-местное) 
9 | 


О-группа (мультиоператорная 
группа) 37 

— абелева 45 

— абсолютно простая 44 

— без центра 50 

— вполне приводимая 47 

— коммутативная 45 

— локально финитарная 216 

— нильпотентная 46 

— простая 44 

— разрешимая 46 

— строго простая 44 

— финитарная 216 

О-квазикольцо 42 

— нормальное 184 

— правильное 184 

0-кольцо 43 

ее (обобщенный модуль) 


—_ 


@-подгруппа 38 

(2-110 TKOJIbILO 
224 

— внешне локально 
тентное 229 

— локально финитно аннуля- 
торное 228 

— слабо аннуляторное 224 

— финитно аннуляторное 228 

-полугруппа 33 

— групповая 158 

— — приведенная 
классе) 159 

— дистрибутивная 34 

— локально ограниченная 164 

— полугрупповая 158 

0-почти кольцо 42‘ 

— — локально сильно разре- 
шимое 230 

-пространство 300 


анпуляторное 
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Пара 83 
— алгебраическая 149 
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Пара внутренняя 335 

— групповая 335 

— квазистабильная 207 

— линейная 247 

— локально ограниченная 149 

— — стабильная 93, 178 

— — финитная 265 

— — финитно стабильная 93, 
200 

— правильная 172 

— псевдостабильная 588, 511 

— И’-разрешимость 219 

— регулярная 94 

— свободная чистая 93 

— сильно локально ограничен- 
ная 264 

— скалярная 522 

— слабо стабильная 208, 178 

— стабильная 208, 178 

— транзитивная 93 

— треугольная 522 

— финитно стабильная 200 

— чистая 83 

Пересечение эквивалентностей 


Подалгебра 18 
— вполне характеристическая 
22 


— сильно характеристическая 
22 

— характеристическая 22 

Подгруппа достижимая 345 

— локально достижимая 348 

— — субинвариантная 347 

— субинвариантная 345 

Подмодель 60 

Подобные элементы алгебраиче- 
ской системы 62 

Подпара 89 

Подсистема алгебраической си- 
стемы 59 

Подстановка 21 

— вполне бесконечная 321 

— т-бесконечная 321 

Почти кольцо 39 

— — мультиоператорное 42 

Предикат п-местный 58 

Представление внутреннее 335 

— группы абсолютно неприво- 
димое относительно вектор- 
ного пространства 288 


Представление группы автомор- 
физмами алгебраической си- 
стемы 82 

— — (%-почти кольца) вполне 
приводимое 188 

— — (-инвариантное 479 

— — разложимое 187 

— линейное 247 

— 9-полугруппы локально ог- 


раниченное относительно 
-алгебры 163 
— — строгое — относительно 


О-алгебры 154 
— присоединенное 249 
Преобразование множества 21 
Присоединенное умножение 249 
Проекция группы относительно 
алгебраической системы 83 
Произведение полное прямое 
алгебраических систем 68 
— приведенное (относительно 
фильтра) моделей 71 
Прямое разложение 9-групп 46 
Псевдостабильная действующая 
группа 511 
Р/-группа 293 
р действующей группы 


л-элемент действующей группы 
144 


Радикал группы Бера 353 

— — вполне приводимый 363 

= aaa Q-nouTH кольца 

— — локально конечный 352 

— — — нетеров 349 

— — — нильпотентный 350 

— — наднильпотентный 353 

— квазистабильный (В-ради- 
кал) 208 

— локально стабильный (В*-ра- 
дикал) 485 

— — финитно стабильный (1-ра- 
дикал) 201 

— представления группы 178 

— — О-почти кольца 180 

Радикальное нормально наслед- 
ственное теоретико-групповое 
свойство 346 
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Разрешимая A,-rpynna 497 

— А.-группа 497. 

— А.-группа 497 

— А.-группа 497 

— Азгруппа 497 

Ранг специальной группы 494 

т гиперцентральное 
75 

— центральное 374 

Ряд верхний С-радикальный 53 

— — стабильный 211 

— — цокольный 192 

— — ядерный 224 

ie нормальный 
4 


— нижний аннуляторный 225 
— — Г-стабильный 200 

— убывающий нормальный 44 
А-группа 458 

RN-tnapa 169 

ВМ№*-пара 169 

ВМ-пара 169 

А-радикал О-группы 53 

— — верхний 53 

— — строгий 53 

В №*-радикал группы 352 


Символы операций 29 

Система алгебраическая 59 

— — линейная 300 

— аннуляторная относительно 
9-подкольца 224 

— двойная локальная подпар 
пары 92 

— инвариантная в 9-группе 44 

— квазиоператоров 521 

— композиционная в Э-группе 


— локальная подалгебр 19 

— —`подпар пары 92 

— локально совместная формул 
УИП 73 

— нормальная в Ф-группе 44 

— полная в Q-rpyune 43 

— разрешимая в Q-rpynne 46 

— сильно разрешимая в ®- 
группе 44 

— совместная формул УИП 67 

— стабильная относительно 
действующей группы 178 


Система И/’-треугольная (разре- 
шимая) 219 

о в О-группе 
6 

Смежный класс 23 

Содержательное истолкование 
языка YUJI на модели 65 

Сплетение групп 101 

— дискретное 101 

— полное 101 

— пар 102 

Сумма дискретная прямая ал- 
гебр 28 

— — — Q-rpynn 47 

— подпрямая алгебр 28 

— полная прямая алгебр 28 

— — — пар 99 

— полуполная (слева, справа) 
пар 99 

S-rpynna Гирша (полицикличе- 
ская группа) 147 

Х-замыкание 84 

У-центр 85 


Тождественное 
в алгебре 30 

Точное представление группы 83 

Траектория 84 

0-группа 136 

8-радикал 106 

9-элемент 137 


соотношение 


У льтрапроизведение 71 
Ультрафильтр 69 
И’-группа 363 
Й’.-группа 557 
у-свойство 375 
у’-свойство 375 


Фактор-алгебра 24 
Фактор-множество 23 
Фактор-пара 87 

Фильтр 68 

— главный 69 

Формула УИП 64 

— — замкнутая 65 
Формульный предикат 66 
— элемент модели 67 


ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 603 


Характер представления 282 
х-свойство 375 
х’-свойство 375 


Центр 9-группы 50 

Централизатор строгого модуля 
155 

Центрированная система под- 
множеств 69 

Циклическое представление 
группы относительно алгебры 
158 

Цоколь Ф-группы 49 

й-пара 169 

ZA-napa 169 


Эквивалентность на множестве 
23 

— пар 86 

Элемент группы достижимый 346 

— — локально достижимый 
346 

— — — субинвариантный 346 

— — обобщенный центральный 
388 

— — СИЛЬНЫЙ 
центральный 388 

— — субинвариантный 346 

— действующей группы алге- 
браический 149 

— — — ограниченный 149 


обобщенный 


Элемент действующей группы 


почти периодический 143 
— — — смешанный 143 
— — — финитно стабильный 
204 


— ‘— — чистый 143 

— — — и-ограниченный 144 

«-ограниченный 144 

— дистрибутивный Q-nonyrpyn- 
пы 34 

— индивидуальный алгебраиче- 
ской системы 62 

— линейной группы унипотент- 
ный 290 

— области действия гиперцент- 
ральный 491 

— О-полугруппы строго дистри- 
бутивный 154 

— @-почти кольца внешний KBa- 
зирегулярный 182 

Элиминация кванторов сущест- 
вования 76 

Эндоморфизм алгебры 21 

— векторного пространства ло- 
кально алгебраический 310 

— группы центральный 404 

— линейной алгебры расщепля- 
емый 309 

— О-группы нормальный 162 

— почти периодический 222 

Эпиморфизм 20 
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